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並列分散計算システム上での BMI固有値問題解法

合 田 憲 人† 二 方 克 昌†† 原 辰 次†

BMI（Bilinear Matrix Inequality）固有値問題は，2つのベクトル変数による双線形行列関数の最
大固有値を最小化する解を求めることを目的とした数値最適化問題の 1つである．本論文では，BMI
固有値問題の ε 最適解求解に要する計算時間を並列分散計算により短縮する手法を提案するととも
に，提案手法の PCクラスタおよび Grid計算システム上での性能評価結果について述べる．提案手
法では，BMI固有値問題の ε 最適解を求める分枝限定法を Master-Worker方式を用いて並列化す
る．提案手法を PCクラスタおよび Grid計算システム上に実装し，性能評価を行った結果，逐次計
算に比べて，128CPUから成る PCクラスタ上での提案手法による計算時間が約 1/91，地理的に分
散された複数の計算機から構成される Grid計算システム上での計算時間が約 1/7に短縮される等，
提案手法の有効性が確認された．また，提案手法ではWorkerに割り当てる計算の粒度が性能に影響
を与えるが，本論文の性能評価の結果，提案手法を PCクラスタ上で実行する場合と Grid計算シス
テム上で実行する場合とでは，最高性能を得るためにはそれぞれ異なる計算粒度を定義する必要があ
ることが確認された．

Parallel Algorithm for the BMI Eigenvalue Problem
on Parallel and Distributed Computing Systems

Kento Aida,† Yoshiaki Futakata†† and Shinji Hara†

The BMI (Bilinear Matrix Inequality) Eigenvalue Problem is one of optimization problems
and is to minimize the largest eigenvalue of a bilinear matrix function. This paper proposes
a parallel algorithm to compute the ε-optimal solution of the BMI Eigenvalue Problem on
parallel and distributed computing systems. The proposed algorithm parallelizes a branch
and bound algorithm to compute the ε-optimal solution using the Master-worker paradigm.
Performance evaluation results of the proposed algorithm on PC clusters and a Grid com-
puting system showed that the proposed algorithm reduced computation time of the BMI
Eigenvalue Problem to 1/91 of the sequential execution time on a PC cluster with 128CPUs
and reduced that to 1/7 on a Grid computing system. In the proposed algorithm, computa-
tional granularity on a worker process affects overall computation time of the problem. The
performance evaluation results showed that the computational granularity was needed to be
appropriately defined for each computer system, a PC cluster or a Grid computing system,
to achieve best performance.

1. は じ め に

BMI（Bilinear Matrix Inequality）固有値問題は，

双線形行列関数の最大固有値を最小化する解を求める

ことを目的とした数値最適化問題の 1つである．ヘリ

コプターの旋回動作制御をはじめとする多くの制御シ

ステムの解析・設計問題が BMI固有値問題の解を求

めることにより解決できるため，本問題の解法は制御

システムの設計・解析において重要な役割を持ってい

る．本問題は NP困難な問題であるが1)，実用的な計
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算手法として，分枝限定法を用いて最適値の誤差が一

定の範囲内に収まる解（ε 最適解）を有限時間内に求

める手法が提案されている2)∼4)．しかしこれらの従来

手法においても，実用的な大規模制御問題の計算には

多大な時間を要するため，実用的な時間内で計算可能

な問題サイズが制限されるという問題があり，求解の

高速化が切望されている．また，BMI固有値問題求

解の高速化を実現し，計算量の多さからこれまでに求

解されたことのない規模の問題を求解することは，オ

ペレーションズリサーチ分野における学術的なグラン

ドチャレンジとしての意味も持っている．

本論文では，BMI固有値問題の ε 最適解求解に要

する計算時間を短縮するために，並列分散計算システ

ム上での同問題の並列解法を提案するとともに，提案
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手法の PCクラスタおよび Grid計算システム上での

性能評価結果について述べる．性能評価ではまず，提

案手法を PC クラスタ上に実装して評価することに

より，提案手法の有効性を検証する．一方，本手法に

よる BMI固有値問題の求解では，複数サイトに分散

された計算資源を用いて Grid計算を行うことにより，

単一サイトの計算資源のみでは実用的な時間内で解く

ことのできないような大規模な制御問題の計算を行え

る可能性がある．また，大規模 PCクラスタのような

高性能並列計算機を所有しないようなサイトが BMI

固有値問題の高速計算を実現するためには，Grid計

算技術を用いてサイト内外の遊休計算機を活用するこ

とが有効な場合もある．そこで次に提案手法を Grid

計算システム上に実装し，その有効性を検証する．

一般に分枝限定法では，もとの問題の解の探索範囲

を分割して子問題を生成し，各子問題ごとに目的関数

の下界値，上界値，解を計算する，という処理を繰り

返す．提案手法では，BMI固有値問題の ε最適解を求

める分枝限定法を Master-Worker方式を用いて並列

化する．具体的には，Masterが複数の子問題をそれ

ぞれWorkerに割り当て，各Worker上では，Master

から割り当てられた子問題に関する計算，すなわち各

子問題が表す探索範囲における下界値，上界値，解の

計算を行う．また一般に分枝限定法の並列計算では，

MasterからWorkerに一度に割り当てられる計算量，

すなわち計算粒度がプログラム全体の計算時間に影響

を与える．本論文では，提案手法において，Worker

に割り当てる計算粒度が全体の計算時間に与える影響

についても評価を行う．

提案手法を PCクラスタおよび Grid計算システム

上に実装し，性能評価を行った結果，逐次計算に比べ

て，128CPUから成る PC クラスタ上での提案手法

による計算時間が約 1/91，地理的に分散された複数

の計算機から構成される Grid計算システム上での計

算時間が約 1/7に短縮される等，提案手法の有効性が

確認された．また，提案手法におけるWorkerの計算

粒度に関しては，提案手法を PCクラスタ上で実行す

る場合と Grid計算システム上で実行する場合とでは，

それぞれ異なる計算粒度を定義する必要があることが

確認された．

以後，2章では BMI固有値問題および同問題の ε最

適解を求める分枝限定法について説明し，3 章では提

案手法である ε 最適解の並列解法について述べる．次

に 4 章において提案手法の PCクラスタおよび Grid

計算システム上での性能評価結果について述べる．最

後に 5 章で関連研究を紹介した後，6 章でまとめと今

後の課題について述べる．

2. BMI固有値問題

本章では BMI固有値問題を定義するとともに，そ

の ε 最適解を求める分枝限定法について説明する．

2.1 BMI固有値問題の定義

はじめに，対称行列 Fij = F T
ij ∈ Rm×m(i =

0, · · · , nx, j = 0, · · · , ny)が与えられるとき，ベクトル

変数 x，yに関する双線形行列関数 F : Rnx×Rny →
Rm×m を式 (1)により定義する．

F (x,y) := F00 +

nx∑

i=1

xiFi0 +

ny∑

j=1

yjF0j

+

nx∑

i=1

ny∑

j=1

xiyjFij (1)

ここで，変数 x，yは，それぞれ x := (x1, · · · , xnx)
T，

y := (y1, · · · , yny )
T である．

BMI固有値問題は，F (x,y) の最大固有値を最小化

する x，y を求める問題であり，式 (2)により定義さ

れる2),3)．

Φ(B) := minimizeΛ(x,y),

Λ(x,y) := λ{F (x,y)}, (x,y) ∈ B (2)

ここで，λ{F (x,y)} は与えられた x，y に対する行

列 F (x,y) の最大固有値を，B は x，y の探索空間

を表す．

2.2 分枝限定法による ε 最適解求解法

2.1 節に示した BMI固有値問題では，以下に説明

する分枝限定法を用いたアルゴリズムにより，Φ(B)

を ε 近傍に大域収束させる解（ε 最適解）を有限時間

内に求めることができる2),3)．

本アルゴリズムでは，以下の処理を Φ(B)の上限と

下限の差が ε 未満になるまで繰り返す．(1) 変数 x，

y の解の探索空間を表す問題（親問題）を 2 分割す

る（分枝操作），(2)分枝操作の結果生成された子問題

について，下界値および上界値と，x，y の解を求め

るとともに，Φ(B) の最良の上界値，すなわち暫定値

を更新する，(3)計算の終了した子問題について下界

値と暫定値の比較を行い，下界値が暫定値よりも大き

い場合は，この子問題について新たな解の探索を続け

てもさらに良い解は得られないため，この子問題に関

する探索は終了する（限定操作），(4)限定操作を受け

ずに残った子問題についてさらに解の探索を続けるた

め，その下界値が最小である子問題を選択し，(1)に

おける親問題とする（選択操作）．図 1 は，上記の操

作を繰り返すことにより生成される探索ツリーの例で

ある．ここで，探索ツリーの根ノードは元の探索問題
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図 1 探索ツリー
Fig. 1 A search tree.

を意味し，子ノードは子問題に相当する．

3. BMI固有値問題の並列解法

本章では，本論文が提案する BMI固有値問題の ε

最適解の並列解法について述べる．本手法は，2.2 節

で説明した分枝限定法を Master-Worker方式に基づ

いて並列化したものである．Masterは探索ツリーを

管理するとともに，選択操作を行って選択されたノー

ドをそれぞれ異なるWorkerに割り当てる．Worker

では，Masterから割り当てられたノードに対する分

枝操作と分枝操作の結果生成されたノードの計算を行

い，結果をMasterに返す．また，限定操作はMaster

とWorkerの両方で行われる．

以下に，提案手法において主要な処理となるMaster

上での選択操作，Worker上での分枝操作，Masterと

Worker上でそれぞれ実行される限定操作の 3つにつ

いてに述べた後，提案手法のアルゴリズムを示す．

3.1 選 択 操 作

Master上で実行される選択操作では，毎回，探索

ツリーの葉に相当するノードの集合 S の中から下界
値が最小であるノードを選択し，Workerに割り当て

る．下界値が最小であるノードを選択するのは，以下

の理由により，探索の効率を向上させるためである．

( 1 ) あるノードが最小下界値を持つ場合，そのノー

ドの下界値は元問題の最適値に関するその時点

での最小下界値を意味する．したがって，この

元問題の最小下界値を更新するためには，最小

下界値を持つノードに対して分枝操作を行う必

要がある5)．

( 2 ) あるノードが最小下界値を持つ場合，そのノー

ドの下界値は他のノードの計算の結果得られる

暫定値より大きくなることはない．したがって，

最小下界値を持つノードは他のノードの暫定値

により限定操作を受けることがない3)．

3.2 分 枝 操 作

Worker上では，Masterから割り当てられた 1個の

ノードに対して，文献 3)の方法により分枝操作を適

図 2 分枝ツリー
Fig. 2 A branch tree.

用して 2つの子ノード（子問題）を生成する．このと

き，生成されたそれぞれの子ノードに対してさらに分

枝操作を繰り返すことにより図 2に示すようなツリー

を生成できる．本論文では，全体の探索ツリーと区別

するためにこのツリーを分枝ツリーと呼ぶ☆．図 2 の

例は分枝操作を 3回繰り返して生成された分枝ツリー

である．

Workerは，生成された分枝ツリー上のノードを深

さ優先順で探索し，各ノードごとに下界値，上界値，

x と y の解を計算する．したがって，Masterからの

1回のノード割当てに対するWorker上での計算時間，

すなわち計算粒度は，生成される分枝ツリーの大きさ，

すなわちMasterから割り当てられたノードに適用さ

れる分枝操作の繰返し回数により決定される．

ここでWorker上での計算粒度に関しては，以下の

トレードオフが存在する．提案手法のような分枝限定

法の並列計算では，Worker上でのタスク起動やMas-

terとWorker間の通信に起因するオーバヘッド，お

よびWorker間の暫定値の更新頻度が全体の計算時間

に影響を与える．前者のオーバヘッドについては，こ

れを減少させることによりプログラムの並列計算効率

を向上させることができる．一方，後者のWorker間

での暫定値更新については，これをより頻繁に行うこ

とにより各Worker上により最新の暫定値が通知され

るため，Worker内での分枝ツリーに対する限定操作

を促進し，プログラム全体の計算量を減少させること

ができる．これら両者はともにプログラムの計算時間

短縮に有効であるが，オーバヘッドを削減するために

は，Worker上での計算粒度を増大することが必要で

あるのに対し，Worker間の暫定値更新頻度を増大す

るためには，Worker上での計算粒度を縮小する必要

がある．後者の理由は，提案手法ではWorkerへ最新

の暫定値の通知はWorkerが Masterからノードを割

☆ 分枝ツリーは全体の探索ツリーのサブセットに相当する．
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り当てられる際に 1回だけ行われるためである．本論

文では，4 章でこのトレードオフについての評価結果

を示す．

3.3 限 定 操 作

限定操作は，MasterまたはWorker上でそれぞれ実

行され，(1)ノードの下界値が暫定値より大きい，(2)

ノードの上界値と下界値の差が ε よりも小さい，とい

う条件のうちのどちらかを満たすノードに関する探索

を終了する．(1)については，この条件を満たすノー

ドにさらに分枝操作を適用して探索を続けても暫定値

より良い解は求められないため，このノードに関する

探索を終了する．また (2)については，本手法で求め

る ε 最適解の条件は，暫定値と最小下界値との差が ε

未満であれば十分満たされるため，(2)の条件を満た

すノードについてさらに探索を続けて上界値と下界値

の差を縮小する必要はない．したがって，このノード

に関する探索を終了する．

3.4 提案手法のアルゴリズム

提案手法においてMasterとWorker上で実行され

るアルゴリズムを以下に示す．以下のアルゴリズムの

記述中，CalcLB(Q, Fij) と CalcUB(Q, Fij) は，そ

れぞれノード Q の下界値と上界値の計算3),6)を意味

し，引数の Fij は F (x,y)のすべての係数行列を示し

ているものとする．SelectOperation(S) は，集合 S
の中から下界値が最小のノードを選択する操作を意味

する．また，BranchOperation(Qk, d) は Masterか

ら割り当てられたノード Qk に対する分枝操作を意味

し，引数の dは分枝操作の繰返し回数を示す．さらに

Pruning(Q) は，限定操作においてノード Q に関す

る探索を終了することを意味する．

Q : 探索ツリー上のノード

S : 探索ツリー上の葉ノードの集合

L : 分枝ツリー上のノードの集合

nL : L に含まれるノード数
ΦL(Q)，ΦU (Q) : ノード Qにおける下界値，上界値

xL(Q)，yL(Q) : ノード Q における x，y の解

Z : 暫定値

Z[w] : Worker[w]上で計算された暫定値

L : 最小下界値

xopt，yopt : 暫定解

xopt[w]，yopt[w] : Worker[w]上で計算された暫定解

Given :

ε : 終端条件

d : 分枝操作の繰り返し回数

Fij : BMI固有値問題を表す F (x,y) の係数行列

B : 決定変数 x，y の探索空間

[Master]

I :

Q0 := B

ΦL(Q0) := CalcLB(Q0, Fij)

ΦU (Q0) := CalcUB(Q0, Fij)

L := ΦL(Q0), Z := ΦU (Q0)

S := {Q0}, k := 0

II :

while Z − L ≥ ε and S �= φ do

Search idle Worker

if idle Worker[w] exists

Qk := SelectOperation(S)
Lw := ΦL(Qk)

Send Qk and Z to Worker[w]

S := S − {Qk}
end

Search Worker that finished computation

if Worker[w] finished computation

Receive {Remaining Q ∈ L}, Z[w],

xopt[w] and yopt[w] from Worker[w]

if Z[w] < Z then

Z := Z[w]

xopt := xopt[w], yopt := yopt[w]

end

S := S ∪ {Remaining Q ∈ L}
foreach Q := {Q | Q ∈ S}
if ΦL(Q) > Z then

Pruning(Q)

end

end

L := minQ∈S,j �=w(ΦL(Q), Lj)

k := k + 1

end

end

[Worker]

I :

while Master is active do

Wait Task from Master

Receive Qk and Z from Master

Z[w] := Z

L := BranchOperation(Qk, d)
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for l := 1 to nL
Ql := {Ql | Ql ∈ L}
ΦL(Ql) := CalcLB(Ql, Fij)

if ΦL(Ql) < Z[w] then

ΦU (Ql) := CalcUB(Ql, Fij)

if ΦU (Ql) < Z[w] then

Z[w] := ΦU (Ql)

xopt[w] := xL(Ql), yopt[w] := yL(Ql)

end

if ΦU (Ql)− ΦL(Ql) < ε then

Pruning(Ql)

end

else

Pruning(Ql)

end

end

Send {Remaining Q ∈ L} ,Z[w],

xopt[w] and yopt[w] to Master

end

Result :

最適値：Z 最適解：xopt, yopt

4. 性 能 評 価

本章では，提案手法の PCクラスタおよび Grid計

算システム上での性能評価について述べる．本性能評

価では，まず提案手法を MPI 7)を用いて PC クラス

タ上に実装するとともに，Ninf 8),9)を用いて Grid計

算システム上に実装し，実問題および性能評価のため

に用意した人工的な問題の解を計算した．

4.1 性能評価問題

性能評価に用いる BMI固有値問題として，実問題

であるヘリコプターの旋回動作制御問題10)，および性

能評価のために変数 x，y および行列 Fij の大きさや

値を人工的に生成した疑似問題を用意し，提案手法に

よりそれぞれの解を計算した．

ヘリコプターの旋回動作制御問題では，変数 x，y

表 1 PCクラスタの構成
Table 1 Architecture of PC clusters.

小規模 node (PentiumIII 500 MHz × 2CPU, 256 MB memory) × 4 nodes

クラスタ network 100 Mbps ethernet

software linux 2.2.17, MPICH

Presto II node (PentiumIII 800 MHz × 2CPU, 256 MB memory) × 66 nodes

クラスタ network 100 Mbps ethernet

software linux 2.2.16, MPICH

の次元数，行列 Fij の行列サイズ (m) はそれぞれ

nx = 10，ny = 2，m = 8となる．またアルゴリズム

の終了条件を決定する ε は，ε = 10−4 とした．ただ

し実際の制御問題では，Φ(B) の暫定値と最小下界値

の相対的な差，すなわち (Z − L)/Lが ε 未満になる

解が求められれば実用的に十分であるため，本性能評

価では，アルゴリズムの終了条件および 3.3 節で述べ

た限定操作の条件 (2)をこの相対的な差により判断し

ている．

本論文が対象とする BMI 固有値問題では，(1) 子

ノードの計算量および入力データサイズが Fij の行列

サイズに依存する，(2)解の探索範囲，すなわち生成

される子ノード数は x，y の次元数に依存する，とい

う性質を持つ．そこで，特に (1)の性質に注目し，子

ノードの計算量がヘリコプターの旋回動作制御問題よ

り大きな問題，すなわちWorker上での計算粒度が大

きな疑似問題を人工的に生成し，性能評価を行った．

これらの疑似問題では，nx = ny = n，m = 4n であ

り，それぞれ n = 3，n = 4，n = 5 である 3つの問

題を生成した．なお Fij の要素は [−100, 100] の一様

乱数により生成した4)．ヘリコプターの制御問題と同

様に，ε = 10−4 である．また，これらの疑似問題に

関する評価結果は，n の値が異なるそれぞれの場合に

ついて Fij の異なる 10例の疑似問題（ただし計算時

間の都合により n = 5 の場合は 5例）を作成して計

算した結果の平均値とする．

4.2 PCクラスタ上での性能評価

PCクラスタ上での性能評価では，提案手法のアル

ゴリズムをMPI（MPICH 7)）を用いて実装し，2種

類の PCクラスタ上で 4.1 節で説明した問題を計算し

た．表 1に，本性能評価で用いた小規模クラスタおよ

び Presto IIクラスタの構成を示す．

4.2.1 小規模クラスタ上での性能評価結果

小規模クラスタ上でヘリコプターの旋回動作制御

問題を計算した場合の計算時間を表 2 に示す．表中，

Lv はWorker上で Masterから割り当てられた 1つ

のノードに適用される分枝操作の繰返し回数，すなわ

ちWorker上での計算粒度を表している．また，()内
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表 2 小規模クラスタ上でのヘリコプター制御問題の計算時間
Table 2 Execution time for the helicopter control

problem on the small PC cluster.

計算時間 [sec]

CPU数 Lv = 1 Lv = 2 Lv = 3 Lv = 4

1 3,675 4,228 4,790 5,504

(1.00) (0.87) (0.77) (0.67)

4 1,203 1,381 1,559 1,794

(3.05) (2.66) (2.36) (2.05)

8 529 593 601 670

(6.95) (6.20) (6.11) (5.49)

表 3 小規模クラスタ上での疑似問題のスピードアップ
Table 3 Speedup for synthetic problems on the small PC

cluster.

スピードアップ
n CPU数 Lv = 1 Lv = 2 Lv = 3 Lv = 4

1 1.00 0.94 0.90 0.87

3 4 2.78 2.60 2.46 2.38

8 5.12 4.68 4.18 3.83

1 1.00 0.93 0.89 0.85

4 4 2.86 2.65 2.54 2.36

8 5.94 5.51 5.17 4.79

1 1.00 0.90 0.85 0.80

5 4 3.00 2.71 2.56 2.42

8 6.83 6.16 5.78 5.42

の数値は単一プロセッサ上での最短の計算時間に対す

る計算時間の比を表している．これ以後，各表の問題

ごとに単一プロセッサ上での最短計算時間に対する計

算時間の比をスピードアップと呼ぶ．ここで，本性能

評価における単一プロセッサ上での計算では，3.4 節

で説明したアルゴリズムを逐次計算用に変更した逐次

計算プログラムを用いている．また，同様に疑似問題

を小規模クラスタ上で計算した場合のスピードアップ

を表 3 に示す．

表 2，3 より，すべての問題において並列計算によ

る計算時間の短縮ができていることが分かる．特にヘ

リコプターの制御問題では，8CPU上での計算時間が

逐次計算時間の 1/6.95 に短縮できている．提案手法

では 1台の CPUが Masterとして動作するため，こ

の結果はほぼ CPU台数分の並列計算効果が得られて

いるものといえる．また疑似問題では，問題サイズが

大きな問題ほど，相対的なオーバヘッドが小さくなり，

計算時間をより短縮できていることが分かる．

次にWorkerの計算粒度については，すべての問題

において Lv = 1 の場合が最も計算時間が短いこと

が分かる．この結果により，PCクラスタ上での計算

では，Workerの計算粒度を増大して相対的なオーバ

ヘッドを削減するよりも，Workerの計算粒度を縮小

してWorker間の暫定値更新頻度を増大させるほうが

表 4 Presto IIクラスタ上でのヘリコプター制御問題の計算時間
Table 4 Execution time for the helicopter control

problem on the Presto II cluster.

CPU数 計算時間 [sec] スピードアップ
1 1,144 1.00

4 375 3.05

8 161 7.11

16 78 14.7

32 43 26.6

64 53 21.6

128 42 27.2

表 5 Presto IIクラスタ上での疑似問題（n = 6）の計算時間
Table 5 Execution time for a synthetic problem (n = 6)

on the Presto II Cluster.

CPU数 計算時間 [sec] スピードアップ
1 23,839 1.00

4 7,757 3.07

8 3,341 7.14

16 1,592 15.0

32 797 29.9

64 427 55.8

128 261 91.3

全体の計算時間を短縮できることが分かる．

4.2.2 Presto IIクラスタ上での性能評価結果

次に，提案手法による並列計算効果のスケーラビリ

ティを評価するために，より大規模な Presto IIクラ

スタ上でヘリコプターの制御問題および n = 6 とし

た場合の疑似問題（1例）を計算した結果を表 4 およ

び表 5 に示す．なおここでの結果は，すべて Lv = 1

とした場合の結果である．

表 4，表 5 より，Fij の行列サイズが 24と比較的大

きな疑似問題（n = 6）では，128CPU上での計算時

間が逐次計算に比べて約 1/91 と大きく短縮できてい

ることが分かる．これに対して，Fij の行列サイズが

8と比較的小さいヘリコプターの制御問題では，計算

時間に対する相対オーバヘッドが疑似問題よりも大き

いため，32CPU程度で並列計算によるスピードアッ

プの向上が飽和している．

4.3 Grid計算システム上での性能評価

Grid計算システム上での性能評価では，提案手法

のアルゴリズムを Ninf 8),9)を用いて Grid計算システ

ム上に実装し，4.1 節で説明した問題を計算した．

4.3.1 性能評価環境

Ninfは，クライアントからサーバに対して計算の

実行を依頼する RPC型の Grid計算システムである．

NinfによるGrid計算では，クライアント計算機（Ninf

クライアント）上のプログラム中からNinf executable

と呼ばれるサーバ計算機（Ninfサーバ）上で実行され
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表 6 Grid計算システム上の Ninfクライアント・Ninfサーバの構成
Table 6 Ninf client and Ninf servers on the Grid testbed.

計算機 ハードウェア 設置場所
サーバ A PentiumIII Xeon 550MHz × 4CPU, 512MB memory 長津田
サーバ B PentiumIII 733MHz × 1CPU, 512MB memory 大岡山
サーバ C PentiumIII 533MHz × 1CPU, 256MB memory 大岡山
サーバ D PentiumIII 500MHz × 1CPU, 256MB memory 大岡山
クライアント PentiumIII 400MHz × 1CPU, 256MB memory 大岡山

図 3 Grid計算システム実験環境
Fig. 3 The Grid testbed.

るプログラムが呼び出されることにより，Grid計算

が行われる．ここで，Ninfクライアントからの Ninf

executableの呼び出し処理はNinfCallと呼ばれる．本

性能評価では，3.4節で説明したMasterのアルゴリズ

ムを実行するNinfクライアントプログラムとWorker

のアルゴリズムを実行する Ninf executableをそれぞ

れ開発した．したがって，Ninfクライアントが Mas-

ter，Ninf サーバが Worker に相当し，Master から

Workerへのノードの割当ては，Ninfクライアント上

での NinfCallにより実現されている．

図 3 に本性能評価に用いた Grid 計算システムの

実験環境を示す．本実験環境では，東京工業大学の大

岡山キャンパスおよび長津田キャンパスに分散された

Ninfサーバを用いて Grid計算を行った．各キャンパ

スに設置された Ninfサーバおよび Ninfクライアント

の仕様を表 6 に示す．Ninfサーバの数は 4台である

が，サーバ Aは 4CPUを搭載しているため，サーバ

B，C，Dと合わせて全部で 7CPUをWorkerとして

使用する．大岡山キャンパスに設置された Ninfクラ

イアントと同キャンパス内の Ninfサーバ（サーバ B，

C，D）間は 100Mbpsイーサネットにより接続されて

いる．また，大岡山キャンパスと長津田キャンパス間

は約 30 kmの距離があり，専用の光ファイバで接続さ

れている．両キャンパス間のネットワークバンド幅は

150Mbpsであるが，長津田キャンパス内に 10Mbps

表 7 Grid計算システム上でのヘリコプター制御問題の計算時間
Table 7 Execution time for the helicopter control

problem on the Grid testbed.

Lv 計算時間 [sec] 通信時間
計算時間 [%]

Lv = 1 1,784(2.06) 0.948

Lv = 2 1,371(2.68) 0.671

Lv = 3 866(4.24) 2.24

Lv = 4 771(4.77) 2.31

Lv = 5 769(4.78) 1.88

Lv = 6 912(4.03) 1.07

イーサネットが存在するため，Ninf クライアントと

Ninfサーバ（サーバ A）間のネットワークの利用可

能な最大バンド幅は 10Mbpsとなる．また，両マシ

ン間の pingによるレイテンシは約 3.4msecである．

4.3.2 性能評価結果

表 7に，図 3に示した Grid計算システム上でヘリ

コプターの旋回動作制御問題を計算した場合の計算時

間および計算時間中に占めるMaster・Worker間の通

信時間の割合を示す．表中，Lv は，PCクラスタ上で

の性能評価と同様，Worker上で Masterから割り当

てられた 1つのノードに適用される分枝操作の繰返し

回数を意味する．また計算時間の欄の ()内の数値は，

サーバ D上で提案手法の逐次計算プログラムを実行

した場合の逐次計算時間に対する計算時間の比，すな

わちスピードアップを示している．また，同様に疑似

問題を Grid計算システム上で計算した場合のスピー

ドアップおよび通信時間の割合を表 8 に示す．

表 7，8 から，Ninfを用いた Grid計算により，計

算時間が短縮されていることが分かる．ヘリコプター

の旋回動作制御問題の場合，最も計算時間短縮ができ

た場合で，Grid計算システム上の計算時間が逐次計

算に比べて 1/4.78 に短縮できている．また疑似問題

の場合も n = 5 の場合に計算時間を 1/7 に短縮でき

ている☆．

次に Grid計算システム上でのWorkerの計算粒度

に関するトレードオフについては，表 7 より，ヘリコ

☆ ただし各サーバ上の CPUの仕様が異なるため，PCクラスタ
上での性能評価のように単純に CPU数に関するスピードアッ
プの比較はできない．
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表 8 Grid計算システム上での疑似問題のスピードアップ
Table 8 Speedup for synthetic problems on the Grid

testbed.

n Lv スピードアップ 通信時間
計算時間 [%]

Lv = 1 3.96 36.9

Lv = 2 2.63 11.0

3 Lv = 3 2.83 10.7

Lv = 4 3.32 9.05

Lv = 5 3.23 7.54

Lv = 6 2.82 6.95

Lv = 1 5.52 38.5

Lv = 2 4.79 20.8

4 Lv = 3 4.59 11.3

Lv = 4 4.82 9.58

Lv = 5 4.33 7.84

Lv = 6 4.18 5.53

Lv = 1 7.00 38.9

Lv = 2 6.24 19.9

5 Lv = 3 6.31 12.2

Lv = 4 5.83 8.74

Lv = 5 5.44 6.64

Lv = 6 4.82 5.15

プターの旋回動作制御問題では，Lv = 5 のときに最

も計算時間を短縮できていることが分かる．これは，

Grid計算システム上での本問題の計算では，Worker

の計算粒度を増大して相対オーバヘッドを削減するほ

うが，Workerの計算粒度を縮小してWorker間の暫

定値更新頻度を増大させるよりも計算時間を短縮でき

ることを意味している．一方，これに対して疑似問題

の計算では，表 8 より，PCクラスタ上での評価結果

と同様に Lv = 1 の場合に計算時間を最も短縮できて

おり，Workerの計算粒度を縮小してWorker間の暫

定値更新頻度を増大させるほうが，計算時間を短縮で

きることが分かる．

この結果を考察するために，ヘリコプター制御問題

を計算した場合のNinfCallの回数および 1回のNinf-

CallあたりのWorker上での計算時間（粒度）を表 9

に示す．表 9 より，ヘリコプターの旋回動作制御問題

の計算では，1 回の NinfCall あたりの Worker 上で

の計算時間が 0.08 secから 0.8 sec程度と短く，かつ

NinfCallの回数が非常に多いことが分かり，NinfCall

を実行する際のオーバヘッドの影響による性能低下が

大きいといえる．このオーバヘッドは，主に Ninf exe-

cutableの実行にともなうオーバヘッドおよびMaster・

Worker間の通信オーバヘッドに分けることができる．

さらに，前者のオーバヘッドは具体的には，Master上

でのNinfCallの発行および計算を終了したWorkerか

らの計算結果の回収，Worker上でのNinf executable

プロセスの起動によるものである．表 7 より本問題

の計算ではMaster・Worker間の通信時間が比較的小

表 9 NinfCallあたりの計算時間（ヘリコプター制御問題）
Table 9 Execution time per a single NinfCall (the

helicopter control problem).

Lv Call回数 粒度 [sec]

Lv = 1 37,677 0.0829

Lv = 2 19,060 0.186

Lv = 3 12,653 0.323

Lv = 4 9,924 0.479

Lv = 5 6,362 0.773

Lv = 6 7,421 0.802

さいことが分かるため，本問題においてWorkerの計

算粒度が小さい場合の性能低下の原因は，主に前者の

Ninf executableの実行にともなうオーバヘッドが計

算時間に対して大きいことにあるといえる．参考のた

め，疑似問題における NinfCall回数で最も多かった

のは n = 5 で Lv = 1 とした場合の 5,912回であり，

このときの 1回の NinfCallあたりのWorker上での

計算時間は約 1 secであった．

5. 関 連 研 究

文献 2)∼4)では，BMI固有値問題の ε 最適解を有

限時間内に求める逐次アルゴリズムを提案している．

本論文では，文献 2)，3)で提案されている分枝限定

法をもとに並列アルゴリズムを構築し，計算の高速化

を実現した．

分枝限定法の並列計算については従来より数多く

の研究が行われているが，Grid計算システム上での

Master-Worker方式を用いた分枝限定法の並列計算に

ついても報告がある11)∼13)．文献 13)では，BMI固

有値問題を Grid計算システム上で並列計算した場合

の予備評価を行っているが，本論文が提案するアルゴ

リズムは，本予備評価結果をもとに新たに構築したも

のである．また，文献 11)，13)では，本論文が行っ

たWorkerの計算粒度に関するトレードオフについて

は言及していない．文献 12)では，Workerの計算粒

度に関するトレードオフの存在を指摘しているが，こ

のトレードオフが全体の計算性能に与える評価結果を

示していない．本論文では，実 Grid計算システム上

でのこのトレードオフに関する性能評価結果を示し，

その考察を行った．

6. む す び

本論文では，BMI固有値問題の ε 最適解求解のた

めの並列解法を提案した．また，提案手法を PCクラ

スタおよび Grid計算システム上に実装し，その有効

性を評価した．

性能評価の結果，PCクラスタおよび Grid計算シ
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ステムの両システム上で，提案手法により BMI固有

値問題求解のための計算時間を短縮でき，提案手法

の有効性が確認された．また，提案手法ではWorker

上での計算粒度についてトレードオフが存在するが，

PCクラスタ上の計算では，Workerの計算粒度を増

大して相対オーバヘッドを削減するよりも，Worker

の計算粒度を縮小してWorker間の暫定値更新頻度を

増大させるほうが有効であることが確認された．しか

し，PCクラスタに比べて並列計算時に発生するオー

バヘッドが大きいGrid計算システム上では，Worker

上での計算粒度が小さく，かつ Masterから Worker

へのノード割当てが多い問題を計算する場合は，オー

バヘッドによる性能低下が大きく，Worker上での計

算粒度を増大して相対的なオーバヘッドを削減するほ

うが有効であることが確認された．

Grid計算システムのようにオーバヘッドが大きな計

算システム上で提案手法の性能を最大限に引き出すた

めには，計算システムの性能や対象とする問題の特徴

を解析したうえで，Worker上での最適な計算粒度を

決定する必要がある．このWorker上での計算粒度決

定法の開発は今後の課題である．また，分枝限定法で

は限定操作の効率化が性能向上を行うために重要であ

り，提案手法における限定操作に関するアルゴリズム

の改良も今後の課題としてあげられる．たとえば，現

アルゴリズムでは，MasterがWorkerから計算結果を

受け取るごとに，集合 S 中の全ノードに対して下界値
と暫定値との比較を行っているが，これをWorkerの

計算により暫定値が更新された場合にのみ必要なノー

ドについて比較を行うことにより，計算量を減少でき

る可能性がある．また 3.3節に示した限定操作におけ

る条件 (2)では，上界値および下界値の差と ε の比

較により探索終了の判断を行っているが，前者を暫定

値および下界値との差にすることにより，より多くの

ノードの探索を早期に終了できる可能性がある．今後

より多くの問題による評価を通して限定操作の効率化

を図る予定である．
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