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Power Iteration の収束加速法に関する検討 
 

平松幹洋† 和田俊和† 

 

概要：本報告では Power Iteration による第 1 固有値，固有ベクトル計算の高速化につい

て検討する． パターン認識やコンピュータ・ビジョンの問題には，主成分分析や判別分

析など，固有値問題に帰着する問題は多数存在する． 通常，𝑛 × 𝑛の行列の固有値問題を

解く際には，QR分解など全ての非ゼロ固有値に対応する固有ベクトルを求める𝑂(𝑛3)のア

ルゴリズムがよく使われる．しかし，行列の第 1 固有ベクトルのみが必要なタスクも多く

あり，そのようなタスクでは，計算量が𝑂(𝑛2)である Power Iterationを用いることがで

きる． これは，適当な初期ベクトル 𝒙0 に行列 𝐴を左から十分な回数かけ，𝐴𝑛𝒙0 ‖𝐴𝑛𝒙0‖⁄

が収束するまで計算を反復する手法である．この結果は𝐴の第 1 固有ベクトルに収束する

ことが知られている. Power Iteration は，𝐴 の第 1 固有値と，他の固有値の比の絶対値

によって，収束の速度が変化する． 例えば，第１固有値と第２固有値の比の絶対値が１

に近い場合，収束に要する回数が増大する． この問題を回避する二通りの方法がある． 

一つは，数列の収束加速法を用いる方法，もう一つは，行列 𝐴 の固有値をずらすことで

収束回数を減らす方法である．本報告では，これらの手法を融合することによるさらなる

高速化法を提案し，収束に要する行列とベクトルの乗算回数について，実験を通じて比較

し，オリジナルの Power Iteration よりも少なくとも 2 倍以上の高速化ができることを確認

した．  

 

キーワード：固有値問題, Power Iteration, Aitken’s ∆2 process, Wynn’s ϵ-algorithm 

 

A study on accelerating convergence of power iteration 
 

MIKIHIRO HIRAMATSU† TOSHIKAZU WADA† 

 

Abstract: This report proposes several acceleration methods for finding the first eigenvalue and eigenvector by power iteration. 

A lot of problems in Computer Vision and Pattern Recognition are formalized as eigenvalue problems, e.g. principal component 

analysis, linear discriminant analysis, and so on. In order to find the eigenvalues and eigenvectors of 𝑛 × 𝑛 matrix, we often use 

𝑂(𝑛3) algorithms, such as QR decomposition. However, some problems need only first eigenvector of a matrix 𝐴. For solving 

such problems, we can use power iteration, whose computational complexity is 𝑂(𝑛2). Power iteration algorithm iteratively 

premultiply a matrix 𝐴 with an arbitrary vector 𝒙0 until the resulted vector 𝐴𝑛𝒙0 ‖𝐴𝑛𝒙0‖⁄  converges to the first eigenvector of 

𝐴. The number of premultiplication depends on the absolute ratio of the first and other eigenvalues. For example, the number of 

iteration increases when the absolute ratio of the first and the second eigenvalues are close to 1.  We can reduce the number of 

this iteration by the following approaches. The first approach is to accelerate the convergence of vector series 𝐴𝑛𝒙0 ‖𝐴𝑛𝒙0‖⁄ . The 

other approach is so called “shifted method” which modifies the original matrix to shifted eigenvalue matrix so as to reduce the 

absolute ratio of the eigenvalues while keeping the eigenvectors. We propose an integration of these two approaches. In the 

experiments, we examined some integrated methods and confirmed that the best method is at least two times faster than the original 

method. 

 

Keywords: Eigen Value Problem, Power Iteration, Aitken’s ∆2 process, Wynn’s ϵ-algorithm 

 

 

1. はじめに 

 本報告では，Power Iteration[1]の高速化法について検討す

る．Power Iteration は 𝑛 × 𝑛 の行列から第 1 固有ベクトル

(第 1 固有値に対応する固有ベクトル)を高速に求める手法

である． 

 計算機で，𝑛 × 𝑛 の行列から固有ベクトルを求める際，

通常は，全ての非ゼロ固有値とそれに対応する固有ベクト

                                                                 
†和歌山大学大学院システム工学研究科  

Graduate School of Wakayama University, Faculty of Systems Engineering. 

ルを求める QR 分解などを使う事が多い．この計算量は

 𝑂(𝑛3) である．1 

 しかし，問題によっては，固有値の絶対値が最大の固有

ベクトルのみが必要な場合も存在する．この例としては，

Google の Page rank[2]や，行列の spectral radius[3]を求める

問題などがある． 

 これらの問題に対して，Power Iteration を使うと，最大固
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有値とそれに対応する固有ベクトルは，𝑂(𝑛2)で求めるこ

とができる． 

 本報告では，Power Iteration および高速化手法の効果と組

み合わせ方を検討する． 

Power Iteration は繰り返し計算によって固有ベクトル𝒙を

得る手法である． 

 ベクトル𝒙に左から行列𝐴をかける変換を考える．𝐴が実

固有値を持たない行列であるとき，𝒙に何度𝐴をかけても収

束することはなく，𝐴 𝑘𝒙 (𝑘は自然数)は変化し続ける． 

他方， 𝐴が実固有値を持つ場合には，図１のように，任意

の単位ベクトル𝒙0に左から行列𝐴をかけると，𝐴𝒙0と向きと

大きさが変わる．𝐴𝒙0のノルムを正規化したベクトルを𝒙1

とし，次式のように再度行列 𝐴をかけ，正規化することで

ベクトル列を定義する．  

 
𝒙𝑘+1 ≡  

𝐴𝒙𝑘

||𝐴𝒙𝑘||
=  

𝐴𝑘+1𝒙0

||𝐴𝑘+1𝒙0||
 

 

 この式において，𝑘が大きくなれば，𝒙𝑘は𝐴の固有ベクト

ルに収束する．(実際の計算では，||𝒙𝑘+1 − 𝒙𝑘||が許容誤差ϵ

を下回るまで反復計算が行われる．) 前述の通り，Power 

Iteration 使うと，QR 分解よりも高速に第 1 固有ベクトルを

得ることが可能である．図 2 はランダムに生成した行列に

対して，Lapack の QR 分解と Power Iteration の処理速度を

比較したものである．横軸が行列𝐴のサイズ𝑛で，縦軸が処

理に要した時間である．この図から，QR 分解よりも Power 

Iteration の方が圧倒的に速く第 1 固有ベクトルが計算でき

ていることが確認できる．特に，この傾向は行列𝐴の次元数

が高くなればなるほど顕著になる． 

以下，第 2 章では Power Iteration の数学的根拠や性質を

述べる．第 3 章では，Power Iteration の高速化手法の紹介と

組み合わせを提案し，第 4 章ではその効果を実験により確

かめ,第 5 章にまとめを記す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Power Iteration 

この章では，Power Iteration の詳細を述べる．具体的には，

Power Iteration の数学的性質，収束の性質を明らかにする． 

 

2.1 Power Iteration の収束性 

 以下，𝑛 × 𝑛の行列の第 1 固有値を Power Iteration で求め

ることが可能であることを示す． 

 

証明 

 行列𝐴の固有値，固有ベクトルをそれぞれ𝜆𝑖 ，𝒗𝑖（𝑖 =

1, ⋯ , 𝑛），ただし，|𝜆1 | > |𝜆2| > ⋯ > | 𝜆𝑛 |とする．このとき，

任意のベクトル𝒙0と𝐴の積 𝐴𝒙0は固有ベクトルの線形結合

で表現でき，𝜆𝑖 ，𝒗𝑖，および実数𝑒𝑖を使って，次式のように

表現できる． 

 𝐴𝒙𝟎 = 𝑒1𝜆1𝒗1 + 𝑒2𝜆2𝒗2 + 𝑒3𝜆3𝒗3 + ⋯ + 𝑒𝑛𝜆𝑛𝒗𝑛．  

したがって，𝐴𝑘𝒙0も， 

 𝐴𝑘𝒙0 = 𝑒1
′𝜆1

𝑘𝒗1 + 𝑒2
′ 𝜆2

𝑘𝒗2 + 𝑒3
′ 𝜆3

𝑘𝒗3 + ⋯ + 𝑒𝑛
′ 𝜆𝑛

𝑘 𝒗𝑛  

となる． 

この式において，|𝜆1 | > |𝜆2| > ⋯ > | 𝜆𝑛 |より，𝑘が十分大き

いとき，  (𝜆𝑖 𝜆1⁄ )𝑘 ( 𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛)は 0 に収束するため，

lim
𝑘→∞

𝐴𝑘𝒙0 = 𝑒1
′ 𝜆1

𝑘𝒗1が成り立つ． 

Power Iteration では，計算のたびに𝒙𝑘+1 = 𝐴𝒙𝑘 ||𝐴𝒙𝑘||⁄ とベ

クトルのノルムを 1 に正規化するので， 

 
𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝒙𝑘 = lim
𝑘→∞

𝐴𝑘𝒙0

||𝐴𝑘𝒙0||
=  𝒗1 

 

が成り立つ．またこのとき，||𝐴𝒗1|| = 𝜆1である． 

このことから，Power Iteration によって実固有値を持つ行列

の第 1 固有ベクトルが得られると言える． 

 

2.2 Power Iteration の収束判定 

2.1 で述べた通り，𝑘が十分に大きいと，Power Iteration に

より得られたベクトルは第 1 固有ベクトルに収束する．

 

図 2 Lapack の QR 分解と Power Iteration の実行

時間の比較．横軸：行列のサイズ 𝑛，縦軸：実行

時間(μs)． Power Iteration の許容誤差ϵは10−15で

ある． 

 

 

図 1 ランダムにベクトル𝒙0に左から𝐴をかけ

て大きさ 1 に正規化する操作を十分に繰り返

すと，𝐴の固有ベクトルが得られる． 
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Power Iteration を実際に使用する際は，𝒙𝑘と𝒙𝑘+1の差のノル

ムを評価することで収束を判定し，計算を打ち切る． 

具体的には， 𝒙𝑘と𝒙𝑘+1の L2 ノルムを計算し，次式のよ

うに許容誤差ϵ未満ならば，収束と判定すればよい． 

  ( 1 ) 

 

2.3 Power Iteration の性質 

 Power Iteration の収束に必要な反復回数は行列𝐴が持つ固

有値に依存する．たとえば，ある行列が持つ固有値が

(|λ1 | < |λ2| < |λ3| < ⋯ < | λn |)，許容誤差がϵのとき，  

(
𝜆2

𝜆1
)

𝑘

+ (
𝜆3

𝜆1
)

𝑘

+ ⋯ + (
𝜆𝑛

𝜆1
)

𝑘

< 𝜖 

  

( 2 ) 

 

となる反復回数𝑘まで計算が行われる． 

 

3. Power Iteration の高速化手法 

Power Iteration の高速化手法は，大きく 2 つに分類され

る．一つは，行列の持つ固有ベクトルを保ったまま固有値

を変更する手法である．もうひとつは Power Iteration の反

復計算により得られるベクトル𝒙0, 𝒙1, … , 𝒙𝑘を数列とみな

して，数列を高速に収束させる手法である．この章では，

Power Iteration の高速化手法の紹介および速度比較の実験

について述べる． 

 

3.1 固有値を操作する高速化法 

Shifted Method[4]は行列が持っている固有値を操作して

Power Iteration の収束を速める手法である．2.3 で前述した

通り，Power Iteration の収束回数は行列が持つ固有値に依存

して決まる．Shifted Method の基本的なアイディアは，行列

が持つ固有値を操作して式(2)を満たす𝑘を小さくするとい

うものである． 

これは，固有方程式𝐴𝒙 =  𝜆𝒙から対角行列𝜎𝐼を引いても 

 (𝐴 − 𝜎𝐼)𝒙 = (𝜆 − 𝜎)𝒙  

のように，固有ベクトルは変化しないという性質を利用し

た手法である．この操作により，行列 𝐴 が固有値

(λ1, λ2, λ3, … , λn)を持っていたときに，𝐴 − 𝜎𝐼は，固有値(λ1 −

𝜎, λ2 − 𝜎, λ3 − 𝜎, … , λn − 𝜎)を持つことになるが，固有ベク

トルは変化しない．これが Shifted Method である． 

 

3.2 数列の収束を加速させる解法 

 Shifted Method 以外の高速化手法として， Power Iteration

の反復計算により得られるベクトル𝒙0, 𝒙1, … 𝒙𝑘を数列とみ

なして，数列を高速に収束させる手法を適用する方法があ

る． 

 

3.2.1 Aitken’s  Method 

 Aitken’s  Method[5]は次の 2 条件を満たす数列𝑆𝑛の収

束を速めるアルゴリズムである． 

 (条件 1) 𝑆𝑛+1は𝑆𝑛の値に依存して決まる．これを 

  𝑆𝑛+1 = 𝑔(𝑆𝑛)と表す． 

 (条件 2)数列Snは収束値αを持つ． 

  lim
𝑛→∞

𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 = 𝛼 

 

 この２条件を満たす数列に対して，次の操作を行う． 

 ・𝑆𝑛+1 = 𝑔(𝑆𝑛)，𝑆𝑛+2 = 𝑔(𝑆𝑛+1) を使い，𝑆𝑛+1および𝑆𝑛+2

を求める． 

 ・次式を使い，𝑆𝑛
′ を求める． 

𝑆𝑛
′ = 𝑆𝑛+2 −

(𝑆𝑛+2 − 𝑆𝑛+1)2

𝑆𝑛+2 − 2𝑆𝑛+1 + 𝑆𝑛
 

 ( 3 ) 

 

 式(3)は，以下のように導出される． 

条件 1 で𝑆𝑛+1 = 𝑔(𝑆𝑛)，𝑆𝑛+2 = 𝑔(𝑆𝑛+1)，𝑆𝑛+3 = 𝑔(𝑆𝑛+2)，

を求めることができる．ここで，数列𝑎𝑛を関数𝑦 = 𝑔(𝑥)と

考えると，図 3 のように解釈できる． 

図 3 の(𝑆𝑛, 𝑆𝑛+1)，(𝑆𝑛+1, 𝑆𝑛+2)，(𝑆𝑛+2, 𝑆𝑛+3) のように，渦

巻状に収束に向かい，条件 2 より，最終的に(𝛼, 𝛼)に収束す

る．つまり，𝑆𝑛が収束する点は𝑔(𝑥)の不動点であり，𝑦 = 𝑥

上に存在することになる． 

 

 

 

 

図 4  Aitken’s  Method の図的解釈 

 

図 3 Aitken’s  Method の図的解釈．点(𝑆𝑛+2, 𝑆𝑛+3)より

も点(𝑆′
𝑛 , 𝑆𝑛

′ )の方が，収束値(𝛼, 𝛼)に近い値が得られる． 
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𝑆𝑛の収束を速めるために，図 4 に示すように直線 L と

𝑦 = 𝑥の交点により不動点を近似する．直線 L は 2 点

(𝑆𝑛, 𝑆𝑛+1)，(𝑆𝑛+1, 𝑆𝑛+2)を通る直線であり，この直線と𝑦 = 𝑥 

の交点を𝑆𝑛
′ とする．この交点𝑆𝑛

′ を求めたのが式(3)である．

𝑆𝑛
′ は，(𝑆𝑛+2, 𝑆𝑛+3)よりも収束点 (𝛼, 𝛼) に近いことから，よ

り不動点に近いと言える．このように，𝑆𝑛+3よりも不動点

点に近いSn
′ を求めた後，再び条件 1を使い，𝑆′𝑛+1 = 𝑔(𝑆′𝑛)，

𝑆′𝑛+2 = 𝑔(𝑆′𝑛+1)，𝑆′𝑛+3 = 𝑔(𝑆′𝑛+2)を求め，式(3)を適用する．

この操作を収束が得られるまで繰り返す． 

 Aitken’s  Method をそのまま Power Iteration に使うこ

とは困難である．Aitken’s  Method はスカラ値の数列の

収束を速める手法である．これを，ベクトルの要素毎にあ

てはめると，0 除算が発生し，収束を保障できなくなるの

である． 

 この問題を避けるために，ベクトル化された Aitken の手

法[6]を使わなければならない．具体的には，Aitken の式を

次のように変形して使う． 

𝒚 = 𝒙𝑛+2 + 𝑄(𝒙𝑛+2 − 𝒙𝑛+1) 

ただし， 

Q =  
𝒘𝑇(𝒙𝑛+1 − 𝒙𝑛+2)

𝒘𝑇(𝒙𝑛+2 − 2𝒙𝑛+1 + 𝒙𝑛)
 ， 

𝒘 = 𝒙𝑛 − 𝒙𝑛+1である． 

 このベクトル化を使うことで，収束が得られるまで 0 除

算を避けて計算することができる． 

 

3.2.2 Wynn’s 𝛜-algorithm 

 Wynn’s ϵ-algorithm [7]は，Aitken の収束計算を階層的に

行うものである．オリジナルの数列を𝑎𝑛とすると，Aitken

の手法を用いて𝑎𝑛の収束を加速させたものを𝑏𝑛とする．さ

らに，𝑏𝑛に対して Aitken の手法を適用したものを𝑐𝑛という

ように，数列𝑎𝑛から階層的に収束計算をする手法である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.3 Anderson’s Extrapolation Method 

 Anderson[8]の手法も，Wynn と同様に数列を階層化させ

る工夫をしている．具体的には，Power Iteration で求められ

る元の数列を𝑎𝑛とすると，それよりも速く収束する数列𝑏𝑛

および𝑐𝑛を求めることで，オリジナルの Power Iteration よ

りも速く収束させることを可能にする． 

  

アルゴリズム 

 𝒂𝑛，𝐵𝑛を既知とする． 

 

(Step1) 

  𝒃0 = 𝒂0，𝒄0 = 𝒃1 = 𝒂1，𝒓0 = 𝒄0 − 𝒃0，𝑛 = 1 

(Step2) 

 𝒄𝑛 = 𝒃𝑛+1，𝒓𝑛 = 𝒄𝑛 − 𝒃𝑛 

(Step3) 

 𝑄𝑛，𝒖𝑛
′ ，𝒗𝑛

′  を求める． 

(Step4) 

 𝒃𝑛+1 = 𝒖𝑛
′ + 𝐵𝑛(𝒗𝑛

′ − 𝒖𝑛
′ ) 

(Step5) 

 ||𝒃𝑛+1 − 𝒃𝑛|| < ϵ ならば収束判定．そうでなければ Step2

に戻る． 

 なお，パラメータ𝐵𝑛 = 1とすることで上記アルゴリズム

を実行することは可能であるが，最適値が必要な場合は，

経験的にこの値を決定しても良い． 

 また，Step3 におけるパラメータQn，𝒗′n，𝒖′nは次のよう

に計算する． 

𝑄𝑛 = (𝒓𝑛 − 𝒓𝑛−1, 𝒓𝑛)/(𝒓𝑛 − 𝒓𝑛−1, 𝒓𝑛 − 𝒓𝑛−1) 

𝒖𝑛
′ = 𝒃𝑛 + 𝑄𝑛(𝒃𝑛−1 − 𝒃𝑛) 

𝒗𝑛
′ = 𝒄𝑛 + 𝑄𝑛(𝒄𝑛−1 − 𝒄𝑛) 

 

4. 新たな高速化手法 

先に述べた Shifted Method は，𝜆𝑘−1, 𝜆𝑘 , 𝜆𝑘+1が分かれば，

𝜆2

𝜆1
．

𝜆3

𝜆1
，

𝜆4

𝜆1
が最小二乗法により推定でき，これによって最適

なシフト量σを動的に求めることができる． 

Power Iteration を使うと，𝑘が十分に大きいとき，𝐴𝑘𝒙 を

大きさ 1 に正規化すると，行列𝐴の固有ベクトルが求めら

れる．またこのとき，𝐴𝑘𝒙の L2 ノルムは行列𝐴の第 1 固有

値に収束する．つまり， 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = lim
𝑘→∞

𝐴𝑘𝑥0 =  𝜆1𝒗1 

となる． 

また，λ1への収束は，底が 0 以上 1 未満である指数関数

で推定することができる．このことを利用して，

𝒙𝑘−1, 𝒙𝑘 , 𝒙𝑘+1に対応するλ1の推定値から，シフト量を動的

に求めることが可能となる． 

この手法は，さらに Aitken’s  Method，Wynn’s ϵ -

algorithm，Anderson’s Extrapolation Method などと組み合わ

せることにより，さらなる高速化が可能である． 

この  Method に，Shifted Methodを組み合わせた Shifted 

Aitken Method を考える．つまり，  Method が行列 の固
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有値を求めるのに対して，Shifted Aitken Method は  と共

通の固有ベクトルを持ち，より速く Power Iteration の収束

を得ることができる行列(𝐴 − 𝜎)を使う． 

 

5. 実験 

5.1 実験条件 

 実験に用いるデータは，Machine Learning Repository1の

Cloud のデータセットである．このデータセットは 10 次元

で 1024 個のデータがある．このデータセットの共分散行

列を計算し，共分散行列の第 1 固有ベクトルを求める実験

を行った．また，この共分散行列𝐴の固有値と比は以下の表

の通りである．また，許容誤差をϵ < 10−20とする． 

 

表 1．固有値および，第一固有値に対する比 

 1 2 3 4 5 

λi 9813.18 6697.87 2962.76 739.16 540.392 

𝜆𝑖/λ1 1 0.68253 0.30191 0.07531 0.05506 

 

 6 7 8 9 10 

λi 209.449 94.3783 38.5334 3.21248 2.56831 

𝜆𝑖/λ1 0.02134 0.00961 0.00392 0.00032 0.00026 

 

 Power Method に対して Shifted Method がどの程度有効か

を調べた．なお，この時に使った行列は 3.1 で述べた Cloud

のデータセットから求めた共分散行列で，許容誤差ϵ <

10−20である．また，横軸は反復回数で，縦軸は真値との誤

差である．誤差は L2 ノルムで評価した． 

 

 Power Iteration は収束までに 57 回かかっていたのに対し

て，Shifted Method は 40 回で収束している．図 5 と図 6 を

見ると，反復回数が 10 未満の時は，Power Iteration の方が

                                                                 

1 “UCI Machine Learning Repository” 

(http://archive.ics.uci.edu/ml/) 

真値との差が小さいが，10 以上になると Shifted Method の

方が，誤差が小さくなり，速く収束することが分かった． 

 

Power Iteration，Aitken，Shifted Aitken の 3 手法の効果を

調べた結果が図 7，図 8 である．なお，Aitken および Shifted 

Aitken を 1 回実行するためには，2 回の反復計算が必要で

ある．そのため，Aitken と Shifted Aitken の反復 1 回で，計

算 2 回分とカウントしている． 

 

 

許容誤差をϵ < 10−20とした結果，Power Iteration が収束

までに 57回の計算を要したのに対して，Aitkenでは 30回，

 

図 5 Power Iteration と Shifted Method の収束を比較し

たもの．横軸が反復回数で縦軸が真値との L2 ノルムで

ある． 

 

 

 

図 6 図 5 の横軸が 8 回から 12 回の部分を拡大した 

 

 

図 7 Power Iteration，Aitken Methodと Shifted Aitken Method 

の収束速度を比較したもの． 

 

 

図 8 図 7 の横軸の 1 から 10 までを拡大したもの． 
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Shifted Aitken では 26 回で収束に至った． 

以上より，Aitken の手法に，Shifted Method を組み合わせ

た手法は，Aitken そのものよりも速い収束が可能であるこ

とが分かった．また，Shifted Aitken はオリジナルよりも 2.2

倍程度速く収束することも分かった． 

ϵ-algorithm の効果を検証するために，Gregory-Leibniz 級

数を使って収束速度を調べた． Gregory-Leibniz 級数𝑎𝑛は次

のように表される． 

 

 

 

の値が十分に大きいと，𝑎𝑛はπに収束するが，この数列の

収束速度は非常に遅い．例えば，𝑎𝑛とπとの誤差が小数点 10

桁未満に収束するために必要な最小の𝑛 = 1,581,043,255 で

ある． 

この数列の収束を速めるために，ϵ-algorithm を使うと，下

の表のようになる． 

 下の表を見ると，階層を増やすほどにπに近づいている

ことが分かる．数列𝑒𝑛でπとの誤差が小数点 10 桁未満に収

束するために必要な最小の𝑛 = 11であった．またそのとき，

𝑒11 = 3.14159265352791であった． 

 

表 2.  ϵ-algorithm の各数列の収束 

n 𝑎𝑛 𝑏𝑛 𝑐𝑛 𝑑𝑛 𝑒𝑛 

1 4     

2 2.6666 3.1666    

3 3.4666 3.1333 3.1421   

4 2.8952 3.1452 3.1414 3.1415  

5 3.3396 3.1396 3.1416 3.1415 3.14159 

 

 このϵ-algorithm を Power Iteration に応用した結果が図 9

である．横軸が反復回数であり，縦軸が真値との L2 ノル

ムである．𝑎𝑛よりも𝑏𝑛, 𝑐𝑛, 𝑑𝑛と誤差が小さくなり，𝑒𝑛が最

も真値との誤差が小さいことが分かる． 

許容誤差をϵ < 10−20とすると，収束までに Power 

Iteration では 57 回必要だったのに対して，ϵ-algorithm で

は𝑒12で収束した．また，ϵ-algorithm に Shifted Method を

組み合わせた Shifted Wynn を用いて調べたところ，収束

に至るのは𝑒35となった． 

Wynn の手法は強力な高速化が可能である．しかし，Wynn

の手法による高速化には不安定性がある．たとえば，ある

画像の SURF 特徴量から作成した共分散行列𝐴から第 1 固

有ベクトルを求めるタスクでは，Wynn の手法では 27 回で

収束したのに対し，Aitken では 27 回，Shifted Aitken では

22 回で収束していた．Wynn の手法は，計算する行列𝐴に依

存して，収束に必要な反復回数が変わる傾向があり，安定

した手法ではない． 

 

 図 10 は Power Iteration，Anderson および Shifted Anderson

を比較した結果である．Power Iteartion が 57 回で収束して

いるのに対して，Anderson は 54 回で収束している．また，

Anderson と Shifted Method を組み合わせた手法は 30 回で

収束に至っていることが分かった． 

 

 ここでは，紹介した手法の中で有望と思われる Shifted 

Aitken，Wynn，Shifted Anderson と Power Iteration を比較す

る． 

 実験には，5.1 で述べたデータセットを用いた．図 11 お

よび表 3 がその結果を示したもので，横軸が Power Iteration

の反復回数，縦軸が真値との L2 ノルムである．なお，ϵ-

algorithm では，𝑒𝑛を評価対象にしている． 

 実験結果から，確かに高速化手法はオリジナルの Power 

Iteration より少ない回数で収束に至っていることが分かる． 

必要な反復回数が最も少なかったのはϵ-algorithm であっ

た．  

 

表 3. 各高速化手法の反復回数 

 P.Iteration S.Anderson S.Aitken Wynn 

回数 57 30 26 16 

 

 

 

 

 

図 9 Wynn の手法により，階層化した効果 

 

 

図 10 Power Iteration，Anderson，Shifted Anderson を比較

した結果． 
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6. まとめ 

本報告では，Power Iteration の原理，高速化手法を紹介し

た．また，高速化手法の組み合わせも検討し，実験により

効果を確認した．その結果，ϵ-algorithm が最も少ない Power 

Iteration の反復回数で収束が得られることが分かった． 

他方で，ϵ-algorithm には不安定性があることも分かった．

それに対して，Aitken および Shifted Aitken は安定した高速

化が可能であった． 
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図 11 Shifted Anderson，Shifted Aitken，Wynn と Power 

Iteration の収束速度を比較した結果を示した図．横軸が

反復回数で縦軸が真値との L2 ノルムである． 
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