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ダイグラフの頂点の入支配集合と出支配集合への分割問題

中村 洸介1 荒木 徹2,a)

概要：与えられたダイグラフ（有向グラフ）の頂点集合を，入支配集合と出支配集合へ分割することが可

能かどうかを判定する問題を考える．任意の連結な無向グラフの頂点集合は，必ず２つの支配集合への分

割が存在することが知られている．しかしながら，ダイグラフにおいては同様のことが必ずしも成り立つ

わけではない．本発表では，特にアサイクリックダイグラフ（DAG）について考える．主な結果は次の２

点である．（1）DAGにおいて，入支配集合と出支配集合への分割が存在するかどうかを判定する問題は

NP完全である，（2）任意に向き付けされた木が与えられたとき，その判定は多項式時間で可能である．

キーワード：ダイグラフ，支配集合，入支配集合，出支配集合，向き付けグラフ．

Partitioning Vertices into In- and Out-Dominating Sets in Digraphs

Kosuke Nakamura1 Toru Araki2,a)

Abstract: For a connected graph, it is known that there exists a partition of the vertex set into two dom-
inating sets of the graph. However, for a digraph, there does not always exist such partition of the vertex
set. We consider the problem of determining whether there is a partition of the vertex set into in- and
out-dominating sets of the digraph. In this paper, we obtain the following results: (1) The decision problem
is NP-complete even if a given digraph is acyclic, and (2) for a oriented tree, there is a polynomial time
algorithm for deciding the existence of such partition.

Keywords: Digraph, dominating set, in-dominating set, out-dominating set, oriented graph.

1. はじめに

無向グラフ G = (V,E)と頂点の部分集合 S ⊆ V を考え

る．任意の u ∈ V \ S に対して，uv ∈ E である頂点 v ∈ S

が存在するとき，S をGの支配集合であるという．支配集

合 S の任意の 2頂点が隣接しないとき，それを独立支配集

合という．また任意の u ∈ V に対して，uv ∈ E である頂

点 v ∈ S が存在するとき，S は Gの全支配集合であると

いう．グラフの支配集合については，Haynes, Hedetniemi,

Slaterによる書籍 [14], [15]や Changによるサーベイ [5]に

詳しくまとめられている．

グラフの支配問題では，主に与えられたグラフに対して，
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その最小の支配集合を求めることが問題とされる．これは

グラフ理論における基本的で有名な NP完全問題の一つで

あり [10]，非常に多くの研究が行われている．それとは異

なる方向の研究として，グラフに複数の互いに素な支配集

合が存在するかどうかを考える問題が研究されている．G

が連結グラフならば，Gには互いに素な支配集合が少なく

とも 2個存在することが知られている [8]．グラフ Gの頂

点集合の分割 V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk は，すべての Vi が Gの支

配集合であるとき，その分割を Gの domatic partition

といい，最大の kの値を Gの domatic numberという．

Gの domatic numberを求める問題はNP-hardであること

が知られており [10]，いくつかのクラス，例えば strongly

chordal graphでは多項式時間で計算可能であることが示

されている [18]．また，2個の互いに素な支配集合が存在

するかどうかを考える問題も研究されている．Henningら
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図 1 無向グラフとその向き付けグラフの例．

は，グラフに素な 2個の最小支配集合が存在することや，

2個の素な独立支配集合が存在するかどうかを判定する問

題が NP完全であることを示した [16]．また，Henningら

は，グラフに素な支配集合と全支配集合が存在するための

条件について考察している [17]．

本論文では，対象を有向グラフとし，互いに素な支配集

合が存在するかどうかを考える．有向グラフ Gに対して，

その頂点集合を V (G)，辺集合（弧集合）を E(G) と書く．

本論文の有向グラフには，自己ループと多重辺は存在しな

いとする．頂点 vの出近傍N+(v)と入近傍N−(v)を以下

のように定義する．

N+(v) = {u | (v, u) ∈ E(G)},

N−(v) = {u | (u, v) ∈ E(G)}.

N+(v)の要素数を vの出次数といい odG(v)で表す．同様

にN−(v)の要素数を vの入次数といい idG(v)で表す．vの

次数を degG(v) = odG(v)+idG(v)と定義する．S ⊆ V (G)

とするとき，G−SをGから Sのすべての頂点とそれらと

接続する有向辺を取り除いた有向グラフとする．またH を

Gの部分グラフとしたとき，G− V (H)を G−H と表す．

S ⊆ V (G) とする．任意の頂点 u ∈ V (G) \ S に対し

て，(u, v) ∈ E(G) であるような頂点 v ∈ S が存在する

とき，S を G の入支配集合という．また，任意の頂点

u ∈ V (G) \ S に対して，(v, u) ∈ E(G)であるような頂点

v ∈ S が存在するとき，S を Gの出支配集合という．有

向グラフの支配問題についても，様々な研究が行われてい

る [1], [2], [3], [4], [6], [7], [9], [11], [12], [13] ．

H を無向グラフとする．H の各辺 uv を，有向辺 (u, v)

または (v, u)のいずれか一方で置き換えることによって得

られる有向グラフを，Hの向き付けグラフと呼ぶ．図 1に，

無向グラフとその向き付けグラフの例を示す．

本論文では，有向グラフに素な出支配集合と入支配集合

が存在するかどうかという問題を考える．有向グラフGに

対して，その頂点集合の分割 V (G) = ID ∪ODが存在し，

ID が Gの入支配集合でありかつ OD が Gの出支配集合

であるとき，その有向グラフ Gは分割可能であるまたは

IOPであると呼ぶこととする．特に本論文では，向き付け

グラフが IOPであるかどうかを判定する問題を取り扱う．

第 2節では，向き付けグラフが IOPであるかどうかを判

定する問題が NP完全であることを証明する．その後，第

3節では，向き付け木が IOPかどうかが多項式時間で判定

可能であることを示す．

2. NP完全性

IOP問題の NP完全性を証明する．考える問題は，以下

のものである．

IOP PROBLEM

• Instance：有向グラフ D

• Question：次のような頂点集合 V (D)の分割 I ∪Oが

存在するか：I と O が，それぞれ D の入支配集合と

出支配集合である．

IOP Problem は，D を DAG に限定しても NP 完全で

あることを証明する．これは NP 完全問題の一つである

3-SATから帰着する [10]．

3-SAT

• Instance：変数の集合 X = {x1, x2, . . . , xn}，節の
集合 C = {C1, C2, . . . , Cm}，ここで |Ci| = 3, i =

1, 2, . . . ,m．

• Question：すべての節に trueリテラルが少なくとも

一つ存在するような，X への真偽割り当てが存在す

るか？

定理 2.1. IOP Problemは，D を DAGに限定しても NP

完全である．

Proof. 明らかに IOP ProblemはNPに属する．3-SAT問

題のインスタンス ϕの変数の集合をX = {x1, x2, . . . , xn}，
節の集合を C = {C1, C2, . . . , Cm}とする．ここで，どの
リテラルも，ある Cj に含まれると仮定しても一般性を失

わない．このとき，上のインスタンス ϕ から有向グラフ

Gϕ = (Vϕ, Eϕ)を以下のように構成する．

Vϕ = X ∪ C ∪ {xi | xi ∈ X} ∪ {di | 1 ≤ i ≤ n}

Eϕ = {(Cj , xi) | xi ∈ Cj}

∪{(Cj , xi) | xi ∈ Ci}

∪{(xi, xi) | 1 ≤ i ≤ n}

∪{(xi, di), (xi, di) | 1 ≤ i ≤ n}.

Gϕ はアサイクリックダイグラフであり，明らかに多項式

時間で ϕから Gϕ を構築できる．

続いて ϕが充足可能であるための必要十分条件が Gϕ が

IOPであることを示す．

まず 3-SATのインスタンス ϕが充足可能であると仮定

し，このときの真偽割り当てを α : X → {true, false} と
する．Gϕ の頂点の部分集合 ID,OD を以下のように定義

する．
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ID = {xi | α(xi) = true} ∪ {xi | α(xi) = false}

∪{di | 1 ≤ i ≤ n}

OD = {xi | α(xi) = false} ∪ {xi | α(xi) = true} ∪ C

このとき，Vϕ = ID ∪ODかつ ID ∩OD = ∅であるため，
ID ∪ OD は Gϕ の頂点集合の分割である．また，ID と

ODが Gϕ のそれぞれ入支配集合と出支配集合であること

は，簡単に確かめられる．したがって，Gϕは IOPである．

逆に Gϕ が IOPであると仮定する．ここで，Gϕ の入支

配集合と出支配集合の分割を ID ∪ODとする．このとき，

任意の整数 1 ≤ i ≤ nに対して，odGϕ
(di) = 0であるため，

di ∈ ID である．また，任意の整数 1 ≤ j ≤ mに対して，

idGϕ
(Cj) = 0であるため，Ci ∈ ODである．したがって，

頂点 di は xi と xi のいずれかの頂点によって出支配され

る．ここで，xi ∈ OD かつ xi ∈ OD の場合を考える．こ

のとき，Gϕの構成法より (xi, xi) ∈ E(Gϕ)であるため，xi

は自身と xiによって出支配される．ここで，xi ∈ IDとし

ても，di は自身と xi に入支配かつ出支配され，xi もまた

自身と xi によって入支配かつ出支配される．したがって，

xi ∈ IDならば xi ∈ ODであり，xi ∈ ODならば xi ∈ ID

であるような Gϕ の入支配集合と出支配集合の分割が存在

する．ここで，Vϕ から ϕのリテラルへの真偽割り当て関

数 αを次のように定義する：v ∈ IDならば，α(v) = true，

v ∈ OD ならば，α(v) = false．任意の整数 1 ≤ j ≤ mに

対して，Cj は少なくとも 1つの IDの頂点に入支配される

ため，ϕの各節に少なくとも 1つの trueのリテラルが存在

する．したがって，ϕは充足可能である．

以上より，一般のアサイクリックダイグラフに対する

IOP問題は NP完全問題である．

3. 向き付け木に対する IOP問題

この節では，向き付け木が IOPであるかどうかを判定す

ることが多項式時間で可能であることを示す．アルゴリズ

ムを設計するために，まず向き付けパスについて考え，そ

の後向き付けスパイダー，最後に一般の向き付け木につい

て考える．

3.1 向き付けパスに対する IOP問題

まず向き付けパスに対する IOP問題について考える．

頂点集合 {v1, v2, . . . , vn}を持つ有向パスとは，弧集合と
して {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn−1, vn)}を持つ有向グラフで
ある．向き付けパス P の部分有向パス P ′ は，P ′ が P の

どの部分有向パスにも真に含まれないとき，P ′ は P の極

大部分有向パスであるという．P が偶数個の頂点を持つ極

大部分有向パスを少なくとも 1つ含むならば，パス P は

goodであるという．また，P の全ての極大部分有向パス

が奇数個の頂点を持つならば，パス P は badであるとい

図 2 向き付けパスの例．(a) は有向パス，(b) は good な向き付け

パス，(c) は bad な向き付けパス．

う．図 2に，有向パス，向き付けパスの例を示す．

次の補題は容易に確かめることができる．

補題 3.1. 有向パス P が IOPであるための必要十分条件

は，P が偶数個の頂点を持つことである．

補題 3.2. 向き付けパス P が good ならば，P は IOP で

ある．

Proof. P の頂点集合を {v1, v2, . . . , vn}とする．また，任
意の i = 1, 2, . . . , n− 1に対して (vi, vi+1)または (vi+1, vi)

のいずれかが有向辺であるとする．頂点の部分集合

R(P ) = {vk1 , vk2 , . . . , vkp}, k1 < k2 < · · · < kp を，出

次数または入次数が 0 の頂点の集合とする．このとき，

v1 = vk1 , vn = vkp である．さらに，vkj と vkj+1 を両端と

する極大有向パスを Pj とする．図 3に例を示す．

もし P が goodであるなら，P は p− 1個の有向パスに

分割でき，かつすべての有向パスが偶数個の頂点を持つよ

うにできることを，pに関する帰納法で証明する．

p = 2のときは，P 自身が偶数個の頂点を持つ有向パス

である．

出次数または入次数が 0の頂点が p− 1個以下の任意の

向き付けパス P ′ に対して，P ′ が goodならば，そのパス

は偶数個の頂点を持つ有向パスへ分割することができると

仮定する．P を |R(P )| = pである goodな向き付けパスと

する．

(Case 1) P1 または Pp−1 が奇数個の頂点を持つとき．

P1 が奇数個の頂点を持つとする．Pp−1 の場合も同様に

証明できる．P ′
1 = P1−{vk2}は，偶数個の頂点を持つ有向

パスである．また，P が goodであることから，P ′ = P−P ′
1

は goodパスであり，かつ |R(P ′)| = p− 1である．帰納法

の仮定から P ′ は偶数個の頂点を持つ有向パスへ分割でき

る．したがって，P ′
1 と P ′ の分割から，P の分割を得るこ

とができる．

(Case 2) P1 と Pp−1 がいずれも偶数個の頂点を持つとき．

P1 は偶数個の頂点を持つ有向パスである．Pp−1 も偶数

個の頂点を持つので，P ′ = P −P1は goodパスであり，か

つ |R(P ′)| = p− 1を満たす．よって Case 1と同様に P の

有向パスへの分割を得ることができる．

以上より，P が goodであるなら，P は偶数個の頂点を

持つ有向パスへ分割できる．分割によって得られたぞれぞ

れの有向パスは偶数個の頂点を持つので，補題 3.1より入
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支配集合と出支配集合へ分割できる．それらすべての入支

配集合の和集合と出支配集合の和集合は，P の入支配集合

と出支配集合への分割を作る．したがって P は IOPであ

る．

定理 3.3. 向き付けパス P が IOPであるための必要十分

条件は，P が goodであることである．

Proof. 補題 3.2より，P が goodならば P は IOPである．

よって逆を背理法を用いて証明する．すなわち，ある向

き付けパス P が存在し，P が IOPであり，かつ badであ

ると仮定する．さらに，P がそのような向き付けパスの中

で，頂点数が最小のものであるとする．P の入支配集合と

出支配集合への分割を ID ∪ OD とする．P の端点 v1 を

考える．一般性を失わずに odP (v1) = 1かつ idP (v1) = 0

と仮定する．v1から隣接する頂点を v2とする．このとき，

v1 ∈ OD かつ v2 ∈ ID である．idP (v2) = 2と仮定する

と，P が 2頂点の極大部分有向パスを持ってしまうので，

idP (v2) = 1かつ odP (v2) = 1である．

以上のことから，P − {v1, v2}もまた IOPであり，かつ

badな向き付けパスとなる．これは P の最小性に矛盾す

る．

3.2 向き付けスパイダーに対する IOP問題

続いて，向き付けスパイダーに対する IOP問題について

考える．

次数が 3以上の頂点を高々 1個持つ無向木をスパイダーと

呼ぶ．次数が 3以上の頂点を持たない木はパスであり，そ

れは 3.1節で考察したので，この後に扱うスパイダーは次

数が 3以上の頂点をちょうど 1個持つものとする．次数が

3以上の頂点を，そのスパイダーのセンターという．

S を r をセンターとする向き付けスパイダーとする．r

と Sの端点を両端とする向き付けパスを，Sの legと呼ぶ．

集合 RI(S)を，S の leg P で idP (r) = 1であるものの集

合とする．同様に，RO(S)を S の leg P で odP (r) = 1で

あるものの集合とする．さらに、MRI(S)をMRO(S)を

以下のような向き付けパスの集合とする。

MRI(S) = {P − {r} | P ∈ RI(G)}

MRO(S) = {P − {r} | P ∈ RO(G)}.

定理 3.4. S を rをセンターとする向き付けスパイダーと

する．S が IOP であるための必要十分条件は以下の条件

のいずれかを満たすことである．

( 1 ) RI(S)が goodパスを含み，かつMRO(S) = ∅または
MRO(S)のすべての向き付けパスが goodである．

( 2 ) RO(S)が goodパスを含み，かつMRI(S) = ∅または
MRI(S)のすべての向き付けパスが goodである．

Proof. （⇒）S が IOP であると仮定し，S の入支配集

合と出支配集合への分割を ID ∪ OD とする．r ∈ ID と

仮定すると，S が条件 (1)を満たすことを示す．同様にし

て，r ∈ OD の場合に，S が条件 (2)を満たすことが証明

できる．

r ∈ ID と仮定する．まず，MRO(S) ̸= ∅ ならば，
MRO(S) の任意の向き付けパスが good であることを

示す．定義より
∪

P∈MRO(S)

V (P )の頂点は r に入支配され

ない．したがって，IDとODはMRO(S)の各向き付けパ

ス P の入支配集合と出支配集合への分割を誘導する．すな

わち，MRO(S)の各向き付けパス P に対して，ID∩V (P )

と OD ∩ V (P )は，それぞれ P の入支配集合と出支配集合

である．したがって，定理 3.3よりMRO(S)の任意の向

き付けパスは goodである．

次に，RI(S)が goodパスを含むことを示す．S は IOP

であるので，r は RI(S) のある頂点から出支配される．

v ∈ ODを rを出支配する頂点とし，vを含む RI(S)の向

き付けパスをP とする．このとき，ID∩V (P )とOD∩V (P )

はそれぞれ P の入支配集合と出支配集合である．よって，

P は IOPであり，定理 3.3より P は goodである．

以上より，条件 (1)が成り立つことが示された．

（⇐）条件 (1)が成り立つと仮定する．このとき，MRO(S)

の任意の向き付けパスは goodであるため，MRO(S)に含

まれるパス P は入支配集合と出支配集合に分割可能であ

る．また，RI1をRI(S)の goodパスの集合，RI2を badパ

スの集合とする．RI(S)は goodパスを含むので，RI1 ̸= ∅
である．RI1 の向き付けパス P は goodであるので，定理

3.3より入支配集合と出支配集合への分割が可能である．

センター r は必ず入支配集合に含まれることに注意する．

RI2の向き付けパス P に含まれるすべての極大有向パスは

奇数個の頂点を持つことから，P − {r}は goodパスとな

る．以上より

• MRO(S)の各パス P の入支配集合と出支配集合への

分割

• RI1 の各パス P の入支配集合と出支配集合への分割

• RI2 の各パス P に対して，P − {r}の入支配集合と出
支配集合への分割

がそれぞれ存在し，それぞれの入支配集合の和集合を ID，

出支配集合の和集合を ODとすると，ID ∪ODは S の分

割である．したがって S は IOPである．

系 3.5. S をセンターを rとする向き付けスパイダーとす

る．S が IOPであるとする。rを入支配集合に含むような

入支配集合と出支配集合の分割が存在するための必要十分

条件は，S が定理 3.4の条件 (1)を満たすことである。

系 3.6. S をセンターを rとする向き付けスパイダーとす

る。S が IOPであるとする。rを出支配集合に含むような

入支配集合と出支配集合の分割が存在するための必要十分

条件は，S が定理 3.4の条件 (2)を満たすことである。
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図 3 向き付けパス P の分割の例．白い頂点の集合が入支配集合，黒い頂点の集合が出支配集

合．R(P ) = {v1, v4, v6, v9, v11}（補題 3.2）である．

系 3.7. S をセンターを rとする向き付けスパイダーとす

る。S が IOPであるとする。rを入支配集合に含むような

入支配集合と出支配集合の分割が存在し，かつ rを出支配

集合に含むような入支配集合と出支配集合の分割が存在す

るための必要十分条件は，S が定理 3.4の条件 (1)，(2)の

両方を満たすことである。

3.3 向き付け木に対する IOP問題

向き付け木に対する IOP問題について考える．向き付

け木 T の部分グラフ S が次を満たすとき，S を T のエン

ドスパイダーと呼ぶ．

• S は向き付けスパイダーである．そのセンター r と

する．

• degT (r) ≥ 3である．

• degS(r) = degT (r)− 1である．

• T − (V (S) \ {r})は連結グラフである．
• V (S) ̸= V (T )

向き付け木 T に対して，T のエンドスパイダーは向き付け

スパイダーである．定義より，T のエンドスパイダーが存

在しないときは，T 自身が向き付けスパイダーである．

T のエンドスパイダー S を考える．S のセンターを rと

する．まず，MRO(S)とMRI(S)の両方が badパスを含

むときは，T が IOPでないことを示す．

定理 3.8. T を向き付け木とする．T にあるエンドスパイ

ダー S が存在し，MRO(S)とMRI(S)の両方が badパス

を含むならば，T は IOPでない．

Proof. 対偶を証明する．T が IOPであると仮定し，T の

入支配集合と出支配集合の分割を ID ∪ ODとする．T の

任意のエンドスパイダー S を考える．S のセンターを rと

する．r ∈ IDまたは r ∈ ODである．

まず r ∈ ID と仮定する．このとき，N−(r) ∩ ∪
P∈MRO(S)

V (P )

 = ∅ であるから，
∪

P∈MRO(S) V (P )

の頂点は r に入支配されない．したがって，MRO(S)の

任意のパス P に対して，ID ∩ V (P )と OD ∩ V (P )は，そ

れぞれ P の入支配集合と出支配集合である．すなわち，

MRO(S)の向き付けパスは IOPであり，定理 3.3よりそ

れらは goodである．

同様に r ∈ ODならば，MRI(S)の任意の向き付けパス

は goodである．

以上より，T が IOPならば，MRO(S)の任意の向き付

けパスが goodである，またはMRI(S)の任意の向き付け

パスが goodであることがいえた．

向き付け木 T が，定理 3.8の条件を満たすエンドスパイ

ダーを持たない場合を考える．今，T から次のような操作

により，新たな向き付け木 T ′ を構成する．

( 1 ) T ′′ = T − (S − {r})とする．
( 2 ) T ′′ で rと隣接する頂点を vとする．

( 3 ) T ′ を以下のように定義する．

( a ) S が定理 3.4の条件 (1), (2)の両方を満たすとき

V (T ′) = V (T ′′) ∪ {u1, u2}とする．また，
(a-1)(r, v) ∈ E(T ) ならば，E(T ′) = E(T ′′) ∪

{(u1, r), (u1, u2)}.
(a-2)(v, r) ∈ E(T ) ならば，E(T ′) = E(T ′′) ∪

{(r, u1), (u2, u1)}.
( b ) S が定理 3.4の条件 (1), (2)のいずれか一方を満

たすとき

V (T ′) = V (T ′′) ∪ {u}とする．また
(b-1)S が定理 3.4 の条件 (1) を満たすならば，

E(T ′) = E(T ′′) ∪ {(u, r)}.
(b-2)S が定理 3.4 の条件 (2) を満たすならば，

E(T ′) = E(T ′′) ∪ {(r, u)}.
( c ) S が定理 3.4の条件 (1), (2)の両方を満たさない

とき．

V (T ′) = V (T ′′), E(T ′) = E(T ′′)とする．

上記の T から T ′ を構成する操作を，向き付け木 T の S

に対する reductionと呼ぶことにする．

定理 3.9. T にエンドスパイダー S が存在し，かつ S が定

理 3.8の条件を満たさないとする．さらに，T ′ を T の S

に対する reductionによって得られるグラフとする．この

とき，T が IOPであるための必要十分条件は T ′が IOPで

あることである．

Proof. （⇒）T が IOPであると仮定し，T の入支配集合と出

支配集合への分割を ID∪ODとする．IDS = ID∩V (S)，

ODS = OD ∩ V (S)とする．

（Case 1）IDS ∪ODS が Sの入支配集合と出支配集合への

分割となる場合．

このとき，Sが IOPであるので定理 3.4の条件を満たす．

(1-a) S が定理 3.4の条件 (1), (2)の両方を満たす場合．

S のセンターを r とし，r と隣接する S の頂点でない

ものを v とする．(r, v) ∈ E(T ) と仮定する．このとき，

ID′ = (ID ∩ V (T ′))∪{u2}，OD′ = (OD ∩ V (T ′))∪ {u1}
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とすると，ID′ ∩OD′ = ∅である．また，ID′とOD′はそ

れぞれ T ′ の入支配集合と出支配集合である．したがって，

T ′ は IOPである．

(r, v) ∈ E(T )の場合も，同様にして T ′ が IOPであるこ

とが確かめられる．

(1-b) S が定理 3.4の条件 (1), (2)のいずれか一方のみを満

たす場合．

S が定理 3.4の条件 (1)を満たし，条件 (2)を満たさな

いと仮定する．このとき，系 3.5より rは IDに含まれる．

T ′について考えると，ID′ = V (T ′)∩ IDは T ′ −{r, u}の
入支配集合であり，かつOD′ = V (T ′)∩ODは T ′−{r, u}
の出支配集合である．T ′ の構成法より，(u, r) ∈ E(T ′)で

あるので，ID′ ∪ (OD′ ∪ {u})は T ′の入支配集合と出支配

集合への分割である．したがって，T ′ は IOPである．

S が定理 3.4の条件 (2)を満たし，かつ条件 (1)を満た

さない場合も，同様にして T ′ が IOPであることを示すこ

とができる．

（Case 2）IDS ∪ODS が Sの入支配集合と出支配集合への

分割となっていない場合．

一般性を失わずに r ∈ IDであると仮定する．MRO(S)

の向き付けパスに含まれる頂点は rから入支配されないの

で，MRO(S)のすべての向き付けパスは IOPである．も

し S が定理 3.4の条件 (1)を満たすならば，系 3.5より S

は rを入支配集合に持つ分割が存在する．このとき，その

入支配集合と出支配集合を IDS と ODS に置き換えるこ

とによって得られる V (T )の分割も，T の入支配集合と出

支配集合への分割となる．よって，この場合は (Case 1)の

(b)と同様に T ′ が IOPであることが証明できる．

S が定理 3.4 の条件 (1) を満たさないとする．すなわ

ち RI(S) のすべての向き付けパスは bad であるとする．

RI(S)の任意の向き付けパスを P とし，r へ隣接する P

の頂点を wとし，wと隣接する rでない頂点を xとする．

(w, x) ∈ E とすると P が goodになるため，(x,w) ∈ E で

ある．ここで w ∈ OD と仮定すると，xは w から出支配

されないため，向き付けパス P − {r, w}が IOPでなけれ

ばならない．よって定理 3.3より P − {r, w}が goodであ

り，かつ P が badでなければならないが，これは不可能で

ある．

以上より，RI(S)の任意の向き付けパスを P で，rへ隣

接する頂点はどれも IDに含まれる．よって，エンドスパ

イダー S には r を出支配する頂点が存在しない．ゆえに

reductionの手続き (c)による T ′に対して，ID ∩V (T ′)と

OD∩V (T ′)はそれぞれ T ′の入支配集合と出支配集合であ

り，T ′ は IOPであることが示された．

（⇐）T ′ が IOPであると仮定する．T ′ の入支配集合と

出支配集合の分割を ID′ ∪OD′ とする．

(a) S が定理 3.4の条件 (1)と (2)を満たす場合．

S のセンターを r とし，r と隣接する S の頂点でない

ものを v とする．(r, v) ∈ E(T ) と仮定する．このとき

u1 ∈ OD′，u2 ∈ ID′ である．もし，r ∈ ID′ なら，系 3.7

より，S の分割 IDS ∪ODS が存在し，かつ r ∈ IDS とす

ることができる．ID = ID′ ∪ IDS は T の入支配集合で

あり，OD = OD′ ∪ODS は T の出支配集合であり，かつ

ID ∪ OD が V (T )の分割であることは容易に確かめるこ

とができる．r ∈ OD′ の場合も同様である．

(b) S が定理 3.4の条件 (1)と (2)のいずれか一方を満たす

場合．

S が定理 3.4 の条件 (1) を満たす場合を考える．T ′ を

考えると，r ∈ ID′ かつ u ∈ OD′ である．系 3.7 より，

S の分割 IDS ∪ ODS が存在し，かつ r ∈ ODS とする

ことができる．ID = ID′ ∪ IDS は T の入支配集合であ

り，OD = OD′ ∪ ODS は T の出支配集合であり，かつ

ID ∪ OD が V (T )の分割であることは容易に確かめるこ

とができる．

S が定理 3.4 の条件 (2) を満たす場合も，同様に T が

IOPであることを確かめることができる．

(c) S が定理 3.4の条件 (1)も (2)も満たさない場合．

S が定理 3.8 の条件を満たさないので，MRO(S) か

MRI(S)の少なくとも一方は badパスを含まない．一般

性を失わずに，MRO(S)が badパスを含まないと仮定す

る．S は定理 3.4の条件 (1)を満たさないので，RI(S)の

すべての向き付けパスは badである．これはMRI(S)の

任意の向き付けパス P が goodであることを意味する．以

上より，

• T ′ の入支配集合と出支配集合への分割 ID′ ∪OD′，

• MRO(S)の各向き付けパス PO の入支配集合と出支

配集合への分割，

• MRI(S)の各向き付けパス PI の入支配集合と出支配

集合への分割，

を考え，それらすべての入支配集合の和を ID，出支配集

合の和を ODとすると，ID ∪ODは T の入支配集合と出

支配集合への分割となる．よって T は IOPである．

エンドスパイダーを持つ任意の向き付け木 T に対して，

T に対する reductionを 1回行うことで，T ′ が持つ次数が

3以上の頂点の数は 1個減少する．さらに定理 3.9より，

T が IOPであるかどうかを判定する問題を，T ′ が IOPで

あるかどうかを判定する問題へ帰着できる．したがって，

reductionを繰り返すことにより，与えられた向き付け木

が IOPであるかどうかを判定する問題を，最終的に向き付

けスパイダーが IOPであるかどうかを判定する問題へ帰

着できる．

以上のことから，木が IOPであるかどうかを判定する多

項式時間アルゴリズムを設計できる．向き付け木 T が IOP

であるかどうかを判定するアルゴリズムを，Algorithm 1

に示す．
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Algorithm 1 Tree(T )

1: Input. 向き付け木 T .

2: Output. T が IOP ならば true，IOP でないならば false.

3: while T のエンドスパイダーが存在する do

4: S を T のエンドスパイダーとする

5: S のセンターを r とする

6: (N+
T (r) ∪N−

T (r)) ∩ (V (T ) \ V (S)) のある頂点を v とする

7: T ← T − (S − {r})
8: if S が定理 3.4 の条件 (1), (2) を満たす then

9: V (T )← V (T ) ∪ {u1, u2}
10: if (r, v) ∈ E(T ) then

11: E(T ) = E(T ) ∪ {(u1, r), (r, u2)}
12: else

13: E(T ) = E(T ) ∪ {(r, u1), (u2, u1)}
14: end if

15: else if S が定理 3.4 の条件を少なくとも 1 つ満たす then

16: V (T )← V (T ) ∪ {u}
17: if S が定理 3.4 の 1 つ目の条件を満たす then

18: E(T ) = E(T ) ∪ {(u, r)}
19: else

20: E(T ) = E(T ) ∪ {(r, u)}
21: end if

22: else if MRI(S)とMRO(S)の任意の向き付けパスが good

then

23: /* do nothing */

24: else

25: return false

26: end if

27: end while

28: if T が定理 3.4 の条件を少なくとも 1 つ満たす then

29: return true

30: else

31: return false

32: end if

3.4 アルゴリズムの計算量

入力の向き付け木を T とし，|V (T )| = nとする．

次に 3-27 行目の向き付け木のエンドスパイダーに対

する処理を考える．3-27 行目の各反復では 8, 15, 22 行

目の処理いずれかの処理を行うため，T の頂点数は反復

回数に比例して小さくなる．ここで，3-27 行目の反復回

数が k 回とし，i 回目の反復の T のエンドスパイダーを

Si とすると，RI(Si) などの計算は深さ優先探索を用い

ることで O(|V (Si)| + |E(V (Si))|)時間で計算できる．し
たがって，|V (S1)| + |V (S2)| + · · · + |V (Sk)| ≤ n かつ

|E(S1)| + |E(S2)| + · · · + |E(Sk)| ≤ n − 1 であるため，

3-27 行目での計算量は O(|V (S1)| + |E(S1)| + |V (S2)| +
|E(S2)| + · · · + |V (Sk)| + |E(Sk)|) = O(n)である．反復

回数 k は O(n)であるので，reductionにかかる計算量は

O(n2)時間となる．28行目にある最後に残った向き付け

スパイダーの処理はO(n)時間で可能である．したがって，

アルゴリズム全体での計算量は O(n2)である．

定理 3.10. 頂点数が nの向き付け木 T に対して，T が IOP

であるかどうかを O(n2)時間で判定できる．

4. アルゴリズムの動作例

図 4に，提案アルゴリズムによる reductionと IOPであ

るかどうかを判定する例を示す．

図 4(a)を入力の向き付け木 T とする．図では，頂点 v1

を根とする木としてグラフを描く．頂点 vから，有向辺の

向きを無視して，下方向に到達可能なすべての頂点から誘

導される部分グラフを，v を根とする部分木という．特に

頂点 vを根とする部分木がスパイダーであるときは，その

スパイダーを vをセンターとするエンドスパイダーと呼ぶ．

• T の頂点 v6 をセンターとするエンドスパイダーを S1

とする．S1 は定理 3.4の条件 (2)を満たす．S1 に対

する reductionを行うと (b)の向き付け木となる．

• 向き付け木 (b)で v3 をセンターとするエンドスパイ

ダーを S2 とする．S2 は定理 3.4の条件 (1)も (2)も

満たさない．S2 に対する reductionを行うと (c)の向

き付け木となる．

• 向き付け木 (c)で v4 をセンターとするエンドスパイ

ダーを S3 とする．S3は定理 3.4の条件 (1)を満たす．

S3 に対する reduction を行うと (d) の向き付け木と

なる．

• 向き付け木 (d)は v1 をセンターとするスパイダーで

ある．これは定理 3.4の条件 (2)を満たすので，IOP

である．

以上より，向き付け木 T は IOPである．図 4(e)に，出

支配集合と入支配集合への分割を示す．ここで，白の頂点

が入支配集合の頂点，色のある頂点が出支配集合の頂点で

ある．
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