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マルコフ決定問題に対する多面体論的な最適解の存在証明

清藤 駿成1 コルマン マティアス1 小池 敦1 塩浦 昭義2 徳山 豪1

概要：本論文では, マルコフ決定問題を定式化した一般化線形相補性問題に対する二重描写法ベースアルゴ

リズムの挙動を解析する. また, 問題が構成する多面体の特徴から, 二重描写法ベースアルゴリズムのエッ

センスを抽出する.

1. はじめに

意思決定では決定をした直後の利益を考えるだけでは不

十分であり, その後の状況の変化を予想して将来を見据え

た全体的に良い決定が必要である. また, 自身とは異なる目

的をもつような意思決定者が関わる場合には, 彼らがどの

ような決定を行なうかを考慮する必要も出てくる. 以上の

ような, 動的で, 他者の意思決定が関与してくるような状況

をモデル化したものが確率ゲーム (stochastic game)[1]で

ある. 確率ゲームでは, 意思決定を行なう状況, その状況に

おける行動の選択肢, その行動を選択した直後に得られる

報酬とどのような状況に遷移するかを示す遷移確率が与え

られていることを仮定し, それぞれのプレイヤーは将来得

られる報酬も考慮して, 自身の利得を最大にするように戦

略を決める.

筆者らは最近, N 人確率ゲームの特殊ケースであるN 人

完全情報確率ゲームを一般化線形相補性問題として定式化

し, 二重描写法ベースアルゴリズムによってナッシュ均衡

解が計算できることを明らかにした [2]. しかしながら, ナ

イーブなアルゴリズムでは計算時間の面で非常に効率が悪

く, 二重描写法ベースアルゴリズムのエッセンスを抽出し

たアルゴリズムの設計が課題となっている.

本研究では, N 人完全情報確率ゲームのプレイヤーが 1

人の特殊ケースであるマルコフ決定問題を定式化した一般

化線形相補性問題に対する二重描写法ベースアルゴリズム

の挙動を解析し, N 人ゲームに対する解析の基盤を構築す

ることを目的とする. また, アルゴリズムの出力として唯一

の解が得られることから, 唯一の最適解が存在することの

別証明を与えることができた. 本手法は 2人ゼロ和完全情

報確率ゲームにも容易に拡張することができ, 唯一のナッ

シュ均衡の存在を示すこともできる. そして, それらの問
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題が構成する多面体の構造から, 二重描写法ベースアルゴ

リズムのエッセンスが各頂点における独立戦略を列挙する

ことだということを明らかにした.

図 1 マルコフ決定問題の例. 状況を表す頂点 (黒丸) から選択でき

る行動 (赤四角) へは赤矢印がつながっており, 矢印上の値は

その行動を選択した場合に得られる報酬である. 報酬を与えら

れた後には黒矢印でつながった頂点に遷移するが, 矢印上の値

(遷移確率) に従って頂点が選ばれる.

2. マルコフ決定問題

マルコフ決定問題は確率的な状況の変化をモデル化したグ

ラフ上 (図 1)で割引総利得を最大化する問題である. グラフ

の頂点の集合を S = {1, · · · , n}とする (|S| = n). 各頂点 s

にはプレイヤーが選択できる行動の集合As = {1, · · · ,ms}
が与えられており, プレイヤーはその中から行動を決定す

る. 行動の決め方の様式として, 過去の頂点の履歴に依存

せず, 現在の頂点のみを参考に決定する定常戦略, また複

数の行動を確率的に選択するのではなく, 唯一つの行動の

みを選択する純粋戦略を仮定する. 行動 a を選択した直

後, プレイヤーに報酬 ras ≥ 0が与えられ, 遷移確率 pas(s
′)

に従って次の頂点 s′ に遷移する. 各頂点でプレイヤーが

実際に選択する行動の組を戦略 π = {π1, · · · , πn}と呼び,

特に頂点 sでの行動を πs とする. すべての戦略の集合は

Π =
∏

s∈S As で与えられる. 戦略 πが与えられたとき, 各

頂点で与えられる報酬と遷移確率が定まり, 行動 πsに対し

て rπs , p
π
s (s

′)とする. このステップを無限回繰り返し, プレ
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イヤーは各時刻で与えられた報酬に割引率 β ∈ [0, 1)を乗

じたものの合計である割引総利得の最大化を目的とする.

頂点 sから開始し, 戦略 πを用いた場合の割引総利得を vπs

とすると, 以下のように与えられる. ただし, xt
sは時刻 tに

頂点 sにある確率分布である.

vπs =
∑
s′∈S

x0
s′r

π
s′ + β

∑
s′∈S

x1
s′r

π
s′ + · · ·+ βt

∑
s′∈S

xt
s′r

π
s′ + · · ·

= rπs + β

(∑
s′∈S

x1
s′r

π
s′ + · · ·+ βt−1

∑
s′∈S

xt
s′r

π
s′ + · · ·

)
(1)

式 (1)の第 2項以降の和は, 時刻 0で遷移した各頂点 s′ か

ら開始した場合の利得 vs′ の重み付き平均であるから, 利

得 vπs は以下のように閉じた形で表すことができる.

vπs = rπs + β
∑
s′∈S

pπs (s
′)vs′ (2)

各頂点での利得を最大化するような戦略 π∗ とそのときの

利得 vπ
∗

s がマルコフ決定問題の最適解であり, 以下のよう

に定義される.

定義 2.1. 戦略 π∗ が以下の条件を満たすとき, それをマル

コフ決定問題の最適解とする.

∀π ∈ Π, ∀s ∈ S

vπ
∗

s ≥ vπs (3)

また, 式 (2)より以下の定理が得られる.

定理 2.2. 戦略 π が与えられたとき, それがマルコフ決定

問題の最適解であるための必要十分条件は以下を満たすこ

とである.
∀s ∈ S, ∀a ∈ As

vπs = rπs + β
∑
s′∈S

pπs (s
′)vπs′ (4)

≥ ras + β
∑
s′∈S

pas(s
′)vπs′ (5)

マルコフ決定問題には唯一の最適解が存在することが知

られている [1].

3. 一般化線形相補性問題

線形相補性問題は与えられた線形の等式系, 相補性条件,

非負条件を満たすようなベクトルを探す問題である. 本研

究ではその中でもより一般化された問題である一般化線

形相補性問題を扱う [3]. 一般化線形相補性問題は, 行列

M ∈ Rm×n, ベクトル q ∈ Rn, K 個のインデックス部分集

合 Bk に対して, 以下の条件を満たすベクトル x ∈ Rn を探

す問題である.

Mx = q (6)∏
i∈Bk

xi = 0 (7)

x ≥ 0 (8)

式 (7)が相補性条件であり, インデックス部分集合 Bk に含

まれる変数 xi の中に少なくとも 1つ, 0が含まれていなけ

ればいけないことを意味している. また, 人工変数 ρ ∈ R
を用いて,

(
M −q

)(x
ρ

)
= 0 (9)∏

i∈Bk

xi = 0 (10)

x ≥ 0, ρ ≥ 0 (11)

のように, 均一化した問題を考えることもある. この場合,

得られた解に対して ρ = 1とした解が元々の相補性問題の

解である. このように均一化した問題を考えることにより,

等式系と非負条件によって定義される多面体が錐となる.

4. 二重描写法ベースアルゴリズム

一般化線形相補性問題は二重描写法ベースアルゴリズ

ム (double description method based algorithm)によって,

そのすべての解を列挙, または解が存在しないことを示す

ことができる [3]. 二重描写法は元々不等式表現された多面

体の端点を列挙するアルゴリズムである. 二重描写法ベー

スアルゴリズムでは, 相補性問題の非負条件からなる多面

体的錐を初期多面体とし, 相補性問題のそれぞれの等式を

満たす超平面を 1つずつ追加し, その交差からなる多面体

的錐の辺を逐次的に更新する. ナイーブなアルゴリズムで

は, 辺の更新の際に超平面の正領域にある辺と負領域にあ

る辺のすべてのペアに対して隣接かどうかを判定し, 隣接

の場合にはそれらの内分点かつ超平面上に新しい辺を形成

する. ただし, 2つの辺の結合によって相補性条件を満た

さない辺が作られる場合は削除する. 2つの端線の結合に

よってつくられる辺が相補性条件を満たすとき, 2つの辺

は交差相補性を満たすと呼ぶ. すべての超平面を追加し終

えた時点での多面体的錐を構成するベクトルの集合が一般

化相補性問題の解であり, 解が存在しない場合には空集合

となる. 二重描写法ベースアルゴリズムの挙動の概図を図

2に, 擬似コードを Algorithm 1に示す.

図 2 二重描写法ベースアルゴリズムの挙動の概図. 満たすべき条件

は w − z − ρ = 0, wz = 0, w, z, ρ ≥ 0.
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Algorithm 1 DDM Based Algorithm

R← すべての次元の基本ベクトルの集合
for all 超平面 do

R+,R−,R0 ← ϕ

for all er ∈ R do

if er が超平面の正領域 then

R+ ←R∪ {er}
else if er が超平面の負領域 then

R− ←R∪ {er}
else if er が超平面上 then

R0 ←R∪ {er}
end if

end for

R′ ←R0

for all (er1, er2) ∈ R+ ×R− do

if er1, er1 が隣接かつ交差相補性 then

er1, er1 の内分点かつ超平面上に新しい辺 ern を形成
R′ ←R′ ∪ {ern}

end if

end for

R← R′

end for

return R

5. マルコフ決定問題に対する一般化線形相補
性問題

定理 2.2より, 戦略 πと利得 vπs が最適解であるための必

要十分条件は以下のように与えられていた.

vπs = rπs + β
∑
s′∈S

pπs (s
′)vπs′ (12)

≥ ras + β
∑
s′∈S

pas(s
′)vπs′ (13)

ここで, 不等式 (13)を等式に変換するために, 右辺に非負

のスラック変数 wa
s を加える.

vπs = ras + β
∑
s′∈S

pas(s
′)vπs′ + wa

s (14)

wa
s ≥ 0 (15)

スラック変数 wa
s は戦略 π における利得 vπs と行動 aを選

択した場合の利得 ras + β
∑

s′∈S pas(s
′)vπs′ の差を意味して

いる. したがって, 行動 πs に対するスラック変数 wπ
s の値

は 0となり, 頂点 sのスラック変数 wa
s は相補性条件を満

たしている. ∏
a∈As

wa
s = 0 (16)

以上より, マルコフ決定問題の最適解は一般化線形相補

性問題として以下のように定式化できる. なお, 各報酬の

値は非負であることを仮定しているため, 各頂点の利得 vs

も非負である.

定理 5.1. マルコフ決定問題の最適解は以下の一般化線形

相補性問題の解と同値であり, wa
s = 0となる行動 aが頂点

sの最適行動である.

∀s ∈ S,∀a ∈ As

vs = rasρ+ β
∑
s′∈S

pas(s
′)vs′ + wa

s (17)

∏
a∈As

wa
s = 0 (18)

wa
s , vs, ρ ≥ 0 (19)

6. 二重描写法ベースアルゴリズムの挙動解析

マルコフ決定問題を定式化した一般化線形相補性問題を

二重描写法ベースアルゴリズムで解く際の挙動を解析する.

アルゴリズムの出力として唯一のベクトルが出力されるこ

とを示し, マルコフ決定問題に唯一の最適解が存在するこ

との別証明を与える.

6.1 初期辺集合

アルゴリズムで扱う辺 er は各 wa
s , vs, ρ 成分からなる

nm + n + 1次元のベクトルである. そのベクトルのイン

デックス集合を I とし, w,v成分に対応しているインデッ

クス集合をそれぞれ Iw, Iv とする.

初期多面体は相補性問題の非負条件 (式 (19))からなる

多面体的錐である. これを構成する辺の集合は各次元の成

分 iに対する基本ベクトル ei の集合である. ただし, ei は

i成分が 1でそれ以外の成分が 0のベクトルである. した

がって, 初期多面体は nm+n+1個の辺によって構成され

ている.

すべての辺の集合をRとし, 以下のように辺部分集合を

定義する.

定義 6.1. 辺集合 R に対して, 以下の辺部分集合を定義

する.

• Rw : w成分のみが正である辺の集合

• Rv : 少なくとも 1つの v成分が正で, かつ ρ成分が 0

である辺の集合

• Rvρ : 辺集合 R から辺集合 Rw を除いた辺集合

(R \Rw)

初期辺集合において, 辺集合Rvρ は n+ 1個の要素をもつ.

6.2 vρ空間と多面体

本解析ではw,v, ρ成分からなる nm+ n+1次元の空間

のうち, v, ρ成分のみからなる n+ 1次元の空間 (vρ空間)

を考える. また, 辺集合 Rvρ の辺のみを可視化し, 辺集合

Rw の辺は可視化しない. なぜなら, 本問題では各ステップ

で辺集合 Rw の辺 ewa
s
の符号が 1つずつ正となって辺集

合 Rvρ の符号が負の辺と結合し, その wa
s 成分を加えてい

くように解釈することができるからである (後述).

さらに, 辺集合 Rvρ から構成される多面体的錐のうち,

v, ρ成分の和が 1(一定)となる超平面で切断したファセッ
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トの多面体 G を扱い, 今後は辺を端点と呼ぶ. 初期多面体

では n+1個のすべての端点同士が隣接である単体であり,

次元は nである (図 3).

図 3 初期端点集合から構成される多面体. n = 2, 3 の場合を示す.

n = 2 では vρ 空間の軸も示すが, n = 3 では多面体のみを可

視化する.

6.3 超平面と端点の符号の性質

多面体に追加していく超平面は相補性問題のそれぞ

れの等式 (17) を満たすベクトルの集合である. 各等

式は頂点 s の行動 a に対応するスラック変数 wa
s を定

義する式である. 頂点 s の行動 a に対応する超平面を

Ha
s = {x ∈ Rnm+n+1|Aa

sx = 0}とする. ただし, Aa
sx = 0

は以下の等式を意味する.

wa
s − vs + β

∑
s′∈S

pas(s
′)vs′ + rasρ = 0 (20)

アルゴリズムの各ステップでは各端点が超平面の正領

域・負領域, または超平面上のどこに位置しているのか (符

号)を判定する必要がある. 本相補性問題の超平面はその

位置に特徴があり, 端点の符号の判定が容易である場合が

ある.

性質 6.2. 超平面Ha
s に対して, 各端点の符号は以下のよう

に定まる.

• wa
s 成分の基本ベクトル ewa

s
の符号は正である.

• w ̸= wa
s 成分の基本ベクトル ew の符号は 0である.

• vs 成分の基本ベクトル evs の符号は負である.

• vs′ ̸= vs成分の基本ベクトル evs′ の符号は非負である.

• 各 v 成分のすべての基本ベクトルの集合を E とする.

vs 成分の基本ベクトル evs
を含む任意の部分集合 E ′

のすべての基本ベクトルから形成される重心ベクトル

erc の符号は負である.

• ρ成分の基本ベクトル eρ の符号は正である.

証明.

Aa
sewa

s
= wa

s = 1 > 0

Aa
sew = 0

Aa
sevs

= −vs + βpas(s)vs = −1 + βpas(s)

≤ −1 + β < 0

Aa
sevs′ = βpas(s)vs′ = βpas(s) ≥ 0

Aa
serc = −vs + β

∑
s′∈S

pas(s
′)vs′

≤ − 1

|E ′|
+ β

∑
s′∈S

pas(s)
1

|E ′|

≤ − 1

|E ′|
+ β

1

|E ′|
< 0

Aa
seρ = rasρ = ras ≥ 0 ■

性質 6.2より, 端点集合Rw の端点 ewa′
s′
はそれぞれが対

応している頂点 s′ と行動 a′ が超平面 Ha
s のそれと一致し

ている場合は正, そうでないならば 0である. したがって,

各ステップで端点集合 Rw の端点 ewa
s
が 1つずつ正とな

り, 端点集合 Rvρ の符号が負の端点 er と結合して, その

wa
s 成分を erに追加する.

端点集合 Rv の端点の符号に関しては以下の性質が成り

立つ.

性質 6.3. 端点集合Rv の端点 erは, その v成分の最大値

が vs である場合, 超平面Ha
s に対する符号は負である.

証明.

Aa
ser = −vs + β

∑
s′∈S

pas(s
′)vs′

≤ −vs + βvs < 0 ■

また, 超平面Ha
s 上のベクトルは以下の性質を満たす.

性質 6.4. 超平面 Ha
s 上の ρ成分が 0である任意のベクト

ルは, v成分の最大値が vs ではない.

証明. 性質 6.3より, v 空間上のベクトルのうち v 成分の

最大値が vs であるものは, 超平面Ha
s に対して符号は負で

ある. したがって, それは超平面Ha
s 上にはない. ■

図 4は性質 6.2, 6.3, 6.4を n = 2, 3の場合に対してまと

めた概図である.

図 4 超平面の特徴と端点の符号. 同色の領域上のベクトルは最も近

い vs 成分の基本ベクトル evs が共通であり, それぞれ s が対

応する超平面 Ha
s に対して符号が負になる.
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6.4 アルゴリズムの流れに沿って

初期多面体に超平面を順に追加していき, すべての超平

面を追加し終えた時点で唯一の端点が残ることを示す. 図

5は n = 3の場合の多面体の挙動をまとめたものである.

二重描写法ベースアルゴリズムは超平面の追加の順番に

任意性がある. 本証明ではアルゴリズムを n個のフェイズ

にわけ, フェイズ sでは頂点 sの各行動 aに対応する超平

面 Ha
s を順に追加し, すべての超平面を追加し終えたなら

ば次の頂点に対応する超平面を追加する.

アルゴリズムの各ステップでは, 各超平面 Ha
s に対して

端点集合Rvρの異符号な 2つの端点のペアが隣接かつ交差

相補性を満たすならば, それらの内分点かつ超平面上に新

しい端点をつくる. また, 符号が負の端点は端点集合 Rwa
s

の符号が正の端点 ewa
s
と結合して新しい端点をつくる. こ

の場合, v, ρ成分に変化はないため, vρ空間における座標

は変わらない.

各ステップの端点集合Rv の端点にはあらかじめ符号が

確定しているものが存在する.

補題 6.5. 任意のフェイズ sで追加されるすべての超平面

Ha
s に対して, 符号が常に負となる端点集合Rv の端点が存

在する. また, 各フェイズの 1つ目の超平面H0
s に対しては

非負となる端点集合Rvρ の端点が存在する.

補題の証明は次の節で行なう. 補題 6.5より, 各フェイズ

で必ず少なくとも 1度は多面体と超平面の交差が存在する

ことが分かる (図 5(1段目左, 4段目左, 5段目左)). 繰り返

し超平面を追加していく際に, フェイズ内で符号が常に負

の端点が存在しているため, 図 5(3段目左)のようにそれら

端点を囲むような構造をつくっていく.

vρ空間における超平面Ha
s 上の端線はRv の端点同士の

結合によってつくられた端点であるため, ewa
s
とは結合し

ておらず, したがって wa
s 成分の値は 0である. 一方, 超平

面上Ha
s に属していない端線は ewa

s
と結合してつくられた

端点であり, wa
s 成分の値は正である. フェイズ sで追加し

たどの超平面にも属していない端線が存在する場合, すべ

ての行動 aに対する wa
s 成分の値が 0であり, これは相補

性条件を満たしていない. これら端線はフェイズ終了時に

削除される.

相補性条件を満たしていない端線を削除した後に残る多

面体は, 図 5(3段目右)のように, そのフェイズで追加した

超平面が定義するファセットの集合体になっている. この

ような構造を複体と呼ぶことにし, 複体の次元は複体を構

成しているファセットの次元とする. 初期多面体は n次元

の多面体 1つからなる複体である. 各フェイズ終了時の複

体は元の複体を構成していた多面体のファセットの集合体

であるから, 次元が 1低い複体である.

フェイズが変わると前のフェイズとは異なる領域を中心

に, それを囲むように新しい複体を形成していく (図 5(4, 5

段目)). 図 5で視覚的に分かるように, フェイズが進行する

に従って複体の次元は 1ずつ減少していく. n個すべての

フェイズが終了した時点で元々 n次元であった複体は 0次

元の点となっており, その点のベクトルが一般化線形相補

性問題の唯一解である.

定理 6.6. マルコフ決定問題を定式化した一般化線形相補

性問題は唯一解をもつ.

図 5 アルゴリズム中の複体の変化.
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6.5 補題の証明

新しくインデックス集合 I ′
v, 端点集合RI′

v
, 部分複体 GI′

v

を定義し, 諸性質を導く.

定義 6.7. インデックス集合 Iv ∪ {ρ}の任意の部分集合を
I ′
vρとする. 端点集合Rvρの端点のうち, v, ρ成分で I ′

vρ成

分のみが正である端点集合をRI′
vρ
とする. また, 端点集合

RI′
vρ
から構成される複体を部分複体 GI′

vρ
と呼ぶ.

性質 6.8. フェイズ 1, · · · , s − 1 が終了した時点で,

I ′
vρ = {v1, · · · , vs−1, vs}としたときの RI′

vρ
の端点は, 超

平面Ha
s に対して符号が負である.

証明. 前述の議論より, 各フェイズ 1, · · · , s − 1が終了し

た時点で残っている端点は, 超平面 Ha
1 , · · · ,Ha

s−1 上に必

ずある. 性質 6.4を繰り返し用いることで, v成分の最大値

は v1, · · · , vs−1 ではないことが分かる. したがって, v 成

分の最大値は vs であり, 端点の符号の性質 6.3より超平面

Ha
s に対する符号は負である. ■

性質 6.9. I ′
v = {v1, · · · , vs−1, vs′}(s′ > s)としたときの

RI′
vρ
の端点 erの超平面Ha

s に対する符号は非負である.

証明.

Aa
ser = β

∑
t∈S

pas(t)vt ≥ 0 ■

ただし, 性質 6.8, 6.9はRI′
vρ
が空集合でないことを保証

してはいない. それを保証する性質として以下が成り立つ.

性質 6.10. 各端点集合 I ′
vρ, 端点集合RI′

vρ
, 部分複体 GI′

vρ

に対して, 以下の性質が成り立つ.

• フェイズ 1, · · · , s− 1が終了した時点で,

– {v1, · · · , vs−1}を含む任意の集合 I ′
vρ : dim

(
GI′

vρ

)
=

|I ′
vρ| − s

• フェイズ sが終了した時点で,

– I ′
vρ = {v1, · · · , vs} : |RI′

vρ
| = 0

– {v1, · · · , vs} を含む任意の集合 I ′
vρ : dim

(
GI′

vρ

)
=

|I ′
vρ| − s− 1

証明. s = 1の場合を確かめるのは容易である. s = t− 1

で性質が成り立っていると仮定する. s = t− 1で 2つ目の

主張が成り立っていることから, s = tにおいて 1つ目の主

張も成り立つ. インデックス集合 I ′
vρ = {v1, · · · , vt}に対

して, 部分複体 GI′
vρ
の次元は dim

(
GI′

vρ

)
= |I ′

vρ| − t = 0

より, 端点集合RI′
vρ
の要素は 1つであり, 性質 6.8よりこ

の端点の超平面Ha
t に対する符号は負である. この端点はす

べての超平面を追加し終えた時点ですべての wa
t 成分が正

であり, 相補性条件を満たさないため削除される. 同様に,

I ′
vρ = {v1, · · · , vt−1, vt′}(t′ > t)に対する端点集合RI′

vρ
の

要素も 1つであり,性質 6.9よりこの端点の超平面H0
t に対す

る符号は非負である. よって, I ′
vρ = {v1, · · · , vt, vt′}(t′ > t)

を含む任意の集合 I ′
vρ が構成する複体はフェイズ中に少な

くとも 1度は超平面との交差をもち, フェイズ終了時に超

平面が定義するファセットの集合体 (複体)のみが残るた

め, 次元は 1減少する. したがって, 2つ目の主張も成り立

つ. 図 6は各部分複体の次元の変化をまとめたものである.

■

図 6 各部分複体の次元の変化. 数字は各インデックス集合 I′vρ か
ら構成される部複体 GI′

vρ
の次元. —は要素が存在しないこと

を意味し, ?は要素が存在するか定めることができないことを

意味する.

これまでの議論は Rvρ の隣接な 2つの端点のペアは常

に結合可能である, つまり交差相補性を満たすことを前提

としてきたが, これはどのステップにおいても成り立って

いる.

性質 6.11. Rvρ の隣接な 2つの端点のペアは交差相補性

を常に満たす.

証明. 隣接な 2つの端点は, 任意の頂点 sの超平面に対し

て, 少なくとも 1つは共通の超平面Ha
s 上に属しており, そ

れらの wa
s 成分は共通して 0である. したがって, 少なく

とも wa
s 成分が 0であり, 結合後につくられる端点も頂点 s

における相補性条件を満たしている. ■

以上の性質から, 補題 6.5が導くことができ, したがって

定理 6.6が成り立つ.

7. 2人ゼロ和完全情報確率ゲーム

マルコフ決定問題に対する最適解の存在証明は 2人ゼロ和

完全情報確率ゲームのナッシュ均衡の存在証明に容易に拡

張できる. 2人ゼロ和完全情報確率ゲームでは頂点集合 Sを
2つの部分集合 S1,S2に分割し (S1∪S2 = S,S1∩S2 = ϕ),

それぞれプレイヤー 1とプレイヤー 2が行動を決定する頂

点の集合である. プレイヤーには共通の報酬が与えられ, プ

レイヤー 1は割引総利得の最大化, プレイヤー 2はそれの

最小化を目的にコントロールできる頂点における行動を決
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定する. 2人ゼロ和完全情報確率ゲームのナッシュ均衡解

π∗, vπ
∗

s は以下のように定義され, 同様に必要十分条件も得

られる.

定義 7.1. 戦略 π∗ が以下の条件を満たすとき, それを 2人

ゼロ和完全情報確率ゲームのナッシュ均衡解とする.

∀π ∈ Π, ∀s ∈ S1

vπ
∗

s ≥ vπs (21)

∀π ∈ Π, ∀s ∈ S2

vπ
∗

s ≤ vπs (22)

定理 7.2. 戦略 π が与えられたとき, それが 2人ゼロ和完

全情報確率ゲームのナッシュ均衡解であるための必要十分

条件は以下を満たすことである.

∀s ∈ S1,∀a ∈ As

vπs = rπs + β
∑
s′∈S

pπs (s
′)vπs′ (23)

≥ ras + β
∑
s′∈S

pas(s
′)vπs′ (24)

∀s ∈ S2,∀a ∈ As

vπs = rπs + β
∑
s′∈S

pπs (s
′)vπs′ (25)

≤ ras + β
∑
s′∈S

pas(s
′)vπs′ (26)

2人ゼロ和完全情報確率ゲームも唯一のナッシュ均衡解

をもつことが知られている [1]. また, 同様に一般化線形相

補性問題として定式化することができる.

定理 7.3. 2人ゼロ和完全情報確率ゲームのナッシュ均衡

は以下の一般化線形相補性問題の解と同値であり, wa
s = 0

となる行動 aが頂点 sのナッシュ均衡解における行動で

ある.

∀s ∈ S1,∀a ∈ As

vs = rasρ+ β
∑
s′∈S

pas(s
′)vs′ + wa

s (27)

∏
a∈As

wa
s = 0 (28)

wa
s , vs, ρ ≥ 0 (29)

∀s ∈ S2,∀a ∈ As

vs = rasρ+ β
∑
s′∈S

pas(s
′)vs′ − wa

s (30)

∏
a∈As

wa
s = 0 (31)

wa
s , vs, ρ ≥ 0 (32)

ここで,マルコフ決定問題と 2人ゼロ和完全情報確率ゲー

ムの定式化で異なるのは, 式 (30)のスラック変数の符号の

みである. したがって, マルコフ決定問題において端点集合

Rvρ の “負”の端点と端点集合 Rw の “正”の端点が結合し

ていた点を, 2人ゼロ和完全情報確率ゲームのプレイヤー 2

がコントロールする頂点集合 S2 においては端点集合 Rvρ

の “正”の端点と端点集合 Rw の “負”の端点が結合するよ

うに置き換えることで, 同様の手法によってそのナッシュ

均衡解の存在を証明することができる.

定理 7.4. 2人ゼロ和完全情報確率ゲームを定式化した一

般化線形相補性問題は唯一解をもつ.

8. 多面体の構造と二重描写法ベースアルゴリ
ズムのエッセンス

すべての超平面の非負領域からなる多面体を図 7に示す.

同じ頂点が対応する超平面から定義されるファセットは同

じ色にしてある. マルコフ決定問題の多面体は v1, · · · , vn
からなる面で開いていて, ρ方向に進むにつれて徐々に閉

じていく特徴的な構造をもっていることが分かる. そして,

各頂点のファセットの集合は 1点で交わっている. また, 2

人ゼロ和完全情報確率ゲームはプレイヤー 2がコントロー

ルする頂点が対応する超平面ではマルコフ決定問題とは反

対側の領域を用いた多面体となっていて, 同様に各頂点の

ファセットの集合は 1点で交わっている.

図 7 マルコフ決定問題と 2 人ゼロ和完全情報確率ゲームが構成す

る多面体の構造. 左がマルコフ決定問題 (n = 3). 右が 2 人ゼ

ロ和完全情報確率ゲーム (n = 2) で, 頂点 1 ではプレイヤー

1, 頂点 2 ではプレイヤー 2 がコントローラー.

多面体のファセット, そして各頂点が対応するファセッ

トの集合 (複体)同士の交差は何を意味しているのだろう

か. ここで, 明らかに他により良い戦略が存在している, つ

まり支配されている戦略を被支配戦略と呼び, 支配されて

いない戦略のことを独立戦略と呼ぶことにする. ある超平

面 Ha
s が定義するファセット上のベクトルは wa

s 成分が 0

であり, これは頂点 sにおいて行動 aを選択しているとい

う意味である. そして, 頂点 sに対応する複体は頂点 sで

実際に用いる可能性のある行動の集合, つまり独立戦略の

集合と解釈することができる. さらに次の頂点が対応する

超平面 Ha
s′ を加えていくことで頂点 s′ の独立戦略の集合

を構成していくが, これら複体同士の交差から成る新しい

複体を構成する多面体は 2つの超平面 Ha
s ,Ha′

s′ 上にあり,
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頂点 sでは行動 a, 頂点 s′ では行動 a′ を選択していること

を意味する. つまり, 新しい複体は頂点 s, s′ を考慮した場

合の独立戦略の集合である. したがって, 二重描写法ベー

スアルゴリズムは被支配戦略を削除して独立戦略を徐々に

列挙していくアルゴリズムであることが分かる. フェイズ

1, · · · , sまで終了した時点で頂点 1, · · · , sまでを考慮した
独立戦略を列挙していて, すべての頂点を考慮したとき, 独

立戦略は唯一つに定まる.

9. まとめ

本研究ではマルコフ決定問題を定式化した一般化線形相

補性問題に対する二重描写法ベースアルゴリズムの挙動の

解析を行なった. そして, それらの問題が構成する多面体

の構造から, 二重描写法ベースアルゴリズムが各フェイズ

における独立戦略を徐々に列挙するアルゴリズムだという

ことを明らかにした. 今後は, 本研究で得られた多面体的

特徴や二重描写法ベースアルゴリズムのエッセンスを生か

した N 人完全情報確率ゲームに対するアルゴリズムの設

計が課題である. また, マルコフ決定問題や 2人ゼロ和完

全情報確率ゲーム自体についても, その強多項式時間アル

ゴリズムが未解決問題となっており ([4], [5]), 以上の特徴

を用いたアルゴリズムの設計も課題である.
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