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レゾルベントの多項式によるフィルタを用いた
実対称定値一般固有値問題の解法

村上 弘1,a)

概要：フィルタ対角化法を用いて実対称定値一般固有値問題を解く．フィルタとしてレゾルベントの多項
式を用いる．フィルタの設計ではフィルタの伝達関数が良い形状になるようにレゾルベントのシフトと多
項式をうまく調整する．フィルタに用いる多項式をチェビシェフ多項式で表わされる形に制限すると，伝
達関数の形状はあまり良くはできないが，数値最適化による調製が省けるので設計は簡単になる．
レゾルベントの多項式をベクトルに作用させる計算の実現では，多項式の次数に等しい回数のレゾルベン
トの作用が必要になる．レゾルベントの作用を与える連立一次方程式を行列分解を用いて解く場合は，行
列分解を最初に一度行なうと，その後は分解結果を利用することで連立一次方程式を素早く解くことがで
きる．そのため，フィルタに単一のレゾルベントの多項式を用いる方法は，複数のレゾルベントの線形結
合を用いる方法に比べて必要な記憶量や計算量を減らせる可能性がある．
固有値分布の内側の固有値を持つ固有対を求める場合にはレゾルベントのシフトとして虚数を用いるが，
固有値分布の端にある固有値を持つ固有対を求める場合にはシフトとして実数を用いることができる．実
数のシフトを用いることができる場合は，すべての計算は複素数を用いずに実数演算だけで行なえるので，
演算量と記憶量が減らせて有利になる．
フィルタを単一のレゾルベントの多項式とする場合に，その多項式をチェビシェフ多項式に選べば，容易
に阻止域での伝達率の大きさの上限を小さく抑えることができる．しかし通過域では伝達率の最大最小比
が小さくないため，必要な近似対の精度は均一性が良くない可能性がある．そこでフィルタに用いるレゾ
ルベントの多項式を，一つのチェビシェフ多項式で表わされるものから，複数のチェビシェフ多項式の和
で表わされるチェビシェフ展開形に拡張することで，通過域に於ける伝達率の最大最小比をできるだけ抑
えることを試みた．

キーワード：フィルタ対角化，固有値問題，レゾルベント，多項式

A Method to Solve a Real Symmetric Definite Generalized
Eigenproblem by Using a Filter Which Is a Polynomial of a Resolvent

Hiroshi Murakami1,a)

Abstract: By using the filter diagonalization method, we solve approximations of those eigenpairs of a real
symmetric definite generalized eigenproblem whose eigenvalues are in a specified interval. We use a polyno-
mial of a resolvent as a filter. In the design of the filter, we tune the shift of the resolvent and the polynomial
so that a good shape of the transfer function is obtained. If we restrict the polynomial for the filter to a form
represented by a Chebyshev polynomial, then the shape of the transfer function cannot be made so good,
but the design can be made easy since in the tuning the numerical optimization procedure can be avoided.
In an application of a polynomial of a resolvent to a vector, applications of the resolvent are required as
many times as the degree of the polynomial. When a simultaneous linear equations, which gives the action
of a resolvent, is solved by the matrix decomposition method, first the decomposition is made once, and after
then by using the result of the decomposition the linear equation can be solved quickly. Therefore, compared
from other method which uses a linear combination of many resolvents as a filter, the present method which
uses a polynomial of a single resolvent as a filter has a potential to reduce both amounts of computation and
memory space. When we solve eigenpairs with interior eigenvalues we use a complex number for the shift of
the resolvent. We can use a real number for the shift when we solve pairs with exterior eigenvalues When a
real number can be used for the shift, the calculation can be made without complex numbers by using only
real arithmetics, therefore we have an advantage to reduce both amounts of computation and memory space.
When a polynomial of a single resolvent is used for a filter, if a Chebyshev polynomial is chosen as the poly-
nomial then a small upper-bound for the magnitude of the transfer rate of the filter in the stopband can be
easily obtained. However, for such a filter, the ratio of the maximum and the minimum of the magnitude of
the transfer rates in the passband cannot be made so small, it is likely that the uniformity of approximations
of required eigenpairs is not good. Therefore, in this research, to reduce the ratio in the passband we try to
extend the polynomial for the filter from a single Chebyshev polynomial to a sum of Chebyshev polynomials.
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1. はじめに

いま係数行列 Aと B が実対称で，B は正定値である一
般固有値問題

Av = λB v

の，下端固有対であって固有値が指定された区間 [a, b]に
あるものを解くのにフィルタ対角化法を用いることにする
（区間の左端 aは最小固有値以下の値とする）．そのための
フィルタとして，固有値が [a, b]近傍にある固有ベクトル
は良く通過させるが，[a, b]から離れた固有ベクトルは強く
減衰させる線形作用素を用いる．

2. フィルタ対角化法の概要

フィルタ対角化法の概要は，以下のようになる．
( 1 ) まず固有値が [a, b]近傍の固有ベクトルを良く通過さ
せるが，[a, b]から離れた固有ベクトルは強く阻止する
フィルタ F を用意しておく．

( 2 ) ランダムなN 次ベクトルm個の組を作り，それを B-

正規直交化してX（N×m行列）とする（XT BX = I）．
( 3 ) 作成した X へフィルタ F を作用させて，濾過された
ベクトルの組 Y ← F X（N×m行列）を作成する．

( 4 ) 得られた Y の列の適切な線形結合の組により「[a, b]

近傍にある固有値すべてに対応する不変部分空間」を
近似する空間の基底を構成する（その構成はX，Y お
よび伝達関数の特性を参照して決める）．

( 5 ) 構成した基底にレイリー・リッツ法を適用して，得ら
れたリッツ対を一般固有値問題の近似対にする．

3. レゾルベントの多項式のフィルタとその伝
達関数

下端固有対を解くためのフィルタとして，「実数シフト
のレゾルベント」の多項式を採用する．いま扱っている行
列 Aと B の一般固有値問題に対応して，シフトが ρのレ
ゾルベントを

R(ρ) ≡ (A − ρB)−1B (1)

と定義する．そうして実数 ρと実多項式 P をうまく選ん
で作ったレゾルベントの多項式をフィルタとする：

F ≡ P(R(ρ) ) . (2)

ここで，P は n次の実多項式である．シフト ρが最小固有
値未満であればフィルタは有界作用素になる．
いまの固有値問題の場合は，固有対 (λ,v)はすべて実に

とれる．そうしてレゾルベントの固有ベクトルへの作用は
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R(ρ)v =
1

λ − ρ
v (3)

となる．すると，フィルタ F = P(R(ρ) )の固有ベクトル
に対する作用は

F v = f(λ)v (4)

となる．ここでフィルタの伝達関数 f(λ)は実有理関数で
あり

f(λ) = P
(

1
λ − ρ

)
(5)

となる．
求めたい下端固有対の固有値を含む区間が λ ∈ [a, b]であ

るとき，固有値 λの正規化座標 tを λ ∈ [a, b]から t ∈ [0, 1]

への 1次変換 λ = a + (b − a) tにより定義する．その逆変
換は t = 1

b−a (λ− a)となる．そうして正規化座標 tの伝達
関数を g(t) = f(λ)で定義する．そうしていま 1より大き
いパラメタ μを導入して 0 ≤ t ≤ 1を通過域，1 < t < μ

を遷移域，μ ≤ t < ∞を阻止域とする (図 1参照．緑の線
で固有値の存在しうる範囲を示している)．

図 1 固有値 λ の区間 [a, b] と正規化座標 t の関係
通過域 λ ∈ [a, b]，t ∈ [0, 1]；遷移域 t ∈ (1, μ)；阻止域 [μ,∞)

伝達関数 g(t)の形状について満たすべき条件を，パラメ
タ gp，gs を 1 > gp � gs > 0として，
• 阻止域では |g(t)| ≤ gs

• 通過域では g(t) ≥ gpで，tが非負の範囲では逆もなり
たつ

• 通過域での g(t)の最大値は 1（と規格化）
であるとする（図 2）．
固有値の座標 λ と正規化座標 t との関係から，λ = ρ

（< a）に t = −σ（< 0）が対応すれば，n次実多項式 P に
より実有理関数 f(λ)が

f(λ) = P
(

1
λ − ρ

)
(6)

の形のとき，g(t)も実有理関数で，ある n次実多項式Qを
用いて
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図 2 下端固有対用フィルタの伝達関数 g(t) の概形

g(t) = Q
(

1
t + σ

)
(7)

の形で書ける（λを tに変換すると P から Qが決まる）．
逆にこの形の式の g(t)が決まれば，f(λ)の表式も決まる．

4. 伝達関数の三つの形状パラメタについて

伝達関数の三つの形状パラメタ μ，gs，gp について，ま
ず前提条件から μ > 1，1 > gp � gs > 0であることが必
要で，その上で形状の良さや望ましさについては以下のよ
うに考える．
• μは 1に近いほど良い．なぜならば μが大きいと遷移
域が広くなり，それによって遷移域に固有値が多く入
ればそれだけ（不変部分空間を近似する空間の基底を
作るためには）多くのベクトルを濾過する必要がある
からである．

• 阻止域での伝達率の大きさの上限である gsは，微小で
あるほど良い．なぜならばこの値が微小でなければ，
固有値が阻止域にある固有ベクトルが十分には阻止さ
れずに混入してしまい，不変部分空間の近似が悪くな
るからである．

• 通過域での伝達率の最小値である gpは，1に近いほど
良い．なぜならばこの値が 1よりもずっと小さいと，
固有値が通過域にある固有対の相互間で伝達率の最大
最小比が大きい場合は，得られる近似対はその伝達率
が小さいものはそれだけ精度が落ちてしまうからで
ある．

たとえば，いま次数 nを固定したときに，伝達関数

g(t) = Q
(

1
t + σ

)
(8)

の極の位置 t = −σと n次実多項式Qを調整して，なるべ
く g(t)の三つの形状パラメタ μ，gs，gpを良いものにしよ
うと試みることになる．ただし，これら三つの形状パラメ
タはそれらすべてを同時に良くすることができないトレー
ドオフの関係にあるため，バランスを考えて最適化をする

ことになる．Q がまったく一般の実多項式とする場合に
は，極の位置である −σをも含めた最適化の計算は数値的
な手法になり，最適な極の位置や多項式の係数は得られて
もただ数値としてだけ得られることになる．
そこで，チェビシェフ多項式の性質を利用することで，
最適ではないが，簡単な式計算により制約を満たす伝達関
数 g(t)が求まる設計法を導入する．それにより得られる
g(t)は阻止域では値の大きさを小さく抑えられるので良い
特性を持つが，通過域の方では値の最大最小比を小さくで
きず特性が良くない．

5. チェビシェフ多項式で表わされた伝達関数

いま伝達関数 g(t)を n次のチェビシェフ多項式で表わ
された以下の形の式に制限する：

g(t) = gs Tn(y) , y = 2x − 1 , x =
μ + σ

t + σ
. (9)

これはパラメタの三つ組 (n, μ, σ)で決定される（定数 gs

は規格化条件 g(0) = 1 を満たすように決める）．阻止域
t ∈ [μ,∞)には y ∈ (−1, 1]の全域が対応する．この g(t)は
阻止域では |g(t)| ≤ gs を満たしており，チェビシェフ多項
式の性質から阻止域以外の t ∈ [0, μ)に於いて単調減少と
なるので，残りの二つの条件 g(0) = 1，g(1) = gp から

1
gs

= Tn

(
1 + 2

μ

σ

)
,

gp

gs
= Tn

(
1 + 2

μ−1
σ+1

)
(10)

が得られる．これを逆双曲線関数を用いて表せば

cosh−1 1
gs

= 2n sinh−1

√
μ

σ
, cosh−1 gp

gs
= 2n sinh−1

√
μ−1
σ+1

(11)

となる．

5.1 三つ組 (n, μ, σ)からの gs と gp の計算
パラメタの三つ組 (n, μ, σ)が与えられたとき，それから

gs と gp の値を求めるのには，以下の二つの式の右辺をそ
れぞれ計算すれば良い．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
gs

← cosh
(

2n sinh−1

√
μ

σ

)
,

gp

gs
← cosh

(
2n sinh−1

√
μ−1
σ+1

)
.

(12)

5.2 パラメタの三つ組として n，gs，gp を指定する場合
いま n，gs，gp が与えられたとき，それらから σと μの

値を求めるのには，√
μ

σ
= sinh

(
1
2n

cosh−1 1
gs

)
,

√
μ−1
σ+1

= sinh
(

1
2n

cosh−1 gp

gs

)
.

(13)

上の各式の右辺を計算して，それぞれ w1，w2 とおくと

3ⓒ 2016 Information Processing Society of Japan

Vol.2016-HPC-157 No.4
2016/12/21



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

μ

σ
= w2

1 ,
μ−1
σ+1

= w2
2 (14)

という二つの関係の組を得るが，これから σと μは

σ ← w2
2 + 1

(w1 − w2)(w1 + w2)
, μ ← σw2

1 (15)

により簡単に求まる．こうして g(t)に含まれるパラメタ
の三つ組 (n, μ, σ) が得られる．たとえば，gp = 10−7 と
gs = 10−15と指定したときに，次数 nの値を 10から 50ま
で 5刻みで変化させた場合の μと σの値を表 1に示す．次
数 nをかなり増やしてみても μの値は緩慢にしか減少し
ない．

表 1 例：gp = 10−7, gs = 10−15 の場合の，
次数 n の各場合に対する μ と σ の値

n μ σ

10 2.63 0.330

15 1.87 0.872

20 1.65 1.66

25 1.56 2.68

30 1.52 3.93

35 1.49 5.41

40 1.47 7.12

45 1.46 9.06

50 1.45 11.2

5.3 形状パラメタの三つ組に μ，gp，gs を指定する場合
形状パラメタの三つ組 μ，gp，gs が指定されたときに，

それを（なるべく）満たすように σと nを決めれば，伝達
関数を決定する本来のパラメタの三つ組 (n, μ, σ)が揃うこ
とになる．それには，二つの制約条件から得られる以下の
nを表わす二通りの式：

n =
cosh−1 1

gs

2 sinh−1

√
μ

σ

, n =
cosh−1 gp

gs

2 sinh−1

√
μ−1
σ+1

(16)

これら二つが一致する条件として，σ の非線形方程式
G(σ) = rが得られる．その左辺と右辺の式は：

G(σ) ≡
sinh−1

√
μ−1
σ+1

sinh−1

√
μ

σ

, r ≡
cosh−1 gp

gs

cosh−1 1
gs

. (17)

この方程式G(σ) = rは（たとえば二分法を用いて）解くこ
とができて，それにより σの値を得る．そのとき次数 nを
表わす二つの式の値はもちろん一致するが，一般には非整
数となる．次数は正整数でなければならないので，計算に
より得られた実数 nの値を切り捨て（あるいは切り上げ）
て整数化した値を次数 nとして設定することにする．
すると，既に解いて得られた σ と整数化で得た次数 n，

さらに最初に与えた μを併せて得られた三つ組 (n, μ, σ)か
ら，前述の方法で新たな gs と gp の値を求めることができ
る．このようにして得られた新たな gs と gp の値は最初に
指定したときの値には一致しないが，その違いが応用上許
容できるならば，逆にあたかも最初からそれら変更した
後の値を指定していたかのように扱えばつじつまを合わ
せることができる．それにより，チェビシェフ多項式で表
わされた g(t)はこのようにして決めたパラメタの三つ組
(n, μ, σ)で与えられる．

6. 伝達関数 g(t)からのフィルタF の構成
伝達関数 g(t)からフィルタ F を構成するには，以下の
ようにする．
正規化座標 tと固有値 λの間の関係である t =

1
b − a

(λ−
a)を用いると，

x =
μ + σ

t + σ
= �

1
λ − ρ

(18)

である．ただしここで � ≡ (b−a)(σ +μ)，ρ ≡ a− (b−a) σ

である（ σ > 0だから ρ < aである）．
伝達関数 g(t) = gs Tn(y)のチェビシェフ多項式の引数で
ある y = 2x − 1は

y = 2�
1

λ − ρ
− 1 (19)

となるので，正規化座標 tによる伝達関数である g(t)を，
固有値の座標 λで表わした伝達関数 f(λ)は，

f(λ) = gs Tn

(
2�

1
λ − ρ

− 1
)

(20)

となる．
伝達関数 f(λ) に対応するフィルタ作用素 F は，x =

�
1

λ − ρ
を作用素 �R(ρ)に置き換えて，また定数 1も恒等

作用素 I に置き換えれば

F = gs Tn ( 2�R(ρ) − I ) (21)

として得られる．

6.1 下端固有対用のフィルタの作用の実装
レゾルベント R(ρ) = (A − ρB)−1B をベクトルの組W

に作用させる処理 Z ← R(ρ)W はまずW から右辺ベクト
ルの組 B W を作り，係数 C ≡ A − ρB の連立一次方程式
の組 C Z = B W を Z について解くことで実現する．
行列A，Bは実対称でBは正定値であり，シフト ρは実
数で最小固有値未満であることから，行列 C は実対称正定
値である．係数行列が実対称正定値である連立一次方程式
は，ピボット交換を行なわない修正コレスキ法で実数演算
だけを用いて安定に解くことができる．さらに A，B が帯
行列であれば C も帯行列になるので，帯行列用の効率的な
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解法が使用できる．
レゾルベントの n次多項式を作用させる処理の中では，
行列Cの連立一次方程式の組を解く処理が n回現れる．そ
こで最初に C の行列分解を一度だけ行なっておくと，後は
その分解の結果を利用することで連立一次方程式を少ない
計算量で容易に解くことができる，
いまX と Y がN 次ベクトルm個の組（N×m行列）で
あるときに，フィルタ F を X に作用して Y を作る処理
Y ← F X の算法を図 3に示す．この計算にはチェビシェ
フ多項式の三項漸化式を利用している（Z, V , W は作業用
の N×m 行列である）．

三つ組 (n, μ, σ) を与えて
ρ ← a − (b − a) σ ; � ← (b − a)(σ + μ) ;

Z ← R(ρ) X ;

V ← X ;

W ← 2� Z − X ;

for k := 2 to n do begin

Z ← R(ρ) W ;

Y ← 4� Z − 2W − V ;

V ← W ;

W ← Y

end ;

Y ← gs Y

図 3 算法：フィルタのベクトルの組への作用 Y ← F X

7. 下端固有対用のフィルタの伝達関数の設
計例

チェビシェフ多項式で表された下端固有対用のフィルタ
の伝達関数を設計する例を示す．正規化座標 tでの伝達関
数は，g(t) = gs Tn(2x− 1)，ただし x ≡ μ + σ

t + σ
である．通

過域は t ∈ [0, 1]で，阻止域は t ∈ [μ,∞)である．三つ組
(n, μ, σ)を指定すれば，簡単な式計算により gp，gp が求
まる．
• フィルタ 1 設定した g(t) のパラメタの三つ組は

n = 18，μ = 2.0，σ = 1.8である．gp = 3.10×10−6，
gs = 8.53×10−15 となった．伝達関数の大きさ |g(t)|
のグラフを図 4に示す．

• フィルタ 2 設定した g(t) のパラメタの三つ組は
n = 24，μ = 1.5，σ = 3.0である．gp = 3.15×10−7，
gs = 3.75×10−14 となった．伝達関数の大きさ |g(t)|
のグラフを図 5に示す．

• フィルタ 3 設定した g(t) のパラメタの三つ組は
n = 32，μ = 2.0，σ = 6.11である. gp = 1.13×10−5，
gs = 1.45×10−15 となった．伝達関数の大きさ |g(t)|
のグラフを図 6に示す．
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図 4 （フィルタ 1） 伝達関数の大きさ |g(t)| （n=18，μ=2.0，
σ=1.8）gp=3.10×10−6，gs=8.53×10−15
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図 5 （フィルタ 2） 伝達関数の大きさ |g(t)| （n=24，μ=1.5，
σ=3.0）gp=3.15×10−7，gs=3.75×10−14
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図 6 （フィルタ 3） 伝達関数の大きさ |g(t)| （n=32，μ=2.0，
σ=6.11）gp=1.13×10−5，gs=1.45×10−15
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8. 伝達関数の通過域に於ける特性の改良案

さて，n次のチェビシェフ多項式を用いた伝達関数の式

g(t) = gs Tn(2x − 1), x ≡ μ + σ

t + σ
(22)

の，通過域 t ∈ [0, 1]に於ける値の最大最小比を減らすよう
に改善をしたい．用いるレゾルベントは 1個で，g(t)の極
は t = −σだけにあるとする．
阻止域 t ∈ [μ,∞) ではチェビシェフ多項式 Tn の引数

2x − 1の値は (−1, 1]にある．各区間の端と対応する xの
値は，t = ∞は x∞ = 0に，t = μは xμ = 1に，t = 1は
x0 ≡ 1 + (μ−1)/(σ+1)に，t = 0は x1 ≡ 1 + μ/σ に，そ
れぞれ対応する．それゆえに x∞ ≡ 0 < xμ ≡ 1 < x1 < x0

であって，x ∈ (0, 1]が阻止域に，x ∈ (1, x1)が遷移域に，
x ∈ [x1, x0]が通過域に，それぞれ対応する．

8.1 チェビシェフ展開形への拡張
ここまでの方法の自然な拡張の一つは，伝達関数を n次
のチェビシェフ多項式で表わしたものから n次以下の複数
のチェビシェフ多項式の和であるチェビシェフ展開形

g(t) ≡
n∑

k=0

ck Tk(2x − 1) (23)

にすることであり，それと対応してフィルタ作用素

F ≡
n∑

k=0

ck Tk ( 2�R(ρ) − I ) (24)

を採用することである．展開の係数 ck は，あらかじめ（た
とえば以下で示すような最小二乗法に類似した方法で）決
定しておくものとする（簡単のためにシフト ρ は再調整
しないとする）．このようにすると，用いるレゾルベント
は一つだけで，フィルタ F のベクトル vに対する作用の
計算は，チェビシェフ多項式に対する三項漸化式を用いて
Tk ( 2�R(ρ) − I ) vを kを 0から nまで上昇させて作りな
がら，そのたびにそれに係数 ck を乗じて累積和を作るこ
とで実現できる．

8.2 最小二乗法に類似の方法による最適化
阻止域 x ∈ [0, 1]に於いて，「伝達関数の 0からのずれ」

の二乗の（重み付きの）積分は以下の式になる：

Jstop ≡
∫ 1

0

{g(t)}2√
1 − (2x−1)2

dx

=
n∑

i,j=0

cicj

∫ 1

0

Ti(2x−1)Tj(2x−1)√
1 − (2x−1)2

dx

=
1
2

n∑
i,j=0

cicj

∫ 1

−1

Ti(y)Tj(y)√
1 − y2

dy

=
1
2

(
2c0

2 +
n∑

j=1

cj
2

)
.

(25)

また，通過域 x ∈ [x1, x0]に於ける「伝達関数の値の 1か
らのずれ」の二乗の（簡単のため重み 1の）積分は:

Jpass ≡
∫ x0

x1

{1 − g(t)}2 dx

=
∫ x0

x1

{g(t)}2 dx − 2
∫ x0

x1

g(t) dx + Const

=
n∑

i,j=0

Ai,j ci cj − 2
n∑

j=0

bj cj + Const

(26)

ここで，⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Ai,j ≡
∫ x0

x1

Ti(2x−1)Tj(2x−1) dx,

bj ≡
∫ x0

x1

Tj(2x−1) dx = Aj,0.

(27)

定積分 Ai,j の計算
y = 2x−1から y1 ≡ 2x1−1 = 1+2

μ − 1
σ+1

，y0 ≡ 2x0−1 =

1+2
μ

σ
とおき，公式 Ti(y) Tj(y) =

1
2
{Ti+j(y)+T|i−j|(y)}

を用いると

Ai,j =
1
2

∫ y0

y1

Ti(y) Tj(y) dy

=
1
4

∫ y0

y1

{
Ti+j(y) + T|i−j|(y)

}
dy

=
1
8

(
Ki+j + K|i−j|

)
.

(28)

定積分K� の計算法
K� ≡ 2

∫ y0

y1

T�(y) dy（� ≥ 0）に対応する不定積分は，

2
∫

T�(y) dy =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2y case � = 0,
1
2

T2(y) case � = 1,

1
�+1

T�+1(y) − 1
�−1

T�−1(y) case � ≥ 2 .

(29)

よって定積分K� (� ≥ 0)は，

K� =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2(y0 − y1) case � = 0,

y2
0 − y2

1 case � = 1,
1

�+1
{T�+1(y0) − T�+1(y1)}

− 1
�−1

{T�−1(y0) − T�−1(y1)} case � ≥ 2 .

(30)

上記の方法で Ai,j と bj の計算をすると，⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Jstop ≡ 1
2

(
2c0

2 +
n∑

j=1

c2
j

)
,

Jpass ≡
n∑

i,j=0

Ai,j ci cj − 2
n∑

j=0

bj cj + Const ,

(31)

となる．
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そこで，阻止域に対する制約条件 2Jstop = ε2 を与えて，
通過域に対する値 Jpass を最小にするときの係数のベクト
ル c = [c0, c1, . . ., cn]を決める．それにはラグランジュの
未定乗数法を用いる．
8.2.1 制約条件付き最小化
まず便利のために，Jstopが変数の二乗和になるように上

記のベクトル cの第 0要素である c0だけをスケール変換し
たものを c′とする．それに対応して行列Aの第 0行および
第 0列だけをスケール変換したものをA′とし，ベクトル b

の第 0要素 b0 をスケール変換したものを b′ とする．それ
はいま n+1次の対角行列をΔ ≡ diag(

√
2, 1, 1, . . . , 1)とし

て，それを用いて c′ ≡ Δ c，A′ ≡ Δ−1 AΔ−1，b′ ≡ Δ−1 b

と書ける．それにより⎧⎨
⎩ Jstop =

1
2

c′T c′,

Jpass = c′TA′ c′ − 2b′T c′ + Const ,
(32)

となる．これに対して制約付き最小化のラグランジュの未
定乗数法による目的関数を

L(c′, η) ≡ 1
2

c′TA′ c′ − b′T c′ + η
1
2

( c′T c′ − ε2 ) (33)

とすると，その最小化条件は：{
(A′ + ηI) c′ = b′,

c′T c′ = ε2 ,
(34)

となる．すると，ηを未知数として c′ を表わせば，

c′ = (A′ + ηI)−1b′ (35)

であるから，それを制約条件の式 c′T c′ = ε2 に代入すれ
ば，ηだけについての以下の方程式：

b′T (A′ + ηI)−2 b′ = ε2 , (36)

が得られる．この方程式の解 ηの値を用いて c′ を

c′ ← (A′ + ηI)−1b′ (37)

として計算する．このようにして得られた c′の最初の要素
を c ← Δ−1c′ によりスケール変更して cを作る．
8.2.2 固有値分解を利用した ηの解法
まず実対称正定値行列 A′ の固有値分解 A′ → UDUT，

UT U = I を行う．そうして β ≡ UT b′ とおくと，η を決
めるための方程式 (36)は：

ε2 = b′T U(D + ηI)−2UT b′ = βT (D + ηI)−2β (38)

となる．この関係をベクトルの成分を用いて書き表わせば：
n∑

j=0

(
βj

dj + η

)2

− ε2 = 0 (39)

となる．この等式（39）の左辺を h(η)と書けば，対角行列D

は数学的には正値なので，η > 0において関数 h(η)は連続で
狭義単調減少であり，η → ∞のとき h(η)は負の値−ε2に近
づく．すると η = 0のときの値 h(0) ≡ ∑n

j=0(βj/dj)2 − ε2

が正であれば，方程式 h(η) = 0には唯一の正の根 η が必
ず存在する．（なお実際には数値誤差の影響で D の対角
要素 dj に負の値が現れたらすべて零に置き換えることに
する．その場合は η = 0は h(η)の極になるが，それでも
h(η)は η > 0で連続で狭義単調減少であり，η → 0+のと
き h(η) → +∞であるから，やはり h(η) = 0には唯一の正
の根 ηが必ず存在する．）すると非線形方程式 h(η) = 0に
対してたとえば二分法を用いることにより唯一の正根 ηを
必ず求めることができて，それにより式 (37)から

c′ = (A′+ηI)−1 b′ = U (D+ηI)−1 UT b′ = U (D+ηI)−1 β

(40)

とすることでベクトル c′ が求まる．その c′ から第 0要素
だけのスケール変更 c ← Δ−1c′ を行なえばチェビシェフ
展開の係数 cが得られる．
8.2.3 チェビシェフ展開の低次項を省略する近似法
チェビシェフ展開に含まれる各項の基底多項式 Tkのうち
で，通過域付近（1 < x）では高次側のものが相対的に値が
大きくて影響が支配的となる．そこで，展開係数を並べた
ベクトル cの要素のうちで，高次側の s個（s ≤ n）の係数
cn−s+1, . . ., cn の自由度だけを残して，それ以外の低次側
の係数 c0, c1, . . ., cn−sは零にする「近似」を導入してみる．
そうしてここでは零に制限しない高次側 s個の係数を集め
た s次のベクトルを c′ = {cn−s+1, . . ., cn}と表わし，また
それと対応するようにAの行と列の添字の番号がどちらも
n − s + 1以上の部分の要素だけを並べた s次の行列を A′

とし，さらに同様に s次のベクトル b′ = {bn−s+1, . . ., bn}
も作る．するとラグランジュの未定乗数法による制約付き
最小化のための目的関数の式は，

L(c′, η′) ≡ 1
2

c′TA′c′ − b′T c′ + η′ 1
2

(c′T c′ − ε2) (41)

となるので，その最小化条件は前と同様に{
(A′ + η′I) c′ = b′,

c′T c′ = ε2 .
(42)

となる．すると，これもまた同様に η′を正の未知数として

c′ = (A′ + η′I)−1 b′ (43)

と書けるので，それを c′T c′ = ε2 に代入すると，単独の変
数 η′ に対する以下の方程式が得られる：

b′T (A′ + η′I)−2 b′ = ε2 . (44)

この非線形方程式を解いて唯一の正の解 η′を得たら，それ
を用いて

c′ ← (A′ + η′I)−1 b′ (45)

により c′ を計算する．前と同様に η′ や c′ を求める実際の
計算には，実対称行列 A′ の固有値分解が利用できる．
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9. チェビシェフ展開形による下端固有対用
フィルタの伝達関数

上述の方法で構成されたフィルタが期待どおりに働くか
どうかについては，実際に試してみる必要があると思われ
る．なぜならば，通過域において伝達率の最大最小比が低
減できていても，それは加減算による数値相殺により実現
されているので，フィルタで濾過して得られたベクトルは
桁落ちにより有効精度が低下して，その結果として固有値
が通過域にある求めたい固有ベクトルの近似精度も低下し
ている可能性があるからである．
以下のグラフで，その懸念について見ていく．
• 図 7は，n=30，μ=2.0，σ=3.0，ε=10−13 としてチェ
ビシェフ展開の係数を最小二乗法に類似の方法で決め
て構成した伝達関数（その 1）の大きさのグラフであ
る．gp=9.2×10−4，gs=1.4×10−13 となった．

• 図 8は，n=30，μ=1.5，σ=3.0，ε=10−12 としてチェ
ビシェフ展開の係数を最小二乗法に類似の方法で決め
て構成した伝達関数（その 2）の大きさのグラフであ
る．gp=2.9×10−5，gs=1.9×10−12 となった．

• 図 9は，n=40，μ=1.25，σ=1.5，ε=10−14としてチェ
ビシェフ展開の係数を最小二乗法に類似の方法で決め
て構成した伝達関数（その 3）の大きさのグラフであ
る．gp=3.4×10−7，gs=1.5×10−14 となった．

これらをみると，いずれも通過域で伝達関数の値は頂上付
近で増加が抑制され振動していて，通過域での伝達率の
最大最小比が低減できていることが分かる．しかしなが
ら，g(t)の式計算の中では各項の数値は丸めを行いながら
加算がされていることを思い出す必要がある．たとえば
g(t) =

∑n
k=0 ck Tk(2x−1)の計算で，横軸 tの値に対して，

チェビシェフ多項式の三項漸化式を利用して項の番号 kを
0から nまで上げながら係数 ck を乗じて和をとりながら
計算していくときに，その途中で部分和の値が達成した絶
対値最大の値をグラフに青線でプロットしたものを書き添
えると，以下のようになる
• 図 10は図 7に部分和がとった最大の絶対値のグラフ
を書き加えたものである．

• 図 11は図 8に部分和がとった最大の絶対値のグラフ
を書き加えたものである．

• 図 12は図 9に部分和がとった最大の絶対値のグラフ
を書き加えたものである．

10. まとめ

実対称定値一般固有値問題の固有対のうちで固有値が区
間 [a, b]（但し aは最小固有値以下とする）にある下端固有
対をフィルタ対角化法で求める方法について考察した．そ
れに用いるフィルタを，シフトが実数である一つのレゾル
ベントの多項式で構成する方法について考察を行った．
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図 7 最小二乗法に類似の方法による伝達関数（その 1）：|g(t)|（n=30，
μ=2.0，σ=3.0，ε=10−13）gp=9.2×10−4，gs=1.4×10−13
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図 8 最小二乗法に類似の方法による伝達関数（その 2）：|g(t)|（n=30，
μ=1.5，σ=3.0，ε=10−12）gp=2.9×10−5，gs=1.9×10−12
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図 9 最小二乗法に類似の方法による伝達関数（その 3）：|g(t)|（n=40，
μ=1.25，σ=1.5，ε=10−14）gp=3.4×10−7，gs=1.5×10−14

最小固有値より小さい実数をシフトとして用いるので，
レゾルベントの作用を実現する連立一次方程式の行列は実
対称正定値となる．その連立一次方程式を行列分解を利用
して解く場合には，分解結果を保持できるのであれば，分
解を最初に一度だけ行えば後はそれを再利用することによ
り係数が同じ連立一次方程式を素早く解くことができる．
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図 10 最小二乗法に類似の方法による伝達関数（その 1）：
|g(t)|（n=30，μ=2.0，σ=3.0，ε=10−13）gp=9.2×10−4，
gs=1.4×10−13
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図 11 最小二乗法に類似の方法による伝達関数（その 2）：
|g(t)|（n=30，μ=1.5，σ=3.0，ε=10−12）gp=2.9×10−5，
gs=1.9×10−12
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図 12 最小二乗法に類似の方法による伝達関数（その 3）：
|g(t)|（n=40，μ=1.25，σ=1.5，ε=10−14）gp=3.4×10−7，
gs=1.5×10−14

そのため，レゾルベントの多項式の作用の計算の中でレゾ
ルベントの作用を多項式の次数と同じ回数だけ適用する際
に好都合である．用いるレゾルベントが一つだけなので，
実対称正定値行列を一つ対称分解するだけで良く，レゾル

ベントを複数用いる場合に比べて行列分解に費やす計算量
が少ないことが利点である．
レゾルベントのチェビシェフ多項式として構成された

フィルタは，極めて簡単な式を用いて設計を行なえる．し
かし得られるフィルタの伝達特性は，通過域での伝達率の
最大最小比が大きいので，得られる近似固有対の精度は均
一にはならない．レゾルベントのチェビシェフ多項式で構
成されたフィルタは，それを用いた対角化がある程度うま
く働くことは実際に使用してみて確認してある．
今回は，レゾルベントのチェビシェフ多項式であるフィ

ルタからの改良への一つの方向として，異なる次数のチェ
ビシェフ多項式（ただし引数は共通）の線形和への一般化，
すなわちチェビシェフ展開形を採用する場合の設計の方法
を検討した．チェビシェフ多項式からチェビシェフ展開へ
拡張することで増した自由度を用いて，通過域に於ける伝
達率の最大最小比を減らすことを狙ったものである．
なお（紙数の制約から）付録に記述を回すが，実対称定

値一般固有値問題の固有対で固有値の範囲が固有値分布の
端ではなくて一般的な位置にある「中間固有対」はフィル
タにシフトが虚数のレゾルベント（の虚部）の多項式を用
いることにより同様の方法で求められる．それには上記中
で x ≡ μ+σ

t+σ
としている箇所を x ≡ μ2+σ2

t2+σ2
に置き換えて，

フィルタの伝達関数を xの実多項式として扱かえばよい．
そうすると（付録の記述のように）中間固有対用のフィル
タの伝達特性の調整や設計は，下端固有対用のものとほぼ
同様の方針でできる．そのように設計された伝達関数から
構成されるフィルタは，「シフトが虚数のレゾルベントの
虚部」の実多項式になる．実多項式としてチェビシェフ多
項式を用いたフィルタは，それを実際に対角化に使用して
みてある程度うまく働くことを確認してある．また（上記
までと同様に）多項式をチェビシェフ多項式から拡張して
チェビシェフ展開形にすれば，通過域での伝達率の最大最
小の比が低減できる．しかしその低減した効果がはたして
数値計算として実際に有効であるのかについては，今後に
実際に実験を行なって確かめてみる必要がある．
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付 録

A.1 付録：中間固有対を求める場合のフィルタ
いま行列 A，Bは実対称で，Bは正定値の実対称定値一
般固有値問題を Av = λB vとする．この問題の固有対で
固有値が固有値分布の端ではなくて任意の区間 [a, b]にあ
るもの（中間固有対）をフィルタ対角化法を用いて解くこ
とにする．この場合には，シフト ρを虚数にとることでレ
ゾルベントR(ρ) = (A− ρB)−1Bが有界作用素となること
を保証する．そうして，対角化に用いるフィルタをレゾル
ベント R(ρ)を用いて構成する．フィルタは実作用素（実
ベクトルから実ベクトルへの作用素）となるようにする．
レゾルベントの次数が与えられた多項式をフィルタとする
場合は，シフトの位置と多項式の係数をうまく決めてフィ
ルタの伝達特性が望ましいものとなるように設計する．
伝達関数をチェビシェフ多項式を用いて表される形にす
ると阻止域での強い減衰特性を容易に実現できるので設計
が簡単になる．ただし通過域での伝達率の最大最小比はあ
まり小さくできない．

A.1.1 中間固有対用のフィルタ作用素と伝達関数
指定された区間 [a, b] に固有値 λ をもつ固有対を求め
る場合に，固有値の座標 λ に対してその正規化座標 t を
λ ∈ [a, b]から t ∈ [−1, 1]への 1次変換 λ = a+b

2 +
(

b−a
2

)
t

を用いて定義する．そうして正規化座標 tを引数とする伝
達関数を g(t) ≡ f(λ)で定義し，ある実数 μ > 1により，
t ∈ [−1, 1]は通過域，|t| ∈ [μ,∞)は阻止域，その中間の
|t| ∈ (1, μ)は遷移域とする．伝達関数 g(t)に対して課す制
約条件は，1) 最大値が 1であること，2) 通過域に於ける最
小値は gp で，逆に g(t) ≥ gp となるのは通過域に限られる
こと，3) さらに阻止域に於ける |g(t)|の上限値が gsである
こと，とする．レゾルベントのシフト ρに虚数を用いる場
合は，特別な理由がなければ g(t)を偶関数にすると便利な
ので，（互いに複素共役である）g(t)の極を純虚数にする．
伝達関数の形状を与える三つのパラメタ μ，gs，gp につ
いては（下端固有対用の場合と同様に）：
• 遷移域と通過域の幅の形状比である 1より大きい μの
値は，1に近いことが望ましい．μが大きければ遷移域
が広くなり，遷移域に多くの固有値が入る可能性が増
す．固有値が遷移域にある固有対の数が増すと，フィ
ルタで濾過するベクトルの数をそれだけ多くする必要
が生じる．

• 阻止域に於ける伝達率の大きさの上限 gsは極めて小さ
い正数であることが望ましい．gs が微小でなければ，
固有値が阻止域にある不要な固有ベクトルが十分に減
衰を受けずにフィルタで濾過された結果に混入して，

それから張られる不変部分空間の近似を悪くする．
• 通過域での伝達率の最大最小比の逆数 gp の値は 1以
下の正数であるが，1に近いことが望ましい．gp の値
が小さいと計算で求めた（固有値が通過域にある）近
似対の精度はそれだけ不均一になる可能性がある．

ただし，これら形状パラメタ μ，gs，gp の値の改善への要
求は互いに相反するので，つりあいを考えて調整すること
になる．最良の特性を持つフィルタの設計は，次数 nを固
定した場合には虚数のシフト ρ の値とフィルタを与える
多項式の係数値の最適化問題となり，結果は数値だけで得
られて，困難でありまた見通しも悪い．そこで以下ではま
ず，チェビシェフ多項式の性質を利用した簡易な設計法を
示す．これは g(t)の関数形を一つのチェビシェフ多項式で
表わされるものに制限する．関数の選択の範囲を狭めてい
るので，得られる伝達関数の形状は最良ではないが，制約
条件を指定した場合の伝達関数 g(t)を簡単な式計算で決定
できる利点がある．

A.1.2 チェビシェフ多項式で表わされた伝達関数の設計
いま通過域は t ∈ [−1, 1]，阻止域は |t| ∈ [μ,∞)とし，σ

を正の実数パラメタとして，伝達関数の関数形を一つの n

次チェビシェフ多項式で表わされた以下の形に制限する．

g(t) = gs Tn(y), y = 2x − 1, x =
μ2 + σ2

t2 + σ2
. (A.1)

阻止域の全体に対応してチェビシェフ多項式の引数である
y は (−1, 1]の全域を動く．この関数は tの 2n次の実有理
関数で，偶関数である．複素共役な純虚数 t = ±σ

√−1を
極に持ち，それぞれ n位の極である．チェビシェフ多項式
の性質から，阻止域 |t| ≥ μにおける制約条件 |g(t)| ≤ gs

は最初から満たされており，阻止域の外部の t ∈ [0, μ)で
は単調減少である．すると残りの二つの制約条件 g(0) = 1

と g(1) = gp はそれぞれ，

1
gs

= Tn

(
1 + 2

μ2

σ2

)
,

gp

gs
= Tn

(
1 + 2

μ2−1
σ2+1

)
(A.2)

となる．またこれらを逆双曲線関数を用いて表わせば以下
のようになる（公式 cosh−1(1 + 2x2) = 2 sinh−1 |x|も用い
ている）．

⎧⎪⎨
⎪⎩

cosh−1 1
gs

= 2n sinh−1 μ

σ
,

cosh−1 gp

gs
= 2n sinh−1

√
μ2−1
σ2+1

.

(A.3)

A.1.2.1 三つ組として n，μ，σの値を指定する場合
いま三つ組 n，μ，σの値を指定する場合は，以下のチェ

ビシェフ多項式あるいは（逆）双曲線関数で表わされた二
つの関係式の右辺の値をそれぞれ計算すれば，ただちに gs

と gp の値が求まる．
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⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1
gs

← Tn

(
1 + 2

μ2

σ2

)
= cosh

(
2n sinh−1 μ

σ

)
,

gp

gs
← Tn

(
1 + 2

μ2−1
σ2+1

)
= cosh

(
2n sinh−1

√
μ2−1
σ2+1

)

(A.4)

求めた特性値 gs と gp が望ましくなければ，三つ組 n，μ，
σの値を変えて再度試行する．
A.1.2.2 三つ組として gp，gs，μの値を指定する場合
三つ組として三つの形状パラメタである gp，gs，μの値

（ただし 1 > gp � gs > 0，μ > 1）を指定して，それから
σと nの値を決定する場合を考える．上述した二つの制約
条件の式から，nの値を表わす二通りの式が得られる．

n =
cosh−1 1

gs

2 sinh− μ

σ

, n =
cosh−1 gp

gs

2 sinh−1

√
μ2−1
σ2+1

. (A.5)

これら nを表わす二通りの式を等しいとおくと，正の実数
σ についての非線形方程式 G(σ) = r が得られる．この方
程式の左辺と右辺は具体的には以下のものである．

G(σ) =
sinh−1

√
μ2−1
σ2+1

sinh−1 μ

σ

, r =
cosh−1 gp

gs

cosh−1 1
gs

. (A.6)

非線形方程式 G(σ) = r はたとえば二分法を用いて解く．
もしも方程式に正の実数解 σが存在しない場合は，与えら
れた三つ組の実現が不可能であることを意味する．方程式
を解いて σの値が得られれば，それを用いて次数 nを表わ
す二通りの式の値を計算すれば一致するが，その nの値は
一般には整数ではなく矛盾を生じる．そこで，計算で求め
た実数値を切り捨てて整数化した値を nとして設定する．
この整数 nの値，最初に与えられた μの値，先ほど求めた
σの値の三つ組 n，μ，σから式を計算して gs と gp の数値
を求めて，最初に指定した gs と gp の値を修正する．そう
してあたかもそれらの修正後の gs と gp の値が最初から指
定されていたことにすれば，矛盾は解消する．このように
変更を行なった値が，作成したいフィルタの特性値として
適切ではない場合は，最初に指定する gs と gp の片方ある
いは両方の値を変えて再度試行するか，もしくは μの値を
変えて試行する．

A.1.3 伝達関数に対応するフィルタの構成法
一つのチェビシェフ多項式を用いて表わされた g(t)を伝

達関数に持つフィルタ F を，レゾルベントを用いて構成す
る方法を示す．まず σと固有値の正規化座標 tは共に実数
であるとして

1
t2 + σ2

=
1
σ

Im
1

t − σ
√−1

(A.7)

である．ここで Imは虚部をとる操作を表わす．さらに正

規化座標 tと固有値の座標 λの間の関係 t = 2
b−a (λ−a)−1

を用いれば，ρ ≡ a+b
2 +

(
b−a
2

)
σ
√−1とおいて，

1
t − σ

√−1
=

(
b − a

2

)
1

λ − ρ
(A.8)

である．さらに表記の簡単化のために，

� ≡ μ2+σ2

σ

(
b − a

2

)
(A.9)

とおく．すると tを用いて表わされているチェビシェフ多
項式の引数の式を λを用いて表わせば

2
μ2 + σ2

t2 + σ2
− 1 = 2� Im

1
λ − ρ

− 1 (A.10)

となる．これに対応する作用素は 2� ImR(ρ)− I であるか
ら，伝達関数：⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
g(t) = gs Tn

(
2

μ2 + σ2

t2 + σ2
− 1

)
,

f(λ) = gs Tn

(
2� Im

1
λ − ρ

− 1
) (A.11)

と対応するフィルタは F = gs Tn (2� ImR(ρ) − I) である
ことがわかる．ここで R(ρ)はシフトが虚数 ρのレゾルベ
ントであり，I は恒等作用素を表わす．

A.1.4 中間固有対用のフィルタの作用を与える算法
上述のように構成された伝達関数を持つ中間固有対用の

フィルタ F を，与えられた実のN 次列ベクトルをm個並
べた組 X（N×m実行列）に作用させて，別の実の N 次
列ベクトルをm個並べた組 Y （これも N×m実行列）を
作る処理 Y ← F X の算法は，たとえば図 A·1のように
すれば実現できる．ただし V , W はそれぞれ作業用の実の
列ベクトルの組（N×m実行列）で，Z は作業用の複素列
ベクトルの組（N×m複素行列）である．またレゾルベン
トR(ρ)を作用させる処理 Z ← R(ρ) W は実際には与えら
れたベクトルの組W からまず右辺ベクトルの組 B W を
作り，次に行列 C ≡ A− ρB を係数とする連立一次方程式
の組 C Z = B W を Z について解くことで実現する．行列
A，Bが実対称でシフト ρは複素数なので C は複素対称行
列（CT = C）である．さらに，もしも A，B が帯行列の
場合は C も帯行列となり，連立一次方程式は複素版の帯行
列用の修正コレスキ法を用いて能率よく解ける（ピボット
選択をしない場合に精度の面で支障がないか，については
今後の検討を要する）．連立一次方程式の右辺の組 B W は
実であるが，係数行列 C や解の組 Z は複素である．n次
の多項式を用いたフィルタの実現には，行列 C を係数とす
る連立一次方程式の組を解く処理が全部で n回含まれてい
るが，行列分解を用いて連立一次方程式を解く場合には，
C の行列分解を最初に一度だけ行なってその結果を保持し
ておけば，その後は分解計算を新たに行なわずに少ない演
算量で連立一次方程式の組を解くことができる．
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ρ ← a + b

2
+

„
b − a

2

«
σ
√−1 ;

� ← μ2+σ2

σ

„
b − a

2

«
;

Z ← R(ρ) X ;

V ← X ;

W ← 2 � Im Z − X ;

for k := 2 to n do begin

Z ← R(ρ) W ;

Y ← 4 � Im Z − 2W − V ;

V ← W ;

W ← Y

end ;

Y ← gs Y

図 A·1 中間固有値用フィルタの作用 Y ← F X の算法

A.1.5 チェビシェフ多項式で表わされた伝達関数の例
チェビシェフ多項式で表わされる形の伝達関数 g(t)を

実際にパラメータを指定して設計し構成した例をいくつか
示す．通過域は t ∈ [−1, 1]で，阻止域は |t| ∈ [μ,∞)であ
る．伝達関数の極の位置は純虚数 t = ±σ

√−1である．各
図のグラフでは伝達率の大きさ |g(t)|の対数値を赤い曲線
で，tの偶関数であるから右半分 t ≥ 0だけをプロットし
た．黒い補助線は，通過域の端 t = 1とそのときの伝達率
の値 gp，それと阻止域の端 t = μとそのときの伝達率の値
gs を示している．

3つ組として n，μ，σの値を指定して伝達関数を設計し
た例を表 A·1に示す．また，三つ組として gp，gs，μを指
定する場合の例を表 A·2に示す（これはまず方程式を解
いて σを得て，次に nを表わす式を用いて求めた値を切り
捨てて整数 nとし，そうして n，μ，σの値から最初に指定
された gp，gs の値を修正する）．

表 A·1 三つ組として n，μ，σ を指定した場合の伝達関数の設計例
n μ σ gp gs グラフ
10 2.0 1.0 2.64×10−4 5.78×10−13 図 A·2
15 2.0 1.5 6.38×10−4 9.71×10−15 図 A·3
20 1.5 1.5 7.41×10−6 9.77×10−16 図 A·4
20 1.5 2.0 2.08×10−4 1.82×10−12 図 A·5
30 1.5 3.0 3.10×10−4 5.78×10−13 図 A·6

表 A·2 三つ組として gp，gs，μを指定した場合の伝達関数の設計例
gp gs μ σ n 修正後 gp 修正後 gs グラフ

10−4 3×10−13 1.5 1.87 20 1.03×10−4 3.32×10−13 図 A·7
10−2 3×10−13 2.0 4.06 32 1.04×10−2 1.32×10−13 図 A·8

A.1.6 チェビシェフ展開形への拡張
伝達関数を n次のチェビシェフ多項式で表わせるものか

ら n次以下のチェビシェフ多項式の和であるチェビシェフ
展開形

g(t) ≡
n∑

k=0

ck Tk(2x − 1) (A.12)
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図 A·2 伝達関数の大きさ |g(t)|（n=10，μ=2.0，σ=1.0）
gp=2.64×10−4，gs=5.78×10−13
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図 A·3 伝達関数の大きさ |g(t)|（n=15，μ=2.0，σ=1.5）
gp=6.38×10−4，gs=9.71×10−15
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図 A·4 伝達関数の大きさ |g(t)|（n=20，μ=1.5，σ=1.5）
gp=7.41×10−6，gs=9.77×10−16

にする．（下端固有対の場合と同様に）展開の係数 ck は
最小二乗法に類似の方法であらかじめ決定しておく．使
用するレゾルベントは一つだけで，フィルタ F のベク
トル v に対する作用の計算は，ρ ≡ a+b

2 +
(

b−a
2

)
σ
√−1，

� ≡ μ2+σ2

σ

(
b−a
2

)
として，チェビシェフ多項式に対する三

項漸化式を用いて Tk ( 2�R(ρ) − I ) vを kを 0から nまで
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図 A·5 伝達関数の大きさ |g(t)|（n=20，μ=1.5，σ=2.0）
gp=2.08×10−4，gs=1.82×10−12
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図 A·6 伝達関数の大きさ |g(t)|（n=30，μ=1.5，σ=3.0）
gp=3.10×10−4，gs=5.78×10−13

上昇させて作りながら，そのつどそれに係数 ck を乗じて
累積和を作ることで実現できる．
A.1.6.1 最小二乗法に類似の方法による最適化
いまの伝達関数 g(t)は x = (μ2 + σ2)/(t2 + σ2)の関数
で tの偶関数だから右半分だけを考えれば良い．すると阻
止域は x ∈ [0, 1]に対応し，伝達域は x ∈ [x1, x0]に対応す
る．ここでは x1 ≡ 1 + (μ2 − 1)/(σ2 + 1)，x0 ≡ 1 + μ2/σ2

である（さらに y1 ≡ 2x1 − 1，y0 ≡ 2y0 − 1である）．阻止
域 x ∈ [0, 1]に於いて，「伝達関数の 0からのずれ」の二乗
の（重み付きの）積分は（下端固有対用の場合と同じで）

Jstop ≡
∫ 1

0

{g(t)}2√
1 − (2x−1)2

dx

=
1
2

(
2c0

2 +
n∑

j=1

cj
2

)
.

(A.13)

また，通過域 x ∈ [x1, x0]に於ける「伝達関数の値の 1か
らのずれ」の二乗の（重み 1の）積分は:
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図 A·7 伝達関数の大きさ |g(t)|
（gp=1.03×10−4，gs=3.32×10−13，μ=1.5）
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図 A·8 伝達関数の大きさ |g(t)|
（gp=1.04×10−2，gs=1.32×10−13，μ=2.0）

Jpass ≡
∫ x0

x1

{1 − g(t)}2 dx

=
∫ x0

x1

{g(t)}2 dx − 2
∫ x0

x1

g(t) dx + Const

=
n∑

i,j=0

Ai,j ci cj − 2
n∑

j=0

bj cj + Const

(A.14)

ここで，
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Ai,j ≡
∫ x0

x1

Ti(2x−1)Tj(2x−1) dx,

bj ≡
∫ x0

x1

Tj(2x−1) dx = Aj,0.

(A.15)

定積分 Ai,j と bj の定義とその具体的な計算方法は下端
固有対の場合と全く同様で，定積分の下限 x1 と上限 x0

の値だけが異なる．そうして，阻止域に対する制約条件
2Jstop = ε2 を与えて，通過域に対する値 Jpass を最小にす
るときの係数のベクトル c = [c0, c1, . . ., cn]を決める方法
も全く同様になる．
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A.1.7 チェビシェフ展開形により構成した伝達関数の例
具体的に構成したチェビシェフ展開形を用いた伝達関数
の例をいくつか示す．
• 図A·9は，n=20，μ=2.0，σ=1.0，ε=10−12としてチェ
ビシェフ展開の係数を最小二乗法に類似の方法で決め
て構成した伝達関数（その 4）の大きさのグラフであ
る．gp=9.8×10−2，gs=1.3×10−12 となった．

• 図 A·10は，n=25，μ=2.0，σ=1.5，ε=10−14 として
チェビシェフ展開の係数を最小二乗法に類似の方法で
決めて構成した伝達関数（その 5）の大きさのグラフ
である．gp=1.5×10−1，gs=1.6×10−14 となった．

• 図 A·11は，n=40，μ=1.5，σ=1.5，ε=10−15 として
チェビシェフ展開の係数を最小二乗法に類似の方法で
決めて構成した伝達関数（その 6）の大きさのグラフ
である．gp=2.4×10−2，gs=1.6×10−15 となった．

これらのグラフをみると，いずれも通過域で伝達関数の値
は頂上付近で押し潰されて振動していて，通過域での伝達
率の最大最小比が低減できていることが分かる．さらにこ
れらの伝達関数について，数値相殺による桁落ちの状況を
調べるために式 g(t) =

∑n
k=0 ck Tk(2x − 1)の値の計算に

おいて，横軸の値 tに対して，チェビシェフ多項式の三項
漸化式を利用して項の番号 kを 0から nまで上げながら係
数 ck を乗じて和をとりながら計算していくときに，途中
で部分和の値が到達した絶対値最大の値をグラフに青でプ
ロットしたものを書き添えると，以下のようになる
• 図 A·12は式計算の途中で部分和がとった最大の絶対
値のグラフを図 A·9に書き加えたものである．

• 図 A·13は式計算の途中で部分和がとった最大の絶対
値のグラフを図 A·10に書き加えたものである．

• 図 A·14は式計算の途中で部分和がとった最大の絶対
値のグラフを図 A·11に書き加えたものである．
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