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総頂点間経路長を最小にする完全２分木への２辺追加 
 

澤田清†1 
 

概要：本研究では，高さ Hの完全２分木に２辺を追加するモデルを提案する．まず，総頂点間短縮経路長を最大にす
る深さ N*の最適な２頂点間に１辺追加する．次に，深さ M (M = 1, 2, ..., H )の２頂点間に２辺目を追加する．総頂点間
短縮経路長を最大にすることにより，深さ M*の最適な２頂点間に追加する辺が得られる． 
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Adding Two Edges to a Complete Binary Tree Minimizing Total 
Distance 

 

KIYOSHI SAWADA†1 
 

Abstract: This study proposes a model of adding two edges to a complete binary tree of height H. Firstly we add one edge 
between the optimal pair of two nodes with the optimal depth N* maximizing a total shortening distance. Secondly we add 
another edge between nodes with the same depth M (M = 1, 2, ..., H ). The optimal pair of two nodes with the optimal depth M* is 
obtained by maximizing a total shortening distance. 
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1. はじめに  

著者らはこれまで，組織構造[1, 2]の情報伝達の効率化を
目的として，メンバー間の関係追加モデルに関する研究を

行ってきた． 

 文献[3, 4]では，完全２分木型の組織構造に対して同じ階

層の２人のメンバー間に関係を追加するモデルを提案した．

そこでは，メンバーとメンバー間関係を頂点と辺に対応さ

せ，高さ Hの完全２分木[5]の同じ深さの２頂点間に１辺を
追加するとき，完全２分木の全頂点対の総経路長（総頂点

間経路長）を最小にする追加辺を求めた．さらに，文献[6]

では同じ深さに２辺を追加するモデルを提案した． 

 本研究では，２辺の深さが同じであるという文献[6]の条

件を一般化し，それぞれの辺は同じ深さの２頂点間に追加

するが，２辺の深さは同じでなくてもよいモデルを提案す

る．ここでも総頂点間経路長を最小にする追加辺を求める

が，辺追加による全頂点対の短縮経路長の総和である総頂

点間短縮経路長を定式化しこれを最大にすることとする． 

2. 問題設定 

 ここでは，高さ H (H = 2, 3, …)の完全２分木の同じ深さ
の２頂点間に，次のように２辺を追加する．ただし，２辺

は異なる深さでもよい． 

(i) 同じ深さの２頂点間に，総頂点間短縮経路長が最大とな

るように深さ N (N = 1, 2, ..., H )に１辺を追加する．文献[3, 
4]より，H = 2のとき深さ N* = 1の２頂点，H = 3, 4, ...のと
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き最深共通祖先の深さが 0である深さ N* = 2の２頂点が総

頂点間短縮経路長を最大にする２頂点である．ここで，最

適な２頂点をそれぞれ nX，nYとする． 

(ii) (i)の辺追加の後，総頂点間短縮経路長が最大となるよう

に深さ M (M = 1, 2, ..., H )に２辺目を追加する．２辺目の２
頂点を mX，mYとする． 

 以下では，２頂点 u，vの最深共通祖先の深さを DDCA(u, 

v)と書くことにする． 

3. 総頂点間短縮経路長の定式化 

(I) H = 2の場合 

M = 2のみであるので，M* = 2である．また，DDCA(mX, 

mY ) = 0のとき総頂点間短縮経路長は 2，DDCA(mX, mY ) = 1

のとき総頂点間短縮経路長は 1であるので，DDCA(mX, mY ) 

= 0のとき総頂点間短縮経路長が最大となる． 
(II) H = 3, 4, ...の場合 
最深共通祖先の深さによって次のように場合分けする． 
(a) DDCA(mX, mY ) = 0, DDCA(nX, mX ) = 1, DDCA(nY, mY ) 

= 1のとき，総頂点間短縮経路長を T1, H (M)とする．ただし，

M = 1, 2, ..., Hである． 
(b) DDCA(mX, mY ) = 0, DDCA(nX, mX ) = 1, DDCA(nY, mY ) 

= 2または DDCA(mX, mY ) = 0, DDCA(nX, mX ) = 2, DDCA(nY, 

mY ) = 1のとき，総頂点間短縮経路長を T2, H (M)とする．た
だし，M = 2, 3, ..., Hである． 

(c) DDCA(mX, mY ) = 0, DDCA(nX, mX ) = 2, DDCA(nY, mY ) 

= 2のとき，総頂点間短縮経路長を T3, H (M)とする．ただし，

M = 3, 4, ..., Hである． 
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(d) DDCA(mX, mY ) > 0の場合，任意の深さMでDDCA(mX, 

mY ) = 1 のときに総頂点間短縮経路長が最大となる．

DDCA(mX, mY ) = 1のとき，総頂点間短縮経路長を T4, H (M)

とする．ただし，M = 2, 3, ..., Hである． 

T1, H (M), T2, H (M), T3, H (M), T4, H (M)は，次のように定式
化される． 

 T1, H (M) は，M = 1のとき 
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である．ただし，M = 2, 3, ..., Hである．T3, H (M) は 
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である．ただし，M = 3, 4, ..., Hである．T4, H (M) は 
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である．ただし，M = 2, 3, ..., Hである． 

4. 最適深さ 

 M = 2, 3, ..., Hについて 

,)()( ,2,1 MTMT HH >                (6) 

 M = 3, 4, ..., Hについて 

,)()( ,3,1 MTMT HH >                (7) 

 M = 2, 3, ..., Hについて 

)()( ,4,1 MTMT HH >                (8) 

である．以上より，H = 3, 4, ...の場合，すべての M（M = 1, 

2, ..., H）に対して，DDCA(mX, mY ) = 0, DDCA(nX, mX ) = 1, 

DDCA(nY, mY ) = 1 のとき総頂点間短縮経路長が最大とな

る． 

 また，M = 1のとき 

,0)()1( ,1,1 >−+ MTMT HH
             (9) 

M = 2, 3, ..., H - 1のとき 

0)()1( ,1,1 <−+ MTMT HH
            (10) 

であることから，総頂点間短縮経路長が最大となる深さは

M* = 2である． 
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