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1 はじめに

ある領域を細かく分けて考えようとするとき，分割

する図形として最も少ない頂点数で作成できる簡単な

図形として三角形が用いられる [3]．凸多角形内に点集

合があるとき，多角形凸包の頂点すべての三角形を用

いて凸多角形の内部を三角形で分割することを三角形

分割という．三角形分割の仕方は一意には定まらない

が，一般につぶれた三角形が少ない方がよいとされる．

つぶれた三角形を一意に定義することもできないが，

内角が小さい，もしくはアスペクト比が大きいなどと

いった特徴をもつ三角形である．図 1が良い三角形の

例で図 2がつぶれた三角形の例である．ここで，アス

ペクト比とは三角形の外接円の半径を内接円の半径で

割った値である．つぶれた三角形は良い三角形に対し

て同じ大きさの外接円を持つが，内接円が小さく，小

さな内角を持つ．三角形分割の組み合わせの中で，最

小角最大，最大外接円最大等の最適性をもつものにド

ロネー図がある．本研究では，ドロネー図の点の接続

条件を変化させて，ドロネー図の形状最適性について

実験的評価を行った．

図 1: 良い三角形の例 図 2: つぶれた三角形の例

2 ドロネー図

平面上の n点からなる集合 P = {p1, p2 · · · , pn}が与
えられているとする．P の２点 pi，pjを通る円を，内部

に他の点を含まないように描くことができるとき，線

分 pi，pj をドロネー辺という．たとえば，P = {p1，p2
，p3，p4}とし，線分 p1p2，p3p4が交差するように配置
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されていたとする (図 3)．この２線分のうち，一方は

ドロネー辺であり，他方はドロネー辺でない．これに

どちらかの線分のみが入る円を描くと図 4のようにな

り，円内部に含まれる p1p2がドロネー辺であることが

わかる．これより，一般の P = {p1，p2，p3，p4}全体
で考えたとき，ドロネー辺は交差しないことを示して

いる．

ドロネー辺 pi，pj に対して，pi，pj を通る円を少し

ずつ大きくしていくとき，初めて出会うほかの点を pk

とすると，線分 pipk，pjpk もドロネー辺である．した

がって，P のすべてのドロネー辺を描くと，三角形 pi

，pj，pk が現れる．また，ドロネー辺同士が交差しな

いので，全てのドロネー辺を描くと三角形分割になる．

この三角形分割のことをドロネー図と呼ぶ．

図 3: ドロネー辺の例
図 4: 外接円でドロネー辺

を判別

3 研究の目的

ドロネー図は三角形分割の中で，三角形の内角を辞

書式順序に昇順に並べたとき最大であり，三角形の外

接円と辞書式に降順に並べたときに最小であるという

意味で，つぶれていない三角形による三角形分割とし

ての最適性をもつ．３次元でも同様に四面体分割とし

て，ドロネー図を考えることができるが，つぶれた四

面体が存在する．３次元でつぶれた三角形，四面体を

減少させるために，ドロネー図を一般化した Lp ドロ

ネー図を利用することを考える．しかし，一般に３次

元において Lpドロネー図の実験の実装は困難である．

２次元でもドロネー図は，最適性の証明があるため，十

分に調べられていない．そこで，Lpドロネー図を３次

元で実験する前準備として，２次元で Lp ドロネー図

を実験し，三角形の形状がどのように変化するか比較



する．

4 Lpドロネー図

三角形分割の両側に三角形をもつ辺 pipj に対して，

両側の三角形を △pipjpk，△pjpipl とする．△pipjpk

の外接円が，peを含むことと，△pjpiplの外接円が pk

を含むことは同値であり，このとき三角形分割から辺

pipj を消去し，辺 pkplを追加することをフリップ操作

という．任意の三角形分割からフリップ操作を任意の

順に続けていくとドロネー図になって，それ以上フリッ

プ操作が続けられなくなることが知られている．２次

元ドロネー図のフリップ操作で用いる中心を点 (a，b)

とする三角形の外接円の方程式はユークリッド空間に

おいて，(x−a)2+(y−b)2 = r2と表される．この円の

方程式を Lp空間での式に変更したものが Lpドロネー

図である．ユークリッド空間上ではある２点 (x，y)，(a

，b)間の距離DはD2 = (x−a)2+(y− b)2と表される

が，Lp空間上では距離はDp = |x−a|p+ |x− b|pと表
される．したがって，２次元Lp空間でのフリップ操作

で用いる円の方程式は |x− a|p + |y − b|p = rp に変更

される．この円を Lp 円と呼ぶ．Lp 円を用いてフリッ

プ操作を行うことで，作成される三角形分割を Lp ド

ロネー図と呼ぶ．ドロネー図は L2ドロネー図である．

5 実験方法

5.1 条件１：点の密度を一様にした場合

対象領域として正方形を考える．そしてこの正方形

の中に 5000点をランダムに配置する．その点群からド

ロネー図および Lpドロネー図を作成し，pの値を 1.2

から 3.8の値域で変更して比較する．比較方法は，メッ

シュの質のよさをはかるための尺度として，各三角形

のアスペクト比（外接円の半径/内接円の半径）を用い

る．理想的な三角形である正三角形の場合，アスペク

ト比は 2となる．図 5，図 6に実験で用いていないド

ロネー図の各アスペクト比の個数を示す．アスペクト

比 2から 6までは安定して個数が減り続けているのに

対して，10以上はそのような傾向がみえず，不安定で

ある．したがって，アスペクト比が 10以上の三角形が

フリップ操作でも残ってしまった形の悪い部分とみな

す．また，形の良い部分として大部分を占めているア

スペクト比 2から 4の部分を調べ，どの様な増減をす

るか計測する．なお，二次元においてｐの値が２のと

き最適であるという事実から，３次元において Lp ド

ロネー図の実験を行った場合も良化を期待できるのは

pが２に近い場合であると予想する．そこで，pを 1.8

から 3.8までの間で変化させてデータを取る．

5.2 条件２：点の密度を変更した場合

有限要素法では，解が激しく変化する領域とそうで

ない領域では，自動分割する場合にメッシュの密度が

異なる．解が激しく変化する領域では，メッシュが粗

すぎると十分な精度が得られないため，多くの点置い

て細かく分割する必要がある．[1] 領域となる正方形の

縦横比半分の大きさの領域を内部に用意し，その内部

に全 5000点のうち 4000点を集中させて実験を行う．

図 5: アスペクト比 6未満の三角形の個数 (横軸は三角

形の個数，縦軸はアスペクト比を表す)

図 6: アスペクト比 6以上の三角形の個数 (横軸は三角

形の個数，縦軸はアスペクト比を表す)

6 結果

6.1 条件１

図 7より，p = 2周辺から離れるほどアスペクト比 2

から 4，つまりつぶれていない三角形の個数は減少し

ていく．p = 2から p = 3.8までの変化は比較的緩やか

に減少しているのに対して，p = 2から p = 1.2まで

の変化は急な減少である．逆に図 8より，アスペクト

比 10以上のつぶれた三角形は p = 2周辺から離れる

ほど個数が増大していく．p = 2から 3.8までの変化は

比較的緩やかに増大しているのに対して，p = 2から

p = 1.2までの変化は急な増大である．

6.2 条件２

図 9の様に，p = 2周辺から離れるほどアスペクト

比 2から 4の三角形の個数が減少していく傾向は条件



図 7: アスペクト比 2から 4である三角形の個数

（横軸は pの値，縦軸は個数を表す）

図 8: アスペクト比が 10以上である三角形の個数

（横軸は pの値，縦軸は個数を表す）

１と同じである．また，図 10のアスペクト比 10以上

のグラフでも条件 1と同様の傾向が見られる．

図 9: アスペクト比 2から 4である三角形の個数

（横軸は pの値，縦軸は個数を表す）

6.3 考察

最も良い三角形分割は p = 2の場合である．これは

最小角最大，最大外接円最小などの最適性が証明済み

なのが示している．アスペクト比，角度の良し悪しで

見てもほぼ最も優れた数値を示していた．さらに，他

の pとの優位性として，計算が非常に簡単なことが挙

げられる．次に良い三角形分割であったのは p = 2に近

い分である．p = 1.8，p = 2.2などはアスペクト比の比

率においてほぼ悪化をみせていない．アスペクト比 10

図 10: アスペクト比が 10以上である三角形の個数

（横軸は pの値，縦軸は個数を表す）

以上の比率の増加が p = 2の場合に比べて，1%におさ

まっている部分として，条件１条件２で共通している部

分は 1.6 < p < 2.8の値である．つまり，1.6 < p < 2.8

の値域ならば，p = 2に比べてあまり悪化していない

といえる．逆に，p = 2から離れるほど良い三角形の

個数が悪化する．また，p < 2の方が p > 2よりも悪

化が急激である．3次元 Lpドロネー図を作成する上で

良化している可能性のある部分としては，p = 2を除

く 1.6 < p < 2.8の部分であると推測する．今後の課

題として，Lpドロネー図は多くの手順を踏む必要があ

る．そのため，３次元に適用し，つぶれた四面体を減

らせたとしても，それが従来の方法と比べてあまり有

効な手段とは言えない可能性がある．
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