
情報処理学会研究報告 
IPSJ SIG Technical Report 

 

 

ⓒ2016 Information Processing Society of Japan 1
 

曲率プロットの指定による曲線の生成と対話的制御 
 

吉田典正†1 斎藤隆文†2 
 

概要：本研究では，弧長に対する曲率を指定した曲率プロットに基づく曲線を弧長パラメータ（Arc-Length 
Parameterization, ALP）曲線として定式化する．曲率プロットを explicit な多項式および有理式 Bézier 曲線で指定する

ことによって，
mG  Hermite 補間の条件のもとで，曲線セグメントを対話的に生成する手法を提案する．n 次の explicit 

多項式 Bézier 曲線の制御曲率は，
mG  Hermite 補間の条件およびユーザによって与えられるパラメータによって決定

する．有理式の場合のウェイトは，ユーザによって与えられる２つのパラメータによって決定する手法を述べる．こ

の手法により， n 次の多項式および有理式の
mG  Hermite 補間を２変数の最適化に帰着させて解く手法を述べる．本

手法をプログラムとして実装し曲線の生成結果を示すとともに，リアルタイムに曲線を生成できることを確認する．
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Interactive Control of Curves by Specifying Curvature Plots 
 

NORIMASA YOSHIDA†1 TAKAFUMI SAITO†2 
 

Abstract: This paper proposes Arc-Length Parameterization (ALP) curves by specifying curvature plots that are graphs of 
curvature versus arc length.  We propose a method for interactively generating curve segments by specifying curvature plots in 
explicit polynomial and rational Bézier curves.  “Control curvatures” of explicit Bézier curves of degree n are computed from 
the given Gm Hermite interpolation condition and a user-specified parameter.  The weights of rational explicit Bézier curves are 
specified by user-specified parameters.  With the use of user-specified parameters, Gm Hermite interpolation of both polynomial 
and rational curves of degree n can be performed by an optimization of two parameters.  We show the results of generated 
curves by implementing the code and confirm that curve segments can be generated in real time. 

 

Keywords: CAD, aesthetic shape design, curvature plot, G1 & G2 Hermite interpolation 
 
 

1. はじめに   

 高度に美的な曲面のデザインでは，デザイナは，反射線

などの曲面への映り込み形状を評価することによって曲面

のデザインを行う．高度に美的な曲面をデザインするため

に，曲面を生成するための曲線自体も高度に美的である必

要があり，曲線の曲率や曲率の変化は重要な要因の一つで

ある．特に，曲率変化の単調性は重要であり，曲率変化の

単調な曲線生成に関する様々な研究が行われてきた． 

 近年，斎藤らによって，方向角パラメータによる曲線

（TAP 曲線）[14]が提案された．TAP 曲線は，曲率半径を

方向角の関数として表すものであり，TAP 関数が多項式の

場合には曲線位置を求める積分が closed-form で求まるこ

と， mG Hermite 補間が線型方程式に帰着することなど優れ

た性質を持つが，変曲点を表現できない．本報告では，曲

率プロット（曲率を弧長によって表したグラフ）を指定す

ることによって，曲線を提案する弧長パラメータ

(Arc-Length Parameterization, ALP)曲線を提案する．これに

より変曲点や直線を表現できるようになる．曲率プロット

を n 次の explicit な多項式および有理式 Bézier 曲線で表現
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し，2 変数の最適化によって  1mG m  Hermite 補間を行う

手法を提案する． explicit 多項式 Bézier 曲線については，

曲率の単調性を維持し， 2G  Hermite 補間が可能な両端点で

の曲率の範囲を実験的に明らかにする． 

2. 関連研究 

曲線の曲率を制御する研究（特に曲率変化の単調性に関

する研究）は，Bézier や B-spline 曲線などの多項式および

有理式曲線に基づくものと，それら以外の曲率をより直接

的に指定する研究に大別することができる． 

2.1 多項式および有理式曲線に関する研究 

 Sapidis と Frey は２次多項式 Bézier 曲線が曲率単調にな

る必要十分条件を示した[15]．Frey と Field は２次の有理式

曲線が曲率単調になる条件を示している[6]．Diez と Piper

は，事前に計算した表を用いて，3 次の多項式 Bezier 曲線

[2]および 3次の有理式Bézier曲線[3]の曲率を単調に変化さ

せる手法を提案している．Wang らは n 次の多項式 Bézier

曲線の曲率変化が単調になる十分条件を示した[18]．Farin

は，曲率および捩率の変化が単調になる class A Bézier 曲線

を提案した[4]．Yoshida, Hiraiwa, Saito らは，class A Bézier

曲線を対話的に制御する手法[21]を示し，典型的 class A 

Bézier 曲線の次数を上げていくと対数螺旋に近づくことを

示した． 
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 Bézier や B-spline などの多項式および有理式曲線の形式

で曲率を制御しようとする試みは他にも多く存在している

が，問題の複雑さは，曲線を  P t  ， t  による 1,2 階微分

を    P , Pt t  とした時に，曲率が 

  
   

 
3

t t
t

t





P P

P
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によって計算されるということに起因している． 

2.2 曲率をより直接的に指定する研究 

 曲率プロットを指定して，曲線を生成する手法は，

Nutbourne ら[10]および Pal らによる研究[11, 12]があるが，

これらは曲率が弧長に対して線形に変化することを前提と

しており，従って曲線セグメントはクロソイド曲線に限定

されていること，および曲線形状が始点における設定値に

依存するなどの問題を持つ．Ali らは，クロソイド曲線お

よび対数らせんを一般化させた generalized Cornu spiral[1]

提案している．本研究は，これらの形式をすべて含む一般

的な形式として，ALP 曲線を提案している． 

 渡辺らは，曲率プロットを３次 Bézier 曲線で表し，曲線

を生成する手法[19]を提案している．渡辺らの手法では，

弧長 s  や両端点での曲率や曲率の変化率などが与えられ

て，曲線を生成しているが，本研究では，n 次 explicit Bézier

曲線を用いてより様々な条件で曲線を生成する手法を提案

している．また，本研究では，弧長 s を最適化によるパラ

メータとして求めないでよい点も特徴である（このことは，

渡辺らの手法をより効率化できることを意味している）． 

 対数美的曲線[8, 9, 20]は，曲率対数グラフが直線となる

曲線である．対数美的曲線は 2G Hermite 補間に応用するに

は非常に曲率の変化が限定されすぎており，そのまま 2G

Hermite 補間に応用することは困難である．また，対数美

的曲線は，曲率変化が単調な美しい曲線を生成できるが，

自由自在に曲率を変化させることは困難である．対数美的

曲線の拡張としては，一般化対数美的曲線[7]や２次対数美

的曲線[22]などが提案されているが，曲率の制御可能な範

囲は限定されている． 

3. ALP 曲線 

3.1 一般的な ALP 曲線 

本節では，まず，曲率が弧長のパラメータで表される曲線

(ALP 曲線)について述べる．本報告では，曲線は特に言及

されていない場合を除いて，次の条件を満たす標準形で考

える． 

・原点を始点とし，そこでの弧長を 0 とする 

・始点での接線ベクトルは x 軸の正の方向を向くとする 

曲率 が弧長 s の関数  s で表されるとする．このとき，

弧長 s  における方向角  は， 

    
0

d
s

s t t       (2) 

で表される． 

標準形での曲線の位置  sP は， 
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で表される．式(2),(3)は，微分幾何では標準的な式であり，

 s に対数美的曲線の曲率の式(13)を代入すれば，対数美

的曲線が得られる． 

3.2 多項式 ALP 曲線 

 多項式 ALP 曲線では，曲率が弧長に関する多項式で表さ

れる曲線である．標準形の n 次多項式 Bézier-ALP 曲線セグ

メントの ALP 関数は，曲線の弧長を ts ，次数を n  とした

場合， 1n  個の制御曲率  0,1, ,i i n    を用いて， 

    
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/
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で表される．ここに， 
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    (5) 

は Bernstein 関数である．式(4)において，s を ts で割ってい

るのは，Bernstein 関数のパラメータ範囲を 0 から 1 に正規

化するためである．  1mG m   Hermite 補間を行う場合に

は，曲線セグメントの方向角の変化 d が与えられる． d は， 
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となる．ここに 
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である．これより， d が与えられたときに， ts は， 
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で求めることができる． 

3.3 有理式 ALP 曲線 

 標準形の n 次有理式 Bézier-ALP 曲線セグメントの ALP

関数は，多項式の場合と同様なパラメータに加え， 1n  個

のウェイト  0,1, ,iw i n  を用いて 
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で表される． d が与えられ． 
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とおいたとき，弧長 ts は， 
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で表される．多項式の場合と異なり， ts の計算には数値積

分が必要となる．式(10)は n 次の explicit 有理 Bézier 曲線で

ある．式(10)は， iw すべてをスケール倍しても曲線は変わ

らないので，自由度は 1 減リ 2 1n  となる．explicit でない

有理式 Bézier 曲線には，再パラメータ化によって曲線形状

は変更しないため 2 2n  の自由度となるが，explicit 有理

Bézier 曲線では再パラメータ化はできないため自由度は

2 1n  となる． 

3.4 変曲点の有無と曲率単調性 

 TAP 曲線は，TAP 関数の符号が変わる点（ 0  の点）

において尖点が生じた．ALP 曲線では，ALP 関数の符号が

変わる点（ 0  の点）において，変曲点が生じる（図 3(b)

を参照）．多項式および有理式 ALP 曲線の変曲点の有無は，

 0,1  の範囲において Bézier clipping[17]を用いて容易に

調べることができる．多項式 ALP 曲線の次数が低い場合に

は，零点の有無を直接判定することにより変曲点の有無を

調べることも可能である． 

 曲率単調性の有無は，ALP 関数の１階微分が，  0,1  の

範囲で 0 にならなければよい．１階微分を行った式に対し

て（有理式の場合は， 0iw  と仮定し，微分した式の分子

のみに対して），変曲点の有無を調べるのと同様に，関数の

零点の有無を調べるか Bézier clipping を用いての曲率単調

性を調べることができる．有理式 ALP 関数は，分数式の微

分になるため複雑になるが， 0iw  と仮定し，微分した式

の分子の零点の有無を調べればよい．式(9)を微分した式の

分子は，文献[13,16]の手法を応用することにより，分子は

（ 2 1n  次ではなく） 2 2n  次の explicit 多項式 Bézier 曲線

で表すことができる． 

4. mG  Hermite 補間 

 本節では，n 次の多項式および有理式 ALP 曲線セグメン

トの  1mG m   Hermite 補間を 2 変数の最適化の問題に帰

着させて行う手法を述べる． mG  Hermite 補間を行うため

には，多項式 ALP 関数の次数は 2 1n m  でなければなら

ない． 2 1n m  の場合には，under-constrained となる．こ

の際，under-constrained となる制御曲率を，１つのパラメー

タで制御する手法を述べる．有理式 ALP 関数については，

多項式 ALP 関数の under-constrained な制御曲率を決めるパ

ラメータに加えて，すべてのウェイトを２つのパラメータ

で制御する手法を述べる． 2 1n m  の場合に，本節で述べ

る制御曲率やウェイトを決める手法は 1 手法であり，その

他に 0 1 /2n    
   , /2 1 nn   

  と仮定して解く手

法など様々な方法が考えられる． 

4.1 多項式 ALP 曲線の mG  Hermite 補間 

 一般性を失うことなく，ここでは，標準形での mG  

Hermite 補間を考える．標準形では，始点 sP  が原点，始点

での接線ベクトル  T1 0s t  ，終点 eP は第 1 象限または

第 2 象限内にあるとする． 1G Hermite 補間では，さらに終

点での接線ベクトル et が与えられる（図 1 参照）．標準形

でない場合には，適切な合同変換を施すことによって，標

準形に変換する． 

次数 1n  の多項式 Bézier-ALP 曲線の 1G Hermite 補間で

は， 0 1,  の 2 つのパラメータを持つ． 1G Hermite 補間 の

与えられた条件 , ,s s eP t t は 3.2 節に述べた方法で満足するの

で， 0 1,  を最適化の変数として，  t es P P  を最小化す

る（実際には非常に小さい誤差の範囲で 0 になる）ような

最適化の手法を用いればよい．次数 3n  の多項式

Bézier-ALP 曲線の 2G Hermite 補間では， 1G Hermite 補間の

条件に加えて，両端点での曲率 ,s e  が与えられる．

1 3,s e     とし， 1 2,  を最適化のパラメータとして，

 t es P P を最小化すればよい． 

 2 1n m  の場合の mG Hermite 補間を考える． 1m  の場

合， 0 1 2, , , m    および   12 , , ,n nn m     が mG Hermite 補

間の条件から決まるので，  1 2 1, , ,m m n m      の 2 3n m   

個の制御曲率を決定すればよい． 2 1n m  の場合は，上記

の 1G Hermite および 2G Hermite 補間と同様に， 1,m m  の

２つを最適化のパラメータとすればよい． 2 1n m  の場合

には，  1 2 1,m n m     の２つのパラメータを最適化のパラメ

ータとし， , ,m n m   を次に述べる手法によって求める． 

 ２つの値 ,s ep p および変数 p が得られたときに， l 個の

 

 

図 1 標準形での G1 Hermite 補間 

Fig.1  G1 Hermite Interpolation in the Standard Form 

Vol.2016-CG-163 No.1
2016/9/5



情報処理学会研究報告 
IPSJ SIG Technical Report 

 

 

ⓒ2016 Information Processing Society of Japan 4
 

点 0 1, , lp p  の値を決定したいとする．ここで， 0 1, , lp p  を

決定する方法は無限にあるが， 0 1, , , ,s l ep p p p を制御点と

する explicit 多項式 Bézier 曲線が単調増加または単調減少

に変化させるように決定する． l 個の点 0 1, , lp p  の

 0 1i i l   番目の点 ip の値は， 

 

 

 
 
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e s s

e
i
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i
v p p p

l

p p v v p
p

p v p v


  


       

   (12) 

によって求める．図 2 に 9l  の例と explicit 多項式 Bézier

曲線を示す． 0p  の場合は線形補間になり，  1,1p  の

範囲では必ず曲線は単調減少または単調増加になる．なお，

2m  の場合の mG Herimite 補間では，この方法を用いても

必ずしも曲率変化の単調性は保証されないが，この手法に

よって，曲率変化の単調性をなるべく維持させながら変曲

点を除去することなどが可能である． 

 2 1n m  の場合の mG Hermite 補間では， 1s mp   ,

 2 1e n mp     とし，式(12)を用いて 2 1l n m   個の制御曲

率 , ,m n m   を求める，の２つのパラメータを最適化のパ

ラメータとする．ここで，式(12)の p は 1G Herimite 補間の

条件などと同様にユーザによって与えられる． 

4.2 有理式 ALP 曲線の mG  Hermite 補間 

 2 1n m  の場合の有理式 ALP 曲線の mG Hermite 補間は，

多項式の場合とほぼ同様であるが，ウェイトも式(12)に基

づいて，次のように決める．有理式 ALP 曲線では，ウェイ

ト iw すべてをスケール倍しても曲線が変わらないため，

0 1w  とする． ew をユーザによって与える値とし， n ew w

とし，ユーザによって与えられる値 wp を用いて wp p , 

0sp w , e np w とし，式(12)を用いて，  1l n  個のウェ

イト 1 2 1, , , nw w w  を求める． 1ew  の場合はすべてのウェ

イトが１になるため多項式になり， 0wp  の場合には

1 2 1, , , nw w w  は ,s ew w の線形補間となる． 

 制御曲率 ik の求め方は，多項式の場合と同様である． mG

Hermite 補 間 の 条 件 か ら ， 0 1 2, , , m    お よ び

  12 , , ,n nn m     が定まるので，  1 2 1,m n m     の２つのパ

ラメータを最適化のパラメータとし， , ,m n m   を式(12)

によって求める． 

5. ALP 曲線の生成結果 

 本節では，4 節までに述べた理論を C++言語で実装した

結果を示す．曲線セグメントは，Intel Core i7 2.2 GHz の CPU

を用いて十分に対話的な速度で計算できている．本節の図

において，曲線上の赤い丸は変曲点を，四角い点は曲率の

極値を示す．また，曲線とともに curvature comb を表示さ

せている．各図において，下のグラフは横軸が ，縦軸が

曲率  の曲率プロットを示している． 

5.1 多項式 ALP 曲線の生成結果 

図 3 に，様々な 多項式 Bézier-ALP 曲線の生成結果を示

す．図 3(a)は次数 1n  の多項式 Bézier-ALP 曲線（ 1G Hermite

補間）である． 1n  の場合は，曲率は弧長に対して線形に

なり（従って，クロソイド曲線となり），曲率は常に単調に

変化するが，(b)に示されるように変曲点が生じる場合があ

る．図 3(c)-(f)は，図 1(a)と同じ 1G Hermite 条件が与えられ

た場合の 3n  の多項式 Bézier-ALP 曲線である．式(12)の p

の値を変えることによって，同じ 1G Hermite 条件で，曲率

プロットおよび曲線形状を変えることができる． 0p  の

場合は，次数 n に依存せず，図 3(a)の場合と同じ曲線とな

る．図 3(g),(h)に， 3, 0.5, 1.5s en     の 2G  Hermite 補間

の結果を示す． 2G  Hermite 補間で求められた曲線は，変

曲点が存在したり，曲率変化が単調でなくなったりする場

合がある．図 3(h)は，曲率の極値が存在し，従って曲率変

化が単調でない例である． 

5.2 有理式 ALP 曲線の生成結果 

 図 4 に有理式 Bézier-ALP 曲線の生成結果を示す．図 4 (a)

は， 3, 0, 2.8, 1.3e wn p w p     の 1G  Hermite 補間を，図

4(b)は 1.3wp  に変更した曲線を示す．図 4(c)は，図 3(h)と

同じ次数および同じ 2G  Hermite 条件であるが，有理式を

用い 0, 3.5, 1.2e wp w p    とすることによって，変曲点を

除いた例である． , ,e wp w p の値は，変曲点が除かれるよう

に（かつ曲率変化の単調性が維持されるように），システム

のスライダーバーを対話的に操作して決定した． 

(a) 

 
(b) 

(c) 

(d) 

図 2  式(12)による補間 

Fig.2  Interpolation by Eq.(12) 
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(a) 1G  Hermite Interpolation ( 1n  )             (b) 1G  Hermite Interpolation ( 1n  ) with an inflection point 

 
        (c) 1G  Hermite Interpolation ( 3, 1n p   )              (d) 1G  Hermite Interpolation ( 3, 0.5n p   ) 

 

        (e) 1G  Hermite Interpolation ( 3, 0.5n p  )              (f) 1G  Hermite Interpolation ( 3, 1n p  ) 

 

 (g) 2G  Hermite Interpolation ( 3, 0.5, 1.5s en     )       (h) 2G  Hermite Interpolation ( 3, 0.5, 1.5s en     ) 

                                                            with a curvature extrema 

図 3 多項式 Bézier-ALP 曲線 

Fig. 3  Polynomial Bézier-ALP curves 
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(a) 1G  Hermite Interpolation ( 3, 0, 2.8, 1.3e wn p w p     )  (b) 1G  Hermite Interpolation ( 3, 0, 2.8, 1.3e wn p w p    ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c) 2G  Hermite Interpolation ( 3, 0.5, 1.5, 0, 3.5, 1.2s e e wn p w p        ) 

図 4 有理式 Bézier-ALP 曲線 

Fig. 4  Rational Bézier-ALP curves 

    

(a) 1G Hermite condition                (b) 3n             (c) 4n              (d) 5n   

      

(e) 10, 0n p          (f) 10, 0.8n p        (g) 10, 0.5n p   

図 5 実験による多項式 Bézier-ALP 曲線の 2G Hermite が可能な領域 

Fig.5  Experimental 2G Hermite region of polynomial Bézier-ALP curves 
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5.3 2G Hermite 補間が可能な領域 

 図 5(b)-(g)は，多項式 Bézier-ALP 曲線について，図 54(a)

に示す 1G Hermite 条件（曲線および curvature comb は無視

する）が与えられたときに，変曲点が存在することなく曲

率変化の単調性を保って曲線セグメントを生成することの

できる始点での曲率 s と終点での曲率 e の範囲（グレーで

塗りつぶされた領域）を実験的に示したものである．図に

おいて，双曲線は文献[3][14]と同様に 2G Hermite 補間が可

能な理論的領域を示している．図 5(b), (c), (d) は

 3,4,5 0n p  の場合であり，次数が高くなると変曲点およ

びその近傍を含むようになり，かつ領域も広くなっている

ことがわかる．図 5 (e), (f), (g)は， 10n  であり p を 0, -0.8, 

0.5 に変化させた場合であり，領域が変化している様子が

わかる． 

6. TAP 曲線との比較 

TAP 曲線と ALP 曲線には，曲率プロファイルの制御が可

能であるなど多くの共通の性質を持つが，それぞれに特徴

を持つ．多項式 TAP 曲線の優れている点は， mG Hermite

補間が線形方程式で解けてしまうこと，及びこのことから，

3 次の多項式 TAP については 2G Hermite 補間が可能な始点

での曲率半径 s および終点での曲率半径 e の領域を解析

的に計算することが可能である．また， mG Hermite 補間の

解が必ず存在することが保証される（ただし，尖点が生じ

る場合がある）．一方，ALP 曲線では，多項式の場合でも，

直接解を求めることはできず，最適化を用いる必要がある

（我々の実装では，十分に対話的な速度で計算できること

を確認している）．ALP 曲線では変曲点や直線を表現する

ことが可能である．ALP 曲線の mG Hermite 補間の解は，

我々が実装して調べた範囲では，常に存在しそうである（た

だし，変曲点が存在する場合がある）が，必ず解が存在す

るという証明はない． 

多項式 TAP 曲線は， 3 4
2, , ,

2 3
   の対数美的曲線は，多

項式 TAP 曲線に含まれた[14]．対数美的曲線の曲率  は弧

長 s の関数として，次式のように表される． 

 
 

1

if 0

1 otherwise

se

s 










  
 

   (13) 

従って， 1 1
1, , ,

2 3
       の対数美的曲線は，多項式 ALP

曲線に含まれる． 

7. まとめと今後の展望 

本報告では，曲率プロットを指定することによって曲線

を生成する弧長パラメータ曲線（ALP）曲線について述べ，

その例として n 次の多項式および有理式Bézier-ALP曲線の

mG Hermite 補間を行う手法を提案した．この手法では，少

ないユーザ指定パラメータで，2 変数の最適化によって mG

Hermite 補間を行うことができる．多項式 Bézier-ALP 曲線

については，与えられた条件のもとで 2G Hermite 補間が可

能な領域を実験的に示した． 

 今後の研究としては，ユーザ指定によるパラメータと曲

線形状との関係性の解明，制御曲率やウェイトのよりよい

決定法，自由曲線による近似などがあげられる． 
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