
情報処理学会論文誌 Vol.57 No.8 1810–1815 (Aug. 2016)

シミュレーションによる緩和除数方式の偏りの比較

ハンスックウォラパーニット スマッチャヤー1,a) 一森 哲男1,b)

受付日 2015年9月4日,採録日 2016年5月17日

概要：好ましい議席配分方式のクラスとして緩和除数方式が提案されているが，本研究では，この配分方式
の偏りを測ってみる．そのため，Balinskiと Youngの定義した尺度と Ernstの定義した尺度を利用する．
さらに，最近，我々の提案した新しい尺度も使用する．これらの尺度を使用し，アメリカの各州の人口を
対象に，それぞれの配分方式の偏りを計算する．この際，妥当な結論を得るため，実際の人口を少し変動
させ，偏りの平均値を求めた．最後に，3つの尺度に対して得られた結果を比較検討する．
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Abstract: In this research, we investigated the bias of relaxed divisor methods by applying the Stolarsky
Mean Method. We compared three different measurements used for the Stolarsky Mean Method. First we
calculated the average bias of two famous bias measurements: the Balinski and Young measurement and the
Ernst measurement. Both measurements have a formula for large and small states. The third measurement,
however, which was created by the researchers, did not factor in the element of large and small states in
the formula. All three measurements were compared together, and the results showed that our measurement
produced similar results to the other two measurements. One method called, the Webster method, gave the
lowest bias value, compared to the other methods. But, at some parameter (θ) the averages of the bias values
of the Balinski and Young measurement and the Ernst measurement include errors.
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1. はじめに

議席配分方式として緩和除数方式が提案され，多

くの好ましい性質を持っていることが判明してい

る [11], [13], [14], [15], [16], [17]．そのため，ここでは，

緩和除数方式を研究対象とした．また，配分方式の優劣の

基準として，配分方式の与える偏りは従来より非常に重

要視されてきた．しかしながら，偏りを測る決定的な「も

のさし」が存在しないため，この問題をより困難なものと

してきた．本稿では，「ものさし」を尺度と呼ぶことにし，
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Balinskiら [1]の定義した尺度と Ernst [5]の定義した尺度

を用いて，緩和除数方式の偏りを調べた．さらに，我々の

提案した新しい尺度 [6]も使用し，3つの尺度に対して得ら

れた結果を比較検討した．その結果，

(i)あらゆる場面で，Webster方式と呼ばれる配分方式の偏

りが最小であること，および，

(ii) 我々の尺度には存在しないが，Balinski らの尺度と

Ernstの尺度には非常に不満な性質のあることを発見した．

本研究では，アメリカの各州の人口を対象にして，配分

方式の偏りの計算を行った．妥当な結論を得るため，実際

の人口を少し変動させ，結果を平均化することにより，配

分方式の偏りを定めた．

本研究の 2章は配分方式を説明する．3章は緩和除数方

式の定義を与えて 4章で偏りの測り方を説明する．5章で
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表 1 5 つの有名な除数方式

Table 1 5 accepted divisor methods.

Method Adams Dean Hill Webster Jefferson

d (a) a a(a+1)

a+ 1
2

√
a (a + 1) a + 1

2
a + 1

表 2 パラメーター θ の値と対応する方式

Table 2 The values of parameter θ according to methods.

θ −∞ −4 −1 0 1 2 +∞
Methods Adams Dean Hill TS Theil Webster Jefferson

シミュレーションによる偏りを説明し，3つの偏りの測り

方を用いて緩和除数方式の偏りを調べる．6章で本研究を

まとめる．

2. 配分方式

現代の議席配分の研究では，配分方式を「除数方式」と呼

ばれる配分方式のクラスに限定して行われるのが一般的で

ある．理由は，このクラス以外の配分方式では，「Alabama

パラドクス」や「人口パラドクス」といった奇妙な現象が

起こるからである（詳細は文献 [1]を参照）．

最初に，記号を定義する．州の数を sとし，州 iの人口

を pi > 0とする．総人口を p，議員定数を hとする．州 i

の取り分とは，理想比例配分値で，qi = h ∗ pi/pと定義さ

れる．各除数方式には，それに対応する「丸め関数」が定

義される．

非負の整数 aの丸め関数 d(a)は a ≤ d(a) ≤ a + 1を満

たす狭義増加関数である．正の実数 x > 0を考え，これを

除数として，各州の人口を除した値 pi/xを丸め関数 d(a)

を用いて整数に丸める（この整数を aiとする）．すなわち，

d(a − 1) < pi/x < d(a)ならば ai = aとし，pi/x = d(a)

ならば ai = aまたは ai = a + 1とする，これらの整数 ai

の総和が議員定数 hに等しければ，ai を州 iに配分される

議席数とする．もし，aiの総和が hに等しくなければ，最

初に定めた除数 xの値を調整し，最終的には，整数 aiの総

和が議員定数 hに等しなるようにする [1], [2], [3]．

除数方式は丸め関数を具体的に定めると，特別な名前で

呼ばれることが多い．たとえば，表 1 にはよく知られた配

分方式とその丸め関数を与える．

3. 緩和除数方式

緩和除数方式の丸め関数は Stolarsky平均 [20]を用いて，

次のように定義されている．

正の整数 aに対し [11], [13], [14], [15], [16], [17]，

dθ (a) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1
e

(a+1)(a+1)

aa , θ = 1
1

log a+1
a

, θ = 0
(

(a+1)θ−aθ

θ

) 1
θ−1

, θ �= 0, 1

(1)

と定義する．

a = 0に対し，

dθ (0) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 , θ ≤ 0
1
e ≈ 0.37 , θ = 1(
1
θ

) 1
θ−1 , θ > 0, θ �= 1

(2)

と定義する．

この丸め関数は 1 つのパラメータ θ を用いて表現され

ており [8], [9], [10], [12], [19]，パラメータをさまざまな値

に設定することにより，さまざまな配分方式を表現するこ

とができる．実際，θ → −∞とすれば Adams方式が得ら

れ，θ = −4のとき，実質上 Dean方式が得られる（詳細は

文献 [15]の命題 3.3を参照）．また，θ = −1のとき Hill方

式，θ = 2のときWebster方式が得られる．そして，θ = 0

ならば TS方式 [23]，θ = 1ならば Theil方式 [24]が得ら

れる．最後に，θ → +∞とすれば Jeffersons方式が得られ

る．以上を表 2 にまとめる．

4. 偏りの測り方

緩和除数方式の丸め関数はパラメータを含むため，緩和

除数方式は 1つの配分方式を表しているのではなく，無限

個の配分方式のクラスを構成している．ただ，我々に必要

なものは唯一の配分方式であるため，パラメータの値を唯

一に決める必要がある．本稿では，配分方式の持つ，議席

配分の偏りを判断規準として，その唯一の値を決めること

にする．

本研究は 2つの有名な偏りの尺度（Balinskiらの尺度と

Ernstの尺度）だけでなく，我々が文献 [6]で提案した尺度

も使用する．これら 3つの尺度では，値が正のとき小州が

有利であることを意味し，値が負のとき大州が有利である

ことを意味する．さらに，これらの尺度の絶対値が大きい

ほど，配分方式の偏りが大きいものと解釈する．

4.1 Balinskiらによる偏りの尺度

まず，Balinskiらが提案した偏り尺度を説明する．人口

の多い州を大州と呼び，その集合を Lとする．また，人口

の少ない州を小州と呼び，その集合を S とする．このと

き，|L| = |S|，L∩S = ∅，L∪S ⊂ {1, . . . , s}と仮定する．
h議席の配分を ai（1 ≤ i ≤ s），取り分を qi（1 ≤ i ≤ s）
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とする．

また，ai(θ)をパラメータ θの緩和除数方式が州 iに与え

る議席数とする．彼らの偏り尺度は大州と小州の取り分 qi

と議席数 ai(θ)の比率を考える．すなわち，

kL(θ) =
∑

i∈L ai(θ)∑
i∈L qi

, kS(θ) =
∑

i∈S ai(θ)∑
i∈S qi

とおいて，

BY (θ) =
kS (θ)
kL (θ)

− 1 (3)

と定義される [1], [4]．

4.2 Ernst方式による偏りの尺度

次に，Ernstの偏り尺度も人口の多い州と人口の少ない

州の取り分 qi と配分議席数 ai(θ)の比率を考えているが，

その定義は Balinskiらによる方式のそれと少し異なる．

Ernst [5]の偏りの定義は，

k′
L (θ) =

∑
i∈L

qi

ai (θ)
, k′

S (θ) =
∑
i∈S

qi

ai (θ)

とおいて，

ER (θ) = 1 − k′
S (θ)

k′
L (θ)

(4)

と定義される [5]．

4.3 我々による偏りの尺度

Balinskiらと Ernstの偏りの測り方では，大州・小州を

分けて計算している．しかし，大州・小州といっても，実

は，大きい小さいは主観的なもので，これらを厳密に区別

することは難しい [18], [21], [22]．本研究は大州小州を区別

せずに使える，文献 [6]で提案した偏りの尺度も使用する．

ここで，緩和除数方式の丸め関数 dθ(a)を用いて，取り分 qi

を整数 [qi]θ に丸める．具体的には，dθ(a− 1) < qi ≤ dθ(a)

を満たす非負の整数 aが存在すれば，[qi]θ = aとする．取

り分 qiが固定されたとして，緩和除数方式の偏りを測る尺

度が，

B(θ) =
s∑

i=1

[qi]θ − h (5)

を用いる [6], [7]．

5. シミュレーションによる偏り

今回の研究では，1960 年度から 2010 年度のアメリカ

の各州の実際の人口を考えた．この期間では，州の数が

s = 50，衆議院議員の議席総数が h = 435である．緩和除

数方式の偏りを求めるが，パラメータ θ の値が −12から

+12の計 25個の整数となる場合の配分方式を対象とした．

また，各年度の人口をそのまま利用し配分方式の偏りを求

めるのではなく，各州の人口をある程度増減させ，偏りの

図 1 Balinski らによる BY (θ) の偏り

Fig. 1 Bias of Balinski and Young BY (θ), see Eq. (3).

図 2 Ernst による ER(θ) の偏り

Fig. 2 Bias of Ernst ER(θ), see Eq. (4).

図 3 我々による B(θ) の偏り

Fig. 3 Bias of B(θ), see Eq. (5).

平均値を求め，その値を配分方式の偏りとした．実際，緩

和除数方式では人口をある程度増減させても，州に配分さ

れる議席数は変化しない．そこで，その議席数が変化しな

い範囲内で，各州の人口をランダムに選んだ．そうするこ

とにより，各年度の 1組の人口から，10万組の人口を作成

し，それぞれの配分方式の偏りを算出した．前の章で述べ

た 3つの尺度 BY (θ)，ER(θ)，B(θ)を用いて，すなわち，

式 (3)，(4)および (5)の定義を用いて偏りを計算した結果

を図 1，図 2，および，図 3 にまとめる．各図の横軸にパ

ラメータ θの値をとり，縦軸に偏りの平均値をとる．以下
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表 3 2010年度の人口パラメーター θ の BY (θ)，ER(θ)，B(θ)の

偏りの平均値

Table 3 The average bias values of BY (θ), ER(θ), B(θ) in

2010.

θ BY (θ) ER(θ) B(θ)

−8 0.1198 0.1585 5.4714

−7 0.1232 0.1681 5.2655

−6 0.1161 0.1614 4.8940

−5 0.1083 0.1537 4.4712

−4 0.1001 0.1457 4.0499

−3 0.0917 0.1371 3.6161

−2 0.0825 0.1274 3.1466

−1 0.0839 0.1333 2.9340

0 0.0747 0.1233 2.4967

図 4 BY (θ) 方式の偏り

Fig. 4 Bias of BY (θ) formula, see Table (3).

図 5 ER(θ) 方式の偏り

Fig. 5 Bias of ER(θ) formula, see Table (3).

では，記号 BY (θ)，ER(θ)，B(θ)は偏りの平均値を表す

ことにする．これらの図より，3つの尺度のグラフの形状

が類似し，どの尺度を用いても，θ = 2のとき，すなわち，

Webster方式の偏りが最小となっていることが分かる．

また，文献 [18]の 50ページに述べられているように，文

献 [1]の 118ページの偏りの観点からすれば，緩和除数方式

はパラメータ θに関して小州有利から大州有利へと徐々に

変化するはずである（より詳しくは，文献 [1]のTheorem5.1

と文献 [13]の Lemma3.4を参照）．ところが，尺度 BY (θ)

と ER(θ)のグラフには，パラメータが大きくなると，尺度

図 6 B(θ) 方式の偏り

Fig. 6 Bias of B(θ) formula, see Table (3).

表 4 2000年度の人口パラメーター θ の BY (θ)，ER(θ)，B(θ)の

偏りの平均値

Table 4 The average bias values of BY (θ), ER(θ), B(θ) in

2000.

θ BY (θ) ER(θ) B(θ)

−2 0.0858 0.1279 3.1457

−1 0.0907 0.1341 2.9460

0 0.0805 0.1238 2.5042

表 5 1990年度の人口パラメーター θ の BY (θ)，ER(θ)，B(θ)の

偏りの平均値

Table 5 The average bias values of BY (θ), ER(θ), B(θ) in

1990.

θ BY (θ) ER(θ) B(θ)

−2 0.0936 0.1299 3.1833

−1 0.0949 0.1352 2.9627

0 0.0840 0.1246 2.5162

表 6 1980年度の人口パラメーター θ の BY (θ)，ER(θ)，B(θ)の

偏りの平均値

Table 6 The average bias values of BY (θ), ER(θ), B(θ) in

1980.

θ BY (θ) ER(θ) B(θ)

−12 0.1460 0.1678 6.6527

−11 0.1402 0.1631 6.3381

−10 0.1339 0.1578 6.0002

−9 0.1384 0.1683 5.8292

−8 0.1317 0.1629 5.4765

−7 0.1241 0.1562 5.0784

−6 0.1162 0.1492 4.7009

−5 0.1077 0.1413 4.2686

−4 0.1096 0.1487 4.0551

の値が減少していないところがある．たとえば，2010年度

人口に対し，θ = −7，および θ = −1で BY (θ) と ER(θ)

の値が増加している（表 3 および図 4，図 5，図 6 を参

照）．同じような現象は他の年度においても，多数発生し

ている．2000年度の θ = −1（表 4），1990年度の θ = −1

（表 5），1980年度の θ = −10と θ = −5（表 6），1970年
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表 7 1970年度の人口パラメーター θ の BY (θ)，ER(θ)，B(θ)の

偏りの平均値

Table 7 The average bias values of BY (θ), ER(θ), B(θ) in

1970.

θ BY (θ) ER(θ) B(θ)

−8 0.1466 0.1693 5.6513

−7 0.1380 0.1622 5.2471

−6 0.1292 0.1547 4.8559

−5 0.1195 0.1463 4.4123

−4 0.1216 0.1531 4.1777

−3 0.1108 0.1435 3.7209

−2 0.0990 0.1325 3.2385

−1 0.0877 0.1219 2.7805

0 0.0882 0.1259 2.5392

1 0.0282 0.0386 0.8753

2 0.0016 0.0000 0.0678

表 8 1960年度の人口パラメーター θ の BY (θ)，ER(θ)，B(θ)の

偏りの平均値

Table 8 The average bias values of BY (θ), ER(θ), B(θ) in

1960.

θ BY (θ) ER(θ) B(θ)

−10 0.15269 0.17747 6.28393

−9 0.14598 0.17180 5.93699

−8 0.14657 0.16935 5.64612

−7 0.13802 0.16225 5.24185

−6 0.12919 0.15473 4.85079

度の θ = −4と θ = 0（表 7），1960年度の θ = −8（表 8）．

以上のことから，尺度BY (θ)，ER(θ)は尺度B(θ)に比べ，

理論的にあまりよくない．

6. おわりに

3つの尺度を用いて，実際の 60年間のアメリカの人口を

利用して緩和除数方式の偏りの平均を測ってみた．その結

果，(i)あらゆる年度で，θ = 2のWebster方式の偏りの平

均が最小となった．このことは過去の研究 [1], [3], [21]の結

果に一致する．さらに，パラメータが増加すると，緩和除数

方式の偏りは徐々に小州有利から大州有利に変化する性質

を持つが，このことは，3つの尺度BY (θ)，ER(θ)，B(θ)が

すべて，狭義減少関数となることを要求している．しかし

ながら，今回のシミュレーションの結果では Balinskiらの

尺度 BY (θ)と Ernstの尺度 ER(θ)ではそうはならなかっ

た．すなわち，我々の尺度 B(θ)は尺度 BY (θ)と ER(θ)

より優れている．
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