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共役勾配法への種々の通信削減手法の適用と評価
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概要：スーパコンピュータの性能はコア数の増加とともに向上している．大規模な線形解法として共役
勾配法（CG法）が広く用いられる．高並列な環境において，内積計算で発生する集団通信が深刻なボト
ルネックになると指摘されている．近年，Communication-avoiding CG法の一種として Chebyshev基底
共役勾配法（CBCG法）が提案されている．本論文では，CBCG法で現れる集団通信の回数を減らした
CBCGR法を示し，CBCGR法に対して通信削減手法であるMatrix Powers Kernel（MPK）の適用を行っ
た．また，2次元と 3次元の Poisson方程式に対して FX10（oakleaf-fx）スーパコンピュータシステムで
最大 1,440ノードを使用した OpenMP/MPIの Hybrid並列での計測を行った．2次元 Poisson方程式で
は CBCGR法および CBCGR-MPK法が一定の並列数以上で CG法および CBCG法よりも高速になり，
3次元 Poisson方程式では一定の並列数以上で CBCGR法が高速となった．
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Abstract: The performance of supercomputers improves as the number of cores increases. The conjugate
gradient (CG) method is useful for solving large and sparse linear systems. It has been pointed out that col-
lective communication needed for calculating inner products becomes serious bottleneck when executing the
CG method on massively parallel systems. Recently, the Chebyshev basis CG (CBCG) method, a variant of
the Communication-avoiding CG method, has been proposed. In this paper, we reduced collective communi-
cation of CBCG method (CBCGR) and applied Matrix Powers Kernel (MPK) for CBCGR method. We then
measured the execution time of these methods for 2D and 3D Poisson problems using OpenMP/MPI hybrid
parallel model on the FX10 (oakleaf-fx) supercomputer system. For the 2D-Poisson problem, the CBCGR
and CBCGR-MPK methods are faster than the CG and CBCG methods when the number of processes
is sufficiently large. For the 3D-Poisson problem, the CBCGR method is faster than the CG and CBCG
methods when the number of processes is sufficeint large.
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1. はじめに

近年，スーパコンピュータの性能はコア数の増加ととも

に向上している．反面，並列に処理を行う際にネットワー

クで結ばれたノード間での通信が必要となることが一般的

である．特にリダクションやブロードキャスト等の集団通

信は，ノード数に応じて通信時間が増加するために，高並
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列時にボトルネックになることが指摘されている．ハード

ウェアレベルでの通信時間の削減は物理的に限界があるた

め，アルゴリズムの観点からの通信時間の削減が必要であ

り，特に通信回数を削減することによる通信のレイテンシ

の削減が重要であるといわれている．

一方，正定値対称な行列を係数に持つ連立一次方程式

Ax = bを解くのに反復解法である共役勾配（CG）法が広

く用いられる [1]．CG法では，1反復中に 1回の疎行列ベ

クトル積（SpMV）と 3回のベクトル加算（axpy），2回の

内積計算が行われる．係数行列をブロック行分割で分散環

境向けに並列化をすると，ベクトルデータを各プロセスに

分散して保持することになる．そのため，内積のたびに集

団通信（MPI AllReduce）が必要となり，この部分が並列

数を増やしていくと深刻なボトルネックとなる．

そこで，内積計算を削減した CG法が提案されてきた．

Chronopoulosらにより CG法の計算順序を変えることで

反復中の 2回の内積計算に必要な MPI AllReduceをまとめ

て行う CG法（C-CG法）が提案されている [2]．Ghysels

らにより C-CG法のアルゴリズムの改良を行い非同期集団

通信向けの Pipelined CG法が提案されている [3]．また，

Chronopoulosらは同論文において CG法 k 反復分の計算

を 1反復にまとめて計算を行い MPI AllReduceを CG法

の 1/k 回にする s-step CG 法，本谷らは k 段飛ばし CG

法 [4]を提案している．しかし，これらの手法は k の値を

大きくすると，収束に要する反復回数の増大または発散

するといった，数値的に不安定になることが報告されて

いる．Hoemmenの博士論文より，Kyrlov部分空間を多項

式基底でまとめて生成する Communication-avoiding CG

（CA-CG）法が提案されている [5]．須田らにより CA-CG

法の一種としてChebyshev多項式を基底とし，Kyrlov部分

空間をまとめて生成するChebyshev基底共役勾配（CBCG）

法が提案されている [6], [7]．CA-CG法とCBCG法ともに

CG法と同等の反復回数で収束するといった数値的安定性

が報告されている．

我々の研究で，京コンピュータおよび FX10上において

FlatMPI並列での CBCG法が高並列時に CG法よりも高

速になることが明らかになっている [8], [9]．また，Carson

も同様にHopperにおいて FlatMPI並列でのNewton多項

式を基底とする CA-CG法が高並列時に CG法よりも高速

になることが報告している [10]．

一方で，通信削減 CG法に現れる (Ar, A2r, · · · , Akr)の

計算に必要な通信回数を削減する Matrix Powers Kernel

（MPK）が Demmel らにより提案されている [11], [12]．

MPKでは，各プロセスが Akrの計算に必要な領域を拡張

し，保持することで，1回の一対一通信で計算を可能とする

が，プロセス間での重複計算が発生する．また，MPKは共

有メモリ環境において，各スレッドが CPUのキャッシュ

に収まる範囲の計算範囲をブロックに分割することで，通

常の SpMVを k回行うよりも高速になるが，スレッド間で

の重複計算が発生する．MPKは CBCG法および CA-CG

法に対して適用でき，さらに通信削減の効果が期待でき，

高速化が見込まれる．MPKの性能面に関しては，Dehnavi

らは Graphic Processing Unit上において，複数の一般行

列に対してMPKの性能評価を行い，SpMVよりも高速に

なることを報告している [13]．黒田らは 2次元と 3次元の

差分問題に対して，Multicolor orderlingで計算領域を色

分けすることでスレッド間の重複計算をなくし，共有メモ

リ環境で従来のMPKよりも高速になることを報告してい

る [14]．しかし，MPKおよびMPKを適用した CBCG法

の高並列環境での性能面についての研究報告は我々の知る

限りではない．

本論文では，CBCG法に対して通信削減アルゴリズム

であるMPKを適用し，FX10上における OpenMP/MPI

の Hybrid 並列での CBCG 法および MPK の性能につい

て述べる．具体的には，まず，CBCG法の計算順序を変

え，1反復に発生する MPI AllReduceを 2回から 1回に

する CBCGR法について述べ，MPKについてと CBCG

法への適用方法を述べ，演算量と通信回数を示す．実際に

CG法と CBCG法，CBCGR法，CBCGR-MPK法のプロ

グラムを実装して FX10を最大 1,440ノードを使用し，2

次元と 3次元の Poisson方程式を対象に実行時間を測定し

た．実行時間をストロングスケーリングで評価した結果，

2次元 Poisson方程式では，一定の並列数以上において，

CBCGR-MPK法，CBCGR法，CBCG法，CG法の順で

高速になることが確認できた．3次元 Poisson方程式では，

CBCGR法が一定の並列数以上において，CBCGR法が高

速となったが，CBCGR-MPK法はプロセス間の重複計算

が影響しどの並列数においても遅い結果が得られた．

以下，2 章では CBCG 法のアルゴリズムについて簡

単に説明する．次に，3 章で CBCG法の反復中に現れる

MPI AllReduceの回数を削減する CBCGR法と MPKに

ついてを述べる．また，各手法の演算量と通信回数につい

て比較を示す．4 章で Hybrid並列での CBCG法で現れる

密行列積と各手法で現れる SpMVの実装方法について述

べる．その後，5 章で FX10上において OpenMP/MPIの

Hybrid並列での性能評価結果を示し，最後に 6 章でまと

めと今後の課題について述べる．

2. Chebsyhev基底共役勾配法

CG法では，係数行列 Aと初期残差 r0 = b − Ax0 によ

り作られる Krylov部分空間を 1反復に 1次元ずつ拡大し

ながら，近似解 xi を更新する．CG法のアルゴリズムを

Algorithm 1 に示す．詳細については，文献 [1]に委ねる．

CG法のアルゴリズムでは，Api（4行目）の計算で SpMV

を 1回，pT
i Api（4行目）と rT

i+1ri+1（8行目）の計算で

内積が 2回行われる．そのため CG法 1反復中に 2回の
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Algorithm 1 The CG method
1: r0 := b− Ax0

2: p0 := r0

3: for i = 0, 1, 2, · · · until ‖ ri ‖2 / ‖ r0 ‖2< ε do

4: Compute pT
i Api

5: αi := rT
i ri/pT

i Api

6: xi+1 := xi + αipi

7: ri+1 := ri − αiApi

8: Compute rT
i+1ri+1

9: βi := rT
i+1ri+1/rT

i ri

10: pi+1 := ri+1 + βipi

11: end for

MPI AllReduceが発生することとなる．

ChronopoulosらはCG法の計算順序を変えることで，内

積による MPI AllReduceを 1回にする CG法（C-CG法）

を提案している．Algorithm 1 の 4行目に現れる pT
i Apiに

ついて式展開を行う．pi+1 = ri+1 + βipi より，

pT
i+1Api+1 = (ri+1 − βipi)

T Api+1

= rT
i+1Api+1 − βip

T
i Api+1

= rT
i+1Api+1

= rT
i+1(Ari+1 + βiApi)

= rT
i+1Ari+1 + βir

T
i+1Api (1)

また，

ri+1 = ri − αiApi

αiApi = ri − ri+1

Api = (ri − ri+1)/αi (2)

であるため，

rT
i+1Api = rT

i+1(ri − ri−1)/αi

= (rT
i+1ri − rT

i+1ri+1)/αi

= −rT
i+1ri+1/αi (3)

となり，式 (1)に代入すると，

pT
i+1Api+1 = rT

i+1Ari+1 − (βir
T
i+1ri+1)/αi (4)

となり，rT
i+1ri+1 と rT

i+1Ari+1 の内積計算が必要となる

が，この 2つの計算は同時に行うことができる．ここで，

Ari+1の計算で SpMVが 1回行われ，Apiの計算も必要と

なるが，Algorithm 1 の 10行目に対して両辺に Aをかけ

ることで Ari を用いて Api を算出することが可能である．

C-CG法のアルゴリズムを Algorithm 2 に示す．C-CG法

では，CG法と比較し，6行目のベクトル加算が 1回増え

るが，9行目で 2個のスカラー値を MPI Allreduce1回で

行うことができる．詳細に関しては文献 [2]に委ねる．

CBCG法では，Kyrlov部分空間を 1反復に k次元ずつ拡

大しながら，近似解を更新することを目指す．CBCG法の

アルゴリズムを Algorithm 3 に示す．Algorithm 3 の 2行

Algorithm 2 C-CG method
1: r0 := b− Ax0

2: α0 := rT
0 r0/rT

0 Ar0

3: β−1 := 0

4: for i = 0, 1, 2, · · · until ‖ ri ‖2 / ‖ r0 ‖2< ε do

5: pi := ri + βipi−1

6: Api := Ari + βiApi−1

7: xi+1 := xi + αipi

8: ri+1 := ri + αiApi

9: Compute rT
i+1ri+1, rT

i+1Ari+1

10: βi := rT
i+1ri+1/rT

i ri

11: αi+1 := rT
i+1ri+1/(rT

i+1Ari+1 − βirT
i+1ri+1/αi)

12: end for

Algorithm 3 The CBCG method
1: r0 := b− Ax0

2: S0 := (T0(A)r0, T1(A)r0, · · · , Tk−1(A)r0)

3: Q0 := S0

4: for i = 0, 1, 2, · · · until ‖ ri ‖2 / ‖ r0 ‖2< ε do

5: Compute QT
i AQi, QT

i rik

6: ai := (QT
i AQi)−1QT

i rik

7: x(i+1)k := xik + Qiai

8: r(i+1)k := rik − AQiai

9: Si+1 :=(T0(A)r(i+1)k), T1(A)r(i+1)k, · · · , Tk−1(A)r(i+1)k)

10: Compute QT
i ASi+1

11: Bi := (QT
i AQi)−1QT

i ASi+1

12: Qi+1 := Si+1 − QiBi

13: AQi+1 := ASi+1 − AQiBi

14: end for

Algorithm 4 Chebyshev Basis
1: η := 2/(λmax − λmin)

2: ζ := (λmax + λmin)/(λmax − λmin)

3: s0 := r

4: s1 := ηAs0 − ζs0

5: for j = 2 to k do

6: sj := 2ηAsj−1 − 2ζsj−1 − sj−2

7: end for

8: S := (s0, s1, · · · , sk−1)

9: AS := (As0, As1, · · · , Ask−1)

目と 9行目がKrylov部分空間を生成する部分であり，ここ

で k 回の SpMVが行われる．Chebyshev多項式を基底と

したKrylov部分空間の生成のアルゴリズムをAlgorithm 4

に示す．Chebyshevの三項漸化式により T (A)に対して係

数行列Aの最小固有値と最大固有値を与えることで，T (A)

の最大固有値の絶対値を小さくなるため数値的に安定とな

る．また，Algorithm 4 に現れる λminと λmaxはそれぞれ

係数行列 Aの最小および最大固有値となる．Algorithm 3

に現れる Biと aiは k次元の行列とベクトルであり，非常

に小さなものであるため，QR分解による最小二乗法で解

いている．CBCG法の詳細については，文献 [5], [7]に委

ねる．

CBCGに現れるQT
i ×AQi（5行目）とQT

i ×ASi+1（10

行目）は k本のベクトルどうしの内積計算に相当する計算

となり，QT
i ×ri（5行目）は k本と 1本のベクトルの内積計
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算に相当する．また，QT
i AQiとQT

i rは同時に計算が可能

である．そのため，係数行列Aをブロック行分割でMPI並

列で実装した場合，CBCG法 1反復あたり MPI AllReduce

が 2回発生する．

3. CBCG法への通信削減アルゴリズムの適用

この章では，3.1 節に C-CG 法のアイディアをもとに

CBCG法 1反復あたりの MPI AllReduceを 2回から 1回

に減らすアルゴリズムについて，3.2 節で CBCG法への

MPKの適用について，3.3 節で演算量と通信回数について

述べる．

3.1 MPI AllReduceのさらなる削減

本論文では，C-CG法のアイディアを基に Algorithm 3

の 5行目に現れる，QT
i+1AQi+1とQT

i+1r(i+1)k を式展開す

ることで，CBCG法 1反復中に発生する MPI AllReduce

を 1 回にする方法を示す．CBCG 法では，Algorithm 3

の 11 行目で QT
i ASi+1 の計算と 5 行目の QT

i+1AQi+1 と

QT
i+1r(i+1)k の計算で MPI AllReduceが計 2回行われる．

ここで，5行目の計算は 11行目の計算の後に行われるもの

として考える．つまり，Qi と Si+1 を用いて QT
i+1AQi+1

と QT
i+1r(i+1)k の計算を行う必要がある．

はじめに，QT
i+1AQi+1 について，Algorithm 3 の 12行

目より，

Qi+1 = Si+1 − QiBi (5)

であるため，QT
i+1AQi+1 に代入すると，

QT
i+1AQi+1 = (Si+1 − QiBi)T A(Si+1 − QiBi)

= ST
i+1ASi+1 − ST

i+1AQiBi

−BT
i QT

i ASi+1 + BT
i QT

i AQiBi (6)

となる．ここで，

Bi = (QT
i AQi)−1QT

i ASi+1 (7)

であり，式 (6)に現れる，BT
i QT

i AQiBi に式 (7)を代入す

ると，

BT
i QT

i AQiBi = BT
i QT

i AQi(QT
i AQi)−1QT

i ASi+1

= BT
i QT

i ASi+1 (8)

となる．したがって，式 (6)に式 (8)を代入すると，

QT
i+1AQi+1 = ST

i+1ASi+1 − ST
i+1AQiBi

−BT
i QT

i ASi+1 + BT
i QT

i AQiBi

= ST
i+1ASi+1 − ST

i+1AQiBi

−BT
i QT

i ASi+1 + BT
i QT

i ASi+1

= ST
i+1ASi+1 − ST

i+1AQiBi (9)

次に，QT
i+1r(i+1)k も同様に，式 (5)を代入すると，

Algorithm 5 The CBCGR method
1: r0 := b− Ax0

2: S0 := (T0(A)r0, T1(A)r0, · · · , Tk−1(A)r0)

3: a0 := (ST
0 AS0)−1ST

0 r0

4: B0 := 0

5: for i = 0, 1, 2, · · · until ‖ ri ‖2 / ‖ r0 ‖2< ε do

6: Qi := Si − Qi−1Bi−1

7: AQi := ASi + AQi−1Bi−1

8: x(i+1)k := xik + Qiai

9: r(i+1)k := rik − AQiai

10: Si+1 :=(T0(A)r(i+1)k), T1(A)r(i+1)k, · · · , Tk−1(A)r(i+1)k)

11: Compute ST
i+1ASi+1, QT

i ASi+1, ST
i+1r(i+1)k, QT

i r(i+1)k

12: Bi+1 := (QT
i AQi)−1QT

i ASi+1

13: QT
i+1AQi+1 := ST

i+1ASi+1 − ST
i+1AQiBi+1

14: QT
i+1r(i+1)k := ST

i+1r(i+1)k − BT
i+1QT

i r(i+1)k

15: ai+1 := (QT
i+1AQi+1)−1QT

i+1r(i+1)k

16: end for

図 1 行列 A が 3 重対角行列のときMPK で (Ar, A2r, A3r) の計

算を 3 プロセスに分散したときの要素間の依存関係

Fig. 1 Dependency between elements when A is a tridiagonal

matrix. MPK divides (Ar, A2r, A3r) into three pro-

cesses.

QT
i+1r(i+1)k = (Si+1 − QiBi)T r(i+1)k

= ST
i+1r(i+1)k − BT

i QT
i r(i+1)k (10)

となる．よって，式 (9)，式 (10) より，ST
i+1ASi+1 と

ST
i+1AQi，ST

i+1r(i+1)k，QT
i r(i+1)k の 4つの計算で導出可

能となる．また，Aは対称行列であることから，

ST
i+1AQi = (QT

i ASi+1)T (11)

で あ る た め ，ST
i+1ASi+1 と QT

i ASi+1，ST
i+1r(i+1)k，

QT
i r(i+1)k の 4つを計算することで，CBCG法 1反復に必

要な MPI AllReduceが 1回となる．本論文ではこの手法

を CBCGR法と呼ぶことにする．CBCGR法のアルゴリ

ズムを Algorithm 5 に示す．

3.2 CBCG法へのMatrix Powers Kernelの適用

MPKは (Ar, A2r, · · · , Akr)の計算に必要な領域を各プ

ロセスが拡張して保持することで，1 回の一対一通信で

計算を可能とする手法である．行列 Aが 3重対角行列の

とき (Ar, A2r, A3r)の計算を 3プロセスに分散したとき

の依存関係を図 1 に示す．図 1 の PE1 の領域は 5であ

るが，MPKを適用する場合は，プロセスの境界に隣接す

る部分を拡張するため，PE0の方向に 2，PE2の方向に 2

ずつ拡張する．そのため PE1は領域サイズ 9まで保持す

る必要があるため，メモリ使用量が増加する．行列 Aが
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表 1 CG法 k 反復あたりの CG法と C-CG法，CBCG法，CBCGR法，CBCGR-MPK法

の演算と通信のコスト

Table 1 The computation and communication costs for the CG, C-CG, CBCG, CBCGR

and CBCGR-MPK methods per the CG method k iterations.

Fother FSpMV Scollective SP2P

CG (10N/P )k (10N/P )k 2k 4k

C-CG (12N/P )k (10N/P )k k 4k

CBCG (8k2 + 12k − 3)N/P (10N/P )k 2 4k

CBCGR (8k2 + 14k − 3)N/P + k2 + k (10N/P )k 1 4k

CBCGR-MPK
(8k2 + 10k + 5)N/P + 12(k − 1)

√
N/P

10
∑k−1

i=0 {
√

N/P + 2(k − 1 − i)}2 1 8
+13k2 − 23k + 12 +

∑k−1
i=2 {

√
N/P + 2(k − 1 − i)}2

3 重対角行列で要素数が N，プロセス数が P とし，Akr

を計算する場合は，各プロセスは {N/P + 2(k − 1)} 次
元の行列に拡張し保持する必要がある．また，演算量は

6
∑k−1

i=0 {N/P + 2(k − 1 − i)}となる．メモリ使用量や演
算量は行列の構造や kによって大きく変化し，2次元や 3次

元に拡張した場合に上記の 3重対角行列の場合以上にメモ

リ使用量および演算量が増加する．CBCG法では Krylov

部分空間をまとめて生成する部分であるAlgorithm 4 に対

してMPKを適用することができる．本研究では，CBCG

法（k）にMPKを適用する場合は，k乗までまとめて計算

するMPKを適用した．また，CBCG法は行列べき乗演算

の間にベクトル演算（Algorithm 4 の 4行目と 6行目）も

含まれているため，この部分もプロセス間での重複計算が

発生する．本論文では，CBCGR法に対してMPKの適用

を行い，この手法を CBCGR-MPK法と呼ぶことにする．

3.3 演算量と通信回数

CG 法と C-CG 法，CBCG 法，CBCGR 法，CBCGR-

MPK法の演算量と通信回数について議論する．CG法は

Algorithm 1 の 3行目から 11行，C-CG法は Algorithm 2

の 4行目から 12行目，CBCG法は Algorithm 3 の 4行目

から 14行目，CBCGR法は Algorithm 5 の 5行目から 16

行目までの演算量と通信回数をそれぞれ算出する．ここで

の演算量は浮動小数点の加算・乗算の回数 F とし，通信回

数はメッセージ数 Sとする．また，SpMVに関しては係数

行列の構造に依存し，演算量の算出が困難であるため，2

次元 5点差分の問題として算出を行う．SpMVの演算量を

FSpMV として，その他の演算量 Fother と分類し，通信も

SpMVで発生する一対一通信（MPI Send/Recv）を SP2P

と，集団通信（MPI AllReduce）を Scollectiveとしてそれぞ

れ分類する．Scollective は MPI AllReduceの回数とする．

係数行列 Aの次元数を N とし，立ち上げるプロセス数

を P とする．各プロセスが均等に領域を保持すると仮定

すると 1プロセスあたりの領域は
√

N/P × √
N/P とな

る．メッセージ数は通常の 2次元 5点差分での SpMVの

場合，通信が必要となるデータは各プロセスが保持する

正方形に接する辺の部分となる．そのため，通信相手と

なるプロセスは基本的に 4となるため，1回の SpMVで

のメッセージ数は 4 となる．MPK の場合，正方形に接

する辺の部分に加えて，頂点に接する部分も追加される

ため，8となる．また，1プロセスが保持する領域サイズ

は 3 重対角行列のときと同様に隣接するプロセスの方向

に拡張するため，{√N/P + 2(k − 1)}2 となり，演算量は

10
∑k−1

i=0 {√N/P + 2(k − 1 − i)}2 となる．

CG 法 k 反復あたりの CG 法と C-CG 法，CBCG 法，

CBCGR法，CBCGR-MPK法の演算と通信コストの比較

を表 1 に示す．CBCG法で行われる QR分解はサイズが

k（2～30程度）と非常に小さいものであるため，演算コス

トとして含めていない．この表が示すとおり，通信を削減

することにより演算量が増えていることが分かる．

4. 実装方法

この章では CBCG法に現れる密行列積と各手法に現れ

る疎行列ベクトル積の Hybrid並列による実装方法につい

て述べる．

4.1 密行列積

CBCG 法では Algorithm 3 の 5 行目（QT AQ）と 10

行目（QT AS），CBCGR 法では Algorithm 5 の 11 行目

(ST AS, QT AS)で N 行 k 列と k 行 N 列の密行列積を行

い k行 k列の行列を求める．N は係数行列の次元数，kは

CBCG法の段数である．ここで，行列 Aを N 行 k列，行

列 B を k 行 N 列，行列 C を k 行 k 列とし，N をプロセ

ス数 P で各プロセスに分割した場合の C = AB は

C =
P∑

i=0

Ci =
P∑

i=0

(AiBi)

という演算をすることになる．このとき，各プロセスが Ci

を計算し，総和を計算するため，MPI AllReduceが発生す

る．各プロセスでスレッド並列を行う場合，N/P をスレッ

ド数 T で分割し行うため，Ci = AiBi は

Ci =
T∑

j=0

(Ai,jBi,j)

となる．この場合，スレッド数分だけ各スレッドの演算結
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図 2 対称行列とベクトル積の疑似コード

Fig. 2 Pseudo-code of symmetric sparse matrix vector multi-

ply.

果を格納するワーク行列が必要となり，全スレッドの計算

が終わったあとに演算結果を足し合わせる必要がある．し

たがって，Hybrid並列では

C =
P∑

i=0

{
T∑

j=0

(Ai,jBi,j)}

となる．本研究では，上記の要領で並列化を行い行列積の

演算部分は BLASライブラリの dgemm ()を用いて実装を

行った．

4.2 疎行列ベクトル積

CG法および CBCG法は係数行列が正定値対称な場合

にのみ解を得ることができる．そのため，問題として与え

られる係数行列 Aは，下三角部 Lと対角部 Dを用いて

A = L + D + LT

と表すことができる．そのため，行列を下三角部と対角部

のみを保持することで SpMVが可能である．行列を下三

角部と対角部で Compressed row Storage（CRS）[15]形式

で格納した場合の y = Axの Cコードを図 2 に示す．対

称行列向けの SpMVをスレッド並列で行う場合，図 2 の 7

行目のベクトル yへのストアでスレッド間の競合が発生し

てしまう．我々は，対角ブロックによる並列化を行った．

具体的には行列 Aを対角にスレッド数分分解した対角ブ

ロック行列 Dj と対角ブロックに入らなかったその他の部

分を行列 C として，

y =
T∑

j=0

Djx + Cx (12)

という演算をする．ここで，下三角のみ保持した対角ブ

ロックを各スレッドに割当てることで，スレッド間でのベ

クトル y へのストアの競合がなくなる．Cxは C を下三

角と上三角部を保持して並列に計算を行う．また，MPK

では対角ブロックでの実装が困難なため，下三角部と上三

角部と対角部を CRS形式で保持し，並列化を行う実装と

した．

5. 数値実験

5.1 実験環境と評価条件

FX10（oakleaf-fx）スーパコンピュータシステム [16]を使

用して実験を行った．FX10は 1ノードに 1個の SPARC64

fxIXプロセッサ（16コア，1.848 GHz），32 GBのメモリ

（DDR3 SDRAM，85 GB/sec.）を搭載している．また，イン

ターコネクトは 6次元メッシュ/トーラス（5 GB/sec./link）

で接続されている．プログラムは C言語で実装を行い，密

行列の演算に BLASルーチン，プロセス並列にMPIライ

ブラリを使用した，コンパイラは “mpifccpx”，オプショ

ンには “-Kfast,openmp,ipo -lm -SSL2”を使用した．

1ノードあたり 1プロセス立ち上げ，1プロセスあたり

16スレッド立ち上げるOpenMP/MPIの Hybrid並列モデ

ルで実験を行い，最大 1,440ノードまで使用した．収束条

件は相対残差が 10−12 とした．また，前処理として対角ス

ケーリングを施した．CBCG法で必要となる最大・最小固

有値は，べき乗法で推定した値と 0とした．また，CBCG

法の実行時間にはべき乗法による推定時間は含めていな

い．時間計測には FX10の詳細プロファイラを用いて全プ

ロセスの平均時間を算出した．

対象とする問題は以下の 2種類とした．

( 1 ) 2次元 Poisson方程式

拡散係数が一定の領域が 1,024 × 1,024 の未知数が

1,048,576とした．

( 2 ) 3次元 Poisson方程式

不均質な多孔質媒体中の地下水の流れをPoisson方程式

によって解く問題 [17]．透水係数は Sequential Gaus-

sianアルゴリズム [18]により発生させた値とした．透

水係数の最小値，最大値，平均値は 10−5，105，1.0と

なるように設定されている．領域が 240 × 240 × 240

の未知数が 13,824,000とした．

問題サイズを一定とし並列数を増加させるストロング

スケーリングでの実験を行った．行列の分散は，XYZ軸

の分割数をそれぞれ PX，PY，PZ とし，プロセス数 P が

PX × PY(×PZ)となるように設定した．2次元 Poisson方

程式と 3次元 Poisson方程式でのプロセス数とグリッドの

分割数および 1プロセスあたりの領域サイズを表 2 にそ

れぞれ示す．また，係数行列および反復中で使用するスカ

ラー，ベクトル，密行列はすべて倍精度で保持している．

5.2 2次元 Poisson方程式での実験結果

はじめに，2次元 Poisson方程式での実験結果について述

べる．kごとの収束に要した反復回数を表 3 に示す．表の

CBCG法の k = 1は CG法，CBCGR法の k = 1は C-CG

法を表している．また，（）内はCBCG法の反復回数をCG

法換算にしたものとなっている．この表から kを増やすこ

とで反復回数が増えていることが分かる．また，CG法と
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表 2 本実験での 2次元 Poisson方程式（上段）と 3次元 Poisson方程式（下段）のグリッド

の分割数と各プロセスの領域サイズ

Table 2 The shape of the process grid and the local domain on each process of 2D-

Poisson problem (top) and 3D-Poisson problem (bottom) in the experiments.

N P PX PY PZ the shape of local domain per process

1,048,576 = 1,024 × 1,024

32 8 4 32,768 = 128 × 256

64 8 8 16,384 = 128 × 128

128 16 8 8,192 = 64 × 128

256 16 16 4,096 = 64 × 64

512 32 16 2,048 = 32 × 64

1,024 32 32 1,024 = 32 × 32

13,824,000 = 240 × 240 × 240

180 6 6 5 76,800 = 40 × 40 × 48

360 12 6 5 38,400 = 20 × 40 × 48

720 12 12 5 19,200 = 20 × 20 × 48

1,440 12 12 10 9,600 = 20 × 20 × 24

表 3 CG 法，C-CG 法，CBCG 法，CBCGR 法の k ごとの収束

に要した反復回数：2 次元 Poisson 方程式（1,024 × 1,024）．

（）内は CG 法換算の反復回数

Table 3 The number of iterations of CG, C-CG, CBCG, and

CBCGR methods in each k: 2D-Poisson problem

(1,024 × 1,024). () is the number of iterations of the

CG method conversion.

k CG / CBCG C-CG / CBCGR

1 2,861 3,123

2 1,431(2,862) 1,431(2,862)

3 954(2,862) 1,041(3,123)

4 716(2,864) 716(2,864)

5 573(2,865) 625(3,125)

6 521(3,126) 521(3,126)

7 447(3,129) 447(3,129)

8 391(3,128) 391(3,128)

9 347(3,123) 347(3,123)

10 313(3,130) 313(3,130)

11 284(3,124) 284(3,124)

12 261(3,132) 261(3,132)

13 241(3,133) 241(3,133)

14 224(3,136) 224(3,136)

15 209(3,135) 209(3,135)

16 196(3,136) 196(3,136)

17 184(3,128) 184(3,128)

18 174(3,132) 174(3,132)

19 165(3,135) 166(3,154)

20 157(3,140) 157(3,140)

21 149(3,129) 149(3,129)

22 142(3,124) 142(3,124)

23 136(3,128) 136(3,128)

24 131(3,144) 131(3,144)

25 125(3,125) 125(3,125)

26 121(3,146) 121(3,146)

27 117(3,159) 122(3,294)

28 112(3,136) 112(3,136)

29 108(3,132) 108(3,132)

30 105(3,150) 105(3,150)

図 3 CG 法，CBCG 法，CBCGR 法の収束履歴：2 次元 Poisson

方程式（1,024 × 1,024）

Fig. 3 Convergence history of the CG, CBCG, and CBCGR

methods: 2D-Poisson problem (1,024 × 1,024).

C-CG法を比較すると，計算順序を変えたことによる誤差の

影響で反復回数が増えていることが分かる．また，CBCG

法からCBCGR法に変わったことにより k = 3, 5, 19, 27の

ときに増加していることが確認できる．ここで，CG法と

C-CG法，k = 27のときの CBCG法，CBCGR法の収束

履歴を図 3 に示す．C-CG法の履歴をみると，今回の終

了条件である 10−12 付近で収束が悪化していることが分か

る．CBCG法と CBCGR法の履歴をみると，両者ともに

2,500反復付近までは CG法と同じ収束履歴となっている

が，それ以降で収束が悪化している結果となっている．ま

た，CBCGR 法は C-CG 法と同様に 10−12 付近で収束が

CBCG法に比べ悪化している結果となった．この原因の調

査や対策については，今後の課題である．

次に CBCG法と CBCGR法，CBCGR-MPK法の通信

削減の効果について述べる．1,024プロセスでの CG法と

C-CG法，CBCG法，CBCGR法，CBCGR-MPK法の k

ごとの収束に要した時間を表 4 に示す．表より C-CG法

は MPI AllReduceの回数が CG法の半分に対して実行結

果が増大している結果となった．CBCG法とCG法を比較
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表 4 1,024プロセスのときのCG法，C-CG法，CBCG法，CBCGR

法，CBCGR-MPK 法の k ごとの収束に要した時間：2 次元

Poisson 方程式（1,024 × 1,024）

Table 4 The convergence time of the CG, C-CG, CBCG,

CBCGR, and CBCGR-MPK methods in each k with

1,024 processes: 2D-Poisson problem (1,024 × 1,024).

k CG/CBCG C-CG/CBCGR CBCGR-MPK

1 6.73 ×10−1 7.74 ×10−1

2 8.95 ×10−1 7.66 ×10−1 7.67 ×10−1

3 7.05 ×10−1 6.40 ×10−1 5.89 ×10−1

4 6.23 ×10−1 5.59 ×10−1 5.02 ×10−1

5 5.63 ×10−1 5.67 ×10−1 5.04 ×10−1

6 5.81 ×10−1 5.39 ×10−1 4.15 ×10−1

7 5.53 ×10−1 5.15 ×10−1 4.30 ×10−1

8 5.26 ×10−1 4.97 ×10−1 4.14 ×10−1

9 4.67 ×10−1 4.84 ×10−1 4.04 ×10−1

10 5.05 ×10−1 4.76 ×10−1 3.95 ×10−1

11 4.94 ×10−1 4.69 ×10−1 3.82 ×10−1

12 4.82 ×10−1 4.60 ×10−1 3.56 ×10−1

13 4.36 ×10−1 4.58 ×10−1 3.73 ×10−1

14 4.81 ×10−1 4.53 ×10−1 3.65 ×10−1

15 4.69 ×10−1 4.51 ×10−1 3.63 ×10−1

16 4.73 ×10−1 4.55 ×10−1 3.66 ×10−1

17 4.49 ×10−1 4.37 ×10−1 3.53 ×10−1

18 4.51 ×10−1 4.35 ×10−1 3.57 ×10−1

19 4.48 ×10−1 4.36 ×10−1 3.57 ×10−1

20 4.46 ×10−1 4.34 ×10−1 3.53 ×10−1

21 4.43 ×10−1 4.34 ×10−1 3.47 ×10−1

22 4.43 ×10−1 4.33 ×10−1 3.53 ×10−1

23 4.47 ×10−1 4.34 ×10−1 3.56 ×10−1

24 4.41 ×10−1 4.36 ×10−1 3.58 ×10−1

25 4.40 ×10−1 4.32 ×10−1 3.88 ×10−1

26 4.42 ×10−1 4.38 ×10−1 3.60 ×10−1

27 4.45 ×10−1 4.56 ×10−1 3.88 ×10−1

28 4.35 ×10−1 4.30 ×10−1 3.88 ×10−1

29 4.39 ×10−1 4.37 ×10−1 3.69 ×10−1

30 4.43 ×10−1 4.44 ×10−1 4.03 ×10−1

すると，kが 8以下のときは CG法よりも遅い結果となっ

ている．それ以降では CG法よりも高速となった．また，

CBCGR法も同様に k が 3以下のときは CG法よりも遅

く，それ以降では高速であった．CBCG法とCBCGR法を

比較すると kが 5，9，13，19，27，30のときだけCBCG法

が速く，それ以外の場合では CBCGR法の方が高速となっ

ている．CBCGR-MPK法は kが 2のとき以外は CBCGR

法よりも高速となった．CBCG法は k = 28，CBCGR法は

k = 28，CBCGR-MPK法は k = 21のときに最速であった

ため，CG法とC-CG法，CBCG法（k = 28），CBCGR法

（k = 28），CBCGR-MPK法（k = 21）の 32プロセスから

1,024プロセスまでのストロングスケーリングでの収束に要

した時間を図 4 に示す．CG法と C-CG法が停滞している

のに対して CBCG法と CBCGR法と CBCGR-MPK法は

1,024プロセスまで並列数の増加とともに実行時間が減少

図 4 ストロングスケーリングによる CG法と C-CG法，CBCG法

（k = 28），CBCGR法（k = 28），CBCGR-MPK法（k = 21）

の収束に要した時間：2次元 Poisson方程式（1,024× 1,024）

Fig. 4 The convergence time of the CG, C-CG, CBCG (k =

28), CBCGR (k = 28), and CBCGR-MPK (k = 21)

methods. The strong scaling is evaluated: 2D-Poisson

problem (1,024 × 1,024).

図 5 1,024 プロセスのときの k ごとの CG 法と CBCG 法の実行

時間の内訳：2 次元 Poisson 方程式（1,024 × 1,024）

Fig. 5 The detailed breakdown of execution time of the CG

and CBCG methods in each k with 1,024 processes:

2D-Poisson problem (1,024 × 1,024).

している．また，CBCG法と CBCGR法，CBCGR-MPK

法は 32プロセスでは CG法の 2倍近くの時間を要してい

たのに対して，256プロセス以降で CG法よりも高速とな

る結果となった．CBCG 法と CBCGR 法を比較すると，

512プロセスまでは CBCG法が速い結果であるのに対し

て，1,024プロセスでは CBCGR法が速い結果となった．

また，CBCGR-MPK法は 256プロセス以降でどの手法よ

りも高速となった．

それぞれの演算時間と通信時間の比較をするために実行

時間の内訳について述べる．各手法の k を変えたときの

1,024プロセスにおける実行時間の内訳を図 5，図 6，図 7

にそれぞれ示す．実行時間の内訳は FX10の詳細プロファ

イラを用いてプロセスごとの各ルーチンに要した時間を

計測し，平均を算出した．図の matvecは疎行列ベクトル

積，vectorはベクトル演算，GEMMは CBCG法で新たに

現れる行列積，P2Pは疎行列ベクトル積のときに発生する
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図 6 1,024 プロセスのときの k ごとの C-CG 法と CBCGR 法の

実行時間の内訳：2 次元 Poisson 方程式（1,024 × 1,024）

Fig. 6 The detailed breakdown of execution time of the C-CG

and CBCGR methods in each k with 1,024 processes:

2D-Poisson problem (1,024 × 1,024).

図 7 1,024 プロセスのときの k ごとの CBCGR-MPK 法の実行時

間の内訳：2 次元 Poisson 方程式（1,024 × 1,024）

Fig. 7 The detailed breakdown of execution time of the

CBCGR-MPK method in each k with 1,024 processes:

2D-Poisson problem (1,024 × 1,024).

MPI Send/Recv，Collectiveは MPI AllReduce，Otherは実

行時間から上記の時間を引いたものとなっている．CBCG

法の k が 8以上のとき CG法よりも集団通信の時間が少

ない結果となった．CBCG法と CBCGR法を比較すると，

全体的に集団通信の時間が削減されていることが分かる．

CBCGR-MPK法を見ると，一対一通信の時間が大幅に削

減されている．その反面，ベクトル演算の時間がプロセス

間の重複計算により増加している．

C-CG法の MPI AllReduceの時間を見てみると，CG法

の 2 倍以上かかっている結果となった．この結果につい

て，詳細に分析するため FX10 上での Intel MPI Bench-

marks [19] を用いて MPI AllReduce の性能を測定した，

IMBの MPI AllReduceのベンチマークでは単精度データ

の総和計算を行うため，倍精度データのベンチマークの

計測を行うようにコードを変更した．プロセス数を 256，

512，1,024にしたときのベンチマーク結果を図 8 に示す．

図が示すとおり，8 byteのときに比べ 16 byte以降では 5～

6倍の性能差となった．これは，スカラデータに対するリ

図 8 IMB による MPI AllReduce の計測結果

Fig. 8 Result of MPI AllReduce for IMB.

図 9 CG 法の実行時間の内訳：2 次元 Poisson 方程式（1,024 ×
1,024）

Fig. 9 The detailed breakdown of execution time of the CG

method: 2D-Poisson problem (1,024 × 1,024).

図 10 C-CG法の実行時間の内訳：2次元 Poisson方程式（1,024×
1,024）

Fig. 10 The detailed breakdown of execution time of the C-CG

method: 2D-Poisson problem (1,024 × 1,024).

ダクションは，Tofuのハードウェアにより高速に処理され

るため，8 byteのときの MPI AllReduceが高速に実行され

るからである．

次に 32プロセスから 1,024プロセスのストロングスケー

リングによる実行時間の内訳をそれぞれ，CG法を図 9，

C-CG法を図 10，CBCG法（k = 28）を図 11，CBCGR

法（k = 28）を図 12 に，CBCGR-MPK法（k = 21）を

c© 2016 Information Processing Society of Japan 9
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図 11 CBCG 法（k = 28）の実行時間の内訳：2 次元 Poisson 方

程式（1,024 × 1,024）

Fig. 11 The detailed breakdown of execution time of the

CBCG method (k = 28): 2D-Poisson problem (1,024×
1,024).

図 12 CBCGR法（k = 28）の実行時間の内訳：2次元 Poisson方

程式（1,024 × 1,024）

Fig. 12 The detailed breakdown of execution time of the

CBCGR method (k = 28): 2D-Poisson problem

(1,024 × 1,024).

図 13 CBCGR-MPK 法（k = 21）の実行時間の内訳：2 次元

Poisson 方程式（1,024 × 1,024）

Fig. 13 The detailed breakdown of execution time of the

CBCGR-MPK method (k = 21): 2D-Poisson problem

(1,024 × 1,024).

図 13 に示す．CG法を見てみると，並列数の増加ととも

に集団通信の時間が増えている．通信だけで見てみると集

団通信の時間よりも一対一通信通信の時間の方が要して

図 14 CG 法，C-CG 法，CBCG 法，CBCGR 法の収束履歴：3

次元 Poisson 方程式（240 × 240 × 240）

Fig. 14 Convergence history of the CG, C-CG, CBCG and

CBCGR methods: 3D-Poisson problem (240 × 240 ×
240).

いることが分かる．C-CG法はどの並列数においても集団

通信の時間が CG法よりも多いことが分かる．CBCG法

は並列数が少ないときは行列積の時間が大半を占めてい

るため，CG法よりも遅い結果となったことが分かる．並

列数の増大とともに演算時間の合計が短縮され，集団通信

の時間も CG法よりも少ない結果となった．CBCGR法は

並列数が少ないときは CBCG法と同様の結果である．ま

た，集団通信の時間は CBCG法よりも少ない結果となっ

た．CBCGR-MPK法は一対一通信が大きく減少している

が，MPKによるプロセス間の重複計算によりベクトル演

算の時間が増加している．

5.3 3次元 Poisson方程式での実験結果

3次元 Poisson方程式での結果について述べる．1,440プ

ロセスのときの 1プロセスあたりの領域サイズが 20×20×24

とサイズが小さいため，CBCGR-MPKの k を 21以上に

すると 2つ隣のプロセスを跨いで拡張してしまう．そのた

め，本実験では，kを 10にして実験を行った．はじめに 3

次元 Poisson方程式での収束に要した反復回数について述

べる．図 14 に CG法と C-CG法，CBCG法，CBCGR法

の収束履歴を示す．CG法の収束に要した反復回数は 5,922

反復，C-CG法は 5,922反復，CBCG法は 593反復（CG

法 5,930反復相当），CBCGR法は 593反復（CG法 5,930

反復相当）でそれぞれ収束した．グラフが示すとおり，ど

の手法も同じ収束履歴をたどり，ほぼ同じ反復回数で収束

した．

次に，180 プロセスから 1,440 プロセスまでのストロ

ングスケーリングによる CG 法と C-CG 法，CBCG 法，

CBCGR法，CBCGR-MPK法の収束に要した時間を図 15

に示す．CG法は 720プロセスから 1,440プロセスにかけ

て実行時間が停滞している傾向となった．C-CG法は 2次

元 Poisson方程式と同様の理由によりどの並列数において

も CG法よりも遅い結果となった．CBCG法は 720プロ

c© 2016 Information Processing Society of Japan 10
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図 15 ストロングスケーリングによるCG法とC-CG法，CBCG法

（k = 10），CBCGR法（k = 10），CBCGR-MPK法（k = 10）

の収束に要した時間：3次元Poisson方程式（240×240×240）

Fig. 15 The convergence time of the CG, C-CG, CBCG (k =

10), CBCGR (k = 10), and CBCGR-MPK (k = 10)

methods. The strong scaling is evaluated: 3D-Poisson

problem (240 × 240 × 240).

図 16 CG 法の実行時間の内訳：3 次元 Poisson 方程式（240 ×
240 × 240）

Fig. 16 The detailed breakdown of execution time of the CG

method: 3D-Poisson problem (240 × 240 × 240).

セス以降で CG法よりも高速となった．CBCGR法は 180

プロセスでは CBCG法よりも遅い結果となったが，720プ

ロセス以降では CBCG法よりも高速となる結果となった．

また，CBCGR-MPK法はどの並列数においても一番遅い

結果となった．

180プロセスから 1,440プロセスのストロングスケーリ

ングによる実行時間の内訳をそれぞれ，CG 法を図 16，

C-CG法を図 17，CBCG法を図 18，CBCGR法を図 19，

CBCGR-MPK法を図 20 に示す．C-CG法を見てみると，

どの並列数においても集団通信の時間がCG法よりも多く，

2次元 Poisson方程式と同様の結果が得られた．CBCG法

は，並列数が少ないときは演算が大半を占めており，高並

列時に短縮される結果となった．しかし，集団通信の時間

はCG法と比較すると，ほとんど同じであることが分かる．

CBCGR法は CBCG法に比べ，行列演算の時間が増えて

いる結果となった．CBCGR-MPK法は一対一通信の時間

は削減されているが，MPKの重複計算により SpMVとベ

図 17 C-CG 法の実行時間の内訳：3 次元 Poisson 方程式（240 ×
240 × 240）

Fig. 17 The detailed breakdown of execution time of the C-CG

method: 3D-Poisson problem (240 × 240 × 240).

図 18 CBCG 法（k = 10）の実行時間の内訳：3 次元 Poisson 方

程式（240 × 240 × 240）

Fig. 18 The detailed breakdown of execution time of the

CBCG method (k = 10): 3D-Poisson problem (240 ×
240 × 240).

図 19 CBCGR法（k = 10）の実行時間の内訳：3次元 Poisson方

程式（240 × 240 × 240）

Fig. 19 The detailed breakdown of execution time of the

CBCGR method (k = 10): 3D-Poisson problem

(240 × 240 × 240).

クトル演算がどの並列数においても増えているため，全体

の時間としては遅い結果となった．3次元の問題の場合の

メッセージ数は各プロセスが保持する立方体に隣接する面

との通信となるため，k回の SpMVで発生するメッセージ

c© 2016 Information Processing Society of Japan 11
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図 20 CBCGR-MPK 法（k = 10）の実行時間の内訳：3 次元

Poisson 方程式（240 × 240 × 240）

Fig. 20 The detailed breakdown of execution time of the

CBCGR-MPK method (k = 10): 3D-Poisson problem

(240 × 240 × 240).

数は 6kとなる．MPKの場合は，立方体を拡張するとメッ

セージ数は 26となるため kが 10の場合約半分のメッセー

ジ数となる．今回の実験では，全体的に通信が占める割合

よりも演算が占める割合が大きかったため，通信削減の効

果があまり見受けられない結果となった．

6. 結論

本論文では，通信削減 CG法である CBCG法に対して，

CG法の 1反復あたり MPI AllReduceを 1回にする C-CG

法のアイディアを基に CBCGR法を示し，さらに一対一通

信を削減するMPKを適用した CBCGR-MPK法について

それぞれ，演算量と通信回数について示し，FX10上での

OpenMP/MPIのHybrid並列で 2次元と 3次元の Poisson

方程式を対象とした性能評価を行った．

2次元 Poisson方程式では，並列数が一定数以上になる

と，CG法は集団通信がボトルネックとなり，実行時間が停

滞するのに対し，CBCG法は 1/k倍となっているため，一

定の並列数以上で CG法よりも高速になる結果となった．

また，CBCGR法の集団通信の回数は CBCG法の 1/2

倍であるため，高並列時に CBCG法よりも高速となる結

果となった．CBCGR-MPK法は 1プロセスあたりが保持

する領域サイズを拡張し，保持するため，プロセス間の重

複計算により演算時間が増大してしまうが，一対一通信の

時間が大幅に削減されたため，高並列時に CBCGR法よ

りも高速になる結果となった．また，今回実験で使用した

FX10は 1ノードに 1プロセス立ち上げるHybrid並列で実

行した場合にスカラデータに対するリダクションは，Tofu

のハードウェアにより高速に処理されるため，C-CG法は

効果が出ず，CBCG法においても一定の k以上でなければ

通信削減の恩恵が得られないことが分かった．

3次元Poisson方程式では，一定の並列数以上でCBCGR

法が高速となる結果となった．また，CBCGR-MPK法は

プロセス間の重複計算により，良い結果が得られなかった．

今後の課題として，本論文で示した CBCGR法の数値

精度に関して，2次元 Poisson方程式で収束が悪化した原

因と対策について検討する必要がある．今回実装をした 3

次元 Poisson方程式に対するMPKは通信削減の効果より

もプロセス間の重複計算の増加が全体の実行時間への影響

が大きく，プロセス間の重複計算を削減する必要がある．

須田が提案している一般行列向けのMPKにおいてプロセ

ス間の重複計算をなくす手法 [20] や黒田らの Multicolor

orderingによるスレッド間の重複計算をなくす手法を分散

環境向けに拡張することで，CBCG法が CG法よりもさら

に優位になることが期待できる．この優位性を明確にする

ために，プロセス間の重複計算なしのMPKを適用した上

で，より詳しく CBCG法の有効性を実機上での計測を含

め評価する必要がある．

その他の今後の課題として，問題規模を大きくした場合

や，構造の複雑な問題，悪条件な問題で評価する必要があ

る．また，本論文では FX10上での評価例のみであったた

め，他の機種上での評価も重要である．CBCG法の実用化

を想定すると，前処理の適用とその場合の性能評価も不可

欠であり，前処理とMPKの組み合わせについても重要な

課題である．
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