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可変慣性モーメントによる外乱無干渉化制御

小 澤 悟† 古 谷 寛†

本論文では，可変慣性システムを定義し，このシステムに対する外乱無干渉化コントローラを導出
する．これにより，慣性モーメントが可変で制御に利用することが可能な回転をともなうシステムに
対して，制御トルクなどを用いずに外乱抑制を行うことができる制御手法が得られる．また，可変慣
性システムは線形システムや双線形システムとは異なる性質を持つため，このシステムの制御手法と
して非線形制御手法の 1つである外乱無干渉化制御を用いることを提案し，コントローラを次のよう
にして導出した．まず，システムの性質を調べ，可変慣性システムを定義する．次に，可変慣性シス
テムの既知外乱無干渉化条件および外乱オブザーバを導出し，無干渉化条件を満たすためのサーボコ
ントローラを設計する．これらを合わせることで，外乱無干渉化コントローラが得られる．さらに，
数値例を用いて詳細なコントローラの設計手順を示し，数値シミュレーションによりその制御効果を
確認する．

Noninteracting Control by Variable Moment of Inertia

Satoru Ozawa† and Hiroshi Furuya†

Variable inertia systems, which include variable moment of inertia and can be controlled
by changing the moment of inertia, are formulated and their noninteracting controllers are
derived for the systems to suppress disturbances. The formula of variable inertia systems
consists of two subsystems related to rotation and variable inertia. The rotational subsys-
tem contains an ordinary differential equation and the subsystem of the variable inertia is
independent. Because of these system properties, it is proposed that the noninteracting con-
trollers are employed for the systems, and derived from a noninteracting condition for the
rotational subsystems to known disturbances, a disturbance estimator, and a servo controller
for the subsystem associated with the variable inertia. Then the resulting closed loop sys-
tem is noninteractive to disturbances. For a demonstration and a confirmation of the control
effectiveness, a detailed application of the procedure of the noninteracting controller design
and results of numerical simulations for an example are illustrated.

1. は じ め に

航空宇宙工学やロボット工学の分野では，軌道上の

大型宇宙構造物あるいは人工衛星，宇宙機，複数リン

ク機構を持つロボットアームなどの，回転運動をとも

なうシステムが扱われる．このようなシステムの制振

制御の際，主に回転軸まわりのトルクが制御入力とし

て用いられている．

一方，システムの慣性モーメントを変化させること

でシステム自身の制振制御を行うという概念が提案さ

れている．たとえば，適応構造システムの 1 つとし

て，ジンバル軸まわりの慣性モーメントが可変な適応

型ジャイロダンパが提案されている1)．さらに文献 2)

では，可変慣性モーメントを準静的に変化させること
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で複数モードの制振が可能であること，ならびに能動

的に変化させることでダンパを持たない場合でも制振

が可能であることが示されている．ここでは，このよ

うに可変慣性モーメントを含み，それによりシステム

自身の動特性を変えることができるシステムを可変慣

性システムと呼ぶ．この可変慣性システムの制御問題

は従来の研究で扱われていないため，制御設計の自由

度が広がるという意味でその制御手法を確立する意義

は大きい．したがって，本研究の目的を，可変慣性シ

ステムを定義し，このシステムに適当な制御手法を導

くこととする．

ここに，可変慣性システムに応用が可能であると考

えられる制御のカテゴリを 2つあげることができる．

1つは可変粘性システムや可変剛性システムなどに代

表される可変構造システムの制御に用いられている，

Bilinear control 3)および双線形 H∞ 制御4)，スライ

ディングモードコントロール5)などである．これらの
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制御手法は，双線形システム，すなわち状態方程式が

基本的には線形であるが，制御入力が状態変数と互い

に双線形であるシステムの制御設計を可能にする．可

変粘性システムや可変剛性システムは，可変構造パラ

メータが双線形項を構成しているため双線形システ

ムであり，これらの制御手法が利用できる．一方，可

変慣性システムも可変慣性モーメントによる可変慣性

項が変位の加速度と互いに双線形であるため双線形シ

ステムと類似しているが，このシステムは可変慣性項

を制御に用いるため双線形システムには属さず，した

がってこれらの制御手法は利用できない．もう 1つは，

制御トルクを持ち慣性が可変なシステムの制御に用い

られている，ゲインスケジューリング制御6)，および

無干渉化制御や変数変換による入出力線形化手法7)∼9)

である．ゲインスケジューリング制御は，線形可変パ

ラメータ（LPV）システムの制御手法として用いられ

ており，システムパラメータが既知の範囲内で可変で

ある線形システムの制御に用いることができる．しか

しながら，双線形システムの場合と同様に，可変慣性

システムは線形可変パラメータシステムには属さない．

一方，入出力線形化手法に用いられている無干渉化制

御および変数変換は，制御対象を，一般的な非線形シ

ステムである非線形アフィンシステムとしている．し

たがって，理論的には，無干渉化制御および変数変換

を可変慣性システムに適用することが可能であると考

えられる．

無干渉化および変数変換による入出力線形化手法は，

非線形アフィンシステムに対してその出力を順次微分

していくことにより制御入力を出現させるという手法

である．このとき，入出力が線形化されたシステムに

直接現れない，ゼロダイナミクスというサブシステム

の安定性を考慮しなくてはならない．可変慣性システ

ムを非線形アフィンシステムとして表した場合，可変

慣性項を分母として持つ分数項が現れるためゼロダイ

ナミクスは非常に複雑となり，安定解析が困難となる．

そのため，入出力線形化手法を直接適用するのは難し

い．一方，無干渉化制御は，制御対象を双線形システ

ムに限定した場合，微積分項を含まないシンプルな代

数方程式を解くことによりコントローラが導けること

が示されている10),11)．そこで，双線形システムと可

変慣性システムは類似していること，および双線形シ

ステムの無干渉化コントローラが代数方程式により導

出できることから，無干渉化制御を応用することによ

り可変慣性システムの制御設計を行うことを考える．

以下，2章では，単純な可変慣性システムを例にそ

の特徴を調べ，その結果を用いて可変慣性システムを

定義する．3章では，非線形アフィンシステムに対す

る既知外乱を無干渉化するコントローラならびに可変

慣性システムの外乱オブザーバを求め，可変慣性シス

テムに対する外乱無干渉化コントローラを導出する．

4章では，単純な数値例に対してコントローラを設計

することにより具体的な設計手順を示すとともに，数

値シミュレーションを行い，本手法による制御効果に

ついて検討する．最後に，5章において，本研究の結

論を述べる．

2. 運動方程式と状態方程式

序論でも述べたように，適応構造システムの 1つと

して提案されている適応型ジャイロシステムなど，可

変慣性システムの制御手法が必要とされている．本章

では，可変慣性システムとしての特徴を持つ図 1のシ

ステムを用いてシステムの特徴を調べ，その結果を用

いて可変慣性システムのクラスを定義する．

ここでは，まず，図 1 に示される 2 自由度の可変

慣性モーメントを持つ回転システムの，運動方程式お

よび状態方程式を導出する．このシステムは，中心を

ピン結合された剛体棒と回転バネ，付加質量，伸縮ア

クチュエータから構成される．システムが平衡状態に

あるとき，剛体棒は横軸に平行であり，回転バネによ

る復元力は回転角に比例する．また，図 1 において，

m は付加質量，l = l0 +∆l は中心から付加質量まで

の距離，k は回転バネの回転剛性，θ は横軸からの回

転角，τ は中心まわりの外部トルク，Iθ = Iθ0 +∆Iθ

は慣性モーメントを表す．2つの付加質量はアクチュ

エータにより対称的に制御され，中心から付加質量ま

での距離はつねに等しいとする．

アクチュエータによる付加質量への制御効果は

m∆l̈ = ul (1)

で表される．だたし，ul はアクチュエータによる制御

力である．ここで，角速度は小さく，したがって遠心

図 1 2自由度の可変慣性モーメントを持つ回転システム
Fig. 1 2-DOFs rotational system with variable mass

distribution.
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力は無視できると仮定する．慣性モーメント，付加質

量，付加質量の変位の関係は

Iθ = 2ml2 (2)

であるから，Iθ の加速度は

∆Ïθ = 4m∆l̇2 + 4(l0 +∆l)ul (3)

と書ける．この関係式を用いることにより，ul の代わ

りに Iθ の加速度を制御入力として用いることができ

る．Iθ に関する制御入力を uI と表す．

角運動量の時間微分は外力のモーメントに等しいの

で，図 1 より，回転に関する運動方程式は

d

dt

(
Iθ
d

dt
θ
)
= −kθ + τ (4)

となる．これより，システムの運動方程式

(Iθ0 +∆Iθ)θ̈ +∆İθ θ̇ + kθ = τ (5)

∆Ïθ = uI (6)

が得られる．この運動方程式は，従来の可変構造シス

テムにおける可変粘性や可変剛性などの可変構造パラ

メータに相当する可変慣性モーメント ∆Iθ およびそ

の微分 ∆İθ を持ち，式 (6)を通してそれらを変化さ

せることでシステムの動特性を変えることができる．

したがって，このシステムは可変慣性システムである．

さらに，この運動方程式を非線形アフィンシステムに

変換することにより状態方程式を導くと，

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4


 =




x2

−kx1 − x2x4

Iθ0 + x3

x4

0




+




0
1
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0

0
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0

0

0

1


uI

(7)

が得られる．ただし，[x1 x2 x3 x4]
T = [θ θ̇ ∆Iθ ∆İθ]

T

である．式 (7)は，システムの可変構造パラメータで

ある x3 と x4 が非線形項を構成しているため，線形

システムとして扱うことはできない．さらに，x4 が

制御入力ではなく状態であり，x3 による分数項が存

在するため，従来の可変構造システムのように双線形

制御の適用も不可能である．

次に，可変慣性システムの持つ性質を調べる．ここ

で，形式的に分数表現を避けるため，次のようなディ

スクリプタ表現
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を用いる．従来の可変構造システムとの大きな違いは，

x2 の微分が x3 を係数として持つこと，およびすべて

の可変構造パラメータが制御入力ではなく状態である

ことである．また，従来のシステムと類似している点

は，すべての可変構造パラメータが同じ行に存在して

いるということである．これは，式 (8)において x2

をシステムの出力として選択した場合，出力の一回微

分にすべての可変構造パラメータが現れるということ

を意味する．

式 (8)は，[
1 0

0 Iθ0 + x3

][
ẋ1

ẋ2

]

=

[
0 1

−k −x4

][
x1

x2

]
+

[
0

1

]
τ (9)

[
ẋ3

ẋ4

]
=

[
0 1

0 0

][
x3

x4

]
+

[
0

1

]
uI

(10)

のように 2つのサブシステムに分割できる．ここで，

式 (9)は回転に関するサブシステム，式 (10)は慣性

モーメントに関するサブシステムである．式 (9)のシ

ステム行列は，[
1 0

0 Iθ0 + x3

]

=

[
1 0

0 Iθ0

]
+

[
0 0

1 0

][
x3 0

0 x4

]

×
[

0 1

0 0

]
(11)
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[
0 1

−k −x4

]

=

[
0 1

−k 0

]
+

[
0 0

0 −1

][
x3 0

0 x4

]

×
[

0 0

0 1

]
(12)

と書ける．式 (4)より，式 (11)と (12)の右辺第 2項，

および状態ベクトル [x1 x2]
T，[x3 x4]

T の関係は，

d

dt

([
0 0

0 1

][
x1 0

0 x2

][
0 0

1 0

][
x3

x4

])

=

[
0 0

1 0

][
x3 0

0 x4

][
0 1

0 0

][
ẋ1

ẋ2

]

−
[

0 0

0 −1

][
x3 0

0 x4

][
0 0

0 1

][
x1

x2

]

(13)

で与えられる．

以上の結果をもとに，可変慣性システムのクラスを

定義する．システムは，

G1: E1(x2)ẋ1 = A1(x2)x1 +B11w (14)

G2: ẋ2 = A2x2 + B22u2 (15)

で表される．ただし，x1 ∈ Rn1 は回転に関する状態

ベクトル，x2 ∈ Rn2 は可変慣性に関する状態ベクト

ル，w ∈ Rm1 は一般化力，u2 ∈ Rm2 は制御入力で

ある．また，式 (14)のシステム行列は，

E1(x2) = E0 +EL diag(x2)ER (16)

A1(x2) = A0 +AL diag(x2)AR (17)

である．これらは式 (11)と (12)に対応する．このとき

d

dt
[IL diag(x1)IRx2]

= EL diag(x2)ERẋ1 − AL diag(x2)ARx1

(18)

を満たす IL，IR が存在するようなシステムを，可変

慣性システムと定義する．

ここで文献 2)の式 (19)より，実際に適応型ジャイ

ロシステムが可変慣性システムのクラスに含まれるこ

とが確認できる．また，多間接ロボットアームなども，

可変慣性モーメントの制御への利用を意識することに

より可変慣性システムとして扱うことができる．

3. 外乱無干渉化制御

可変慣性システムは，従来の可変構造システムと異

なり，状態変数による分数項が存在する．これにより

制御システムの安定解析が困難になるため，外乱無干

渉化制御を直接適用することは難しい．一方，ディス

クリプタ表現でシステムを記述した場合，可変構造パ

ラメータが制御入力ではなく状態であるなどの違いが

あるが，従来のシステムと類似していることが分かっ

た．これは，可変構造パラメータを直接制御入力とし

て用いることができると仮定すれば，可変慣性システ

ムを従来の可変構造システムのように扱うことができ

る可能性があることを示唆する．加えて，双線形シス

テムの外乱無干渉化コントローラは，単に代数方程式

を解くことで得られることが示されている10),11)．し

たがって，可変構造パラメータを制御入力として用い

ることができると仮定し，外乱無干渉化条件を求め，

その条件を満たすための新たなコントローラを設計す

ることで，外乱無干渉化コントローラの導出を試みる．

そのため，まず，非線形アフィンシステムに対する

無干渉化制御9)を応用し，既知外乱を無干渉化するコ

ントローラを求める．次に，可変慣性システムに入力

される外乱を観測するための外乱オブザーバを設計す

る．これらの結果をもとに，可変構造パラメータを制

御入力として用いることができると仮定し，外乱無干

渉化条件を求める．最後に，この条件を満たすための

サーボコントローラを設計し，可変慣性システムに対

する外乱無干渉化コントローラを導出する．

3.1 非線形アフィンシステムの既知外乱無干渉化

制御

本節では，非線形アフィンシステムに対する無干渉

化制御をもとに，既知外乱を無干渉化するコントロー

ラを導出する．ここで扱う非線形アフィンシステムは

ẋ = f(x) + g1(x)wE + g2(x)u (19)

y = h(x) (20)

である．ただし，x ∈ Rn は状態ベクトル，wE ∈ Rm

は既知外乱，u ∈ Rm は制御入力，y ∈ Rm は wE に

対して無干渉化する xの要素のベクトルであるとする．

また，f(x): Rn → Rn，h(x):Rn → Rmは解析的なベ

クトル場，g1(x): R
n → Rn×m，g2(x): R

n → Rn×m

は m 個のベクトル場 Rn → Rn のベクトルである．

ここで，式 (19)，(20)に対して，相対次数ベクト

ル9)を定義する．そのため k1 ∈ Nm とし，

R1(x;k1)

=




LgL
k1−1
f h1(x) · · · LgmL

k1−1
f h1(x)

...
. . .

...

LgL
km−1
f hm(x) · · · LgmL

km−1
f hm(x)




(21)

を定義する．r1 ∈ Nm に関して，
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i) R1(x;k1) = 0，1 ≤ k1i < r1i，i = 1, . . . ,m，x

は x0 の近傍

ii) rankR1(x; r1) = m，x = x0

であるならば，x0 ∈ Rn における wE から y への相

対次数ベクトルは r1 となる．ただし，式 (21)におい

て，Lfh(x): R
n → R は

Lfh(x) =
∂h

∂xT
f(x) (22)

で与えられる関数 h(x)の fに関する Lie微分であり，

Lr
fh(x)は r 階 Lie微分を表す．同様に，uから y へ

の相対次数ベクトルを r2 ∈ Nm とする．

r ∈ Nm，r = r1 = r2 を仮定する．いま，

y(r)(x) =
[
dr1

dtr1
y1(x) · · · d

rm

dtrm
ym(x)

]T

(23)

とすれば，u および wE から y への入出力システム

y(r)(x) = a(x) +B1(x)wE + B2(x)u (24)

が得られる．ただし，

a(x) = Lr
fh(x), B1(x) = Lg1L

r−1
f h(x),

B2(x) = Lg2L
r−1
f h(x) (25)

である．このとき，式 (24)の i番目のサブシステムは，

ξ̇1i = ξ2i

... (26)

ξ̇ri = ai(x) + B1i(x)wE + B2i(x)u

yi = ξ1i (27)

と書ける．

ここで，制御入力 u を

u = −B−1
2 (x)B1(x)wE (28)

と選ぶと，式 (28)による閉ループシステムは

y(r)(x) = a(x) (29)

となり，既知外乱 wE に対する無干渉化が達成される．

3.2 可変慣性システムの外乱オブザーバ

式 (14)に入力される外乱 w の発生器を，

ẋw = Awxw (30)

w = Cwxw (31)

とする．式 (14)と合わせて，[
ẋ1

ẋw

]

=

[
E−1

1 (x2)A1(x2) E−1
1 (x2)B11Cw

0 Aw

]

×
[

x1

xw

]
(32)

図 2 外乱オブザーバ
Fig. 2 Disturbance observer.

が得られる．このシステムに対して，外乱を観測する

ための最小次元オブザーバを設計する．x1，x2 は直

接観測可能であると仮定すると，式 (32)は

ẋw = Awxw (33)

ẋ1 − E−1
1 (x2)A1(x2)x1 = E−1

1 (x2)B11Cwxw

(34)

と書き換えられる．ただし，式 (34)は式 (33)の出力方

程式である．このシステムに対する同一次元オブザー

バは，L をオブザーバゲインとして，

˙̂xw = Awx̂w

+ L
[
E−1

1 (x2)B11Cwx̂w

−
{
ẋ1 − E−1

1 (x2)A1(x2)x1

}]
(35)

となる．ẋ1 を消去するため，変換 z = x̂w + Lx1 を

行うと，外乱オブザーバ

Kŵ: ż =
[
Aw + LE−1

1 (x2)B11Cw

]
z

−
[
AwL + LE−1

1 (x2)B11CwL

− LE−1
1 (x2)A1(x2)

]
x1 (36)

ŵ = Cwz − CwLx1 (37)

が得られる．この外乱オブザーバを図 2に示す．この

とき，e = x̂w − xw とすると，

ė = [Aw + LE−1
1 (x2)B11Cw]e (38)

であるため，Aw + LE−1
1 (x2)B11Cw は安定である

必要がある．式 (38)を安定化するオブザーバゲイン

L は，たとえば E−1
1 (x2) が有界であれば，2次安定

化制御12)などを用いて求めることができる．

3.3 可変慣性システムの外乱無干渉化制御

2章で定式化された可変慣性システムに対する外乱

無干渉化コントローラを，非線形アフィンシステムに

対する既知外乱無干渉化コントローラと外乱オブザー

バを用いて導く．2章において，可変慣性システムは，

G1: E1(x2)ẋ1 = A1(x2)x1 + B11w (39)

G2: ẋ2 = A2x2 + B22u2 (40)
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と定義された．ただし式 (39)のシステム行列は

E1(x2) = E0 +EL diag(x2)ER (41)

A1(x2) = A0 +AL diag(x2)AR (42)

であり，

d

dt
[IL diag(x1)IRx2]

= EL diag(x2)ERẋ1 − AL diag(x2)ARx1

(43)

を満たす IL，IR が存在する．

ここで，外乱無干渉化が可能であるためには，外乱

入力に対応する信号が可変慣性項により発生可能でな

くてはならない．そのため，すべての ξ1，ξ2 に対して

IL diag(ξ1)IRξ2 = B11υ (44)

を満たす υが存在している必要がある．これは，マッ

チング条件である．さらに，(A2,B22)が可制御であ

る必要がある．これは制御入力 u2 に対して，状態ベ

クトル x2 が可制御であるための条件である．

まず，x2 を式 (39)の制御入力と見なし，外乱を無

干渉化するための条件を求める．式 (39)は，

ẋ1 = E−1
0 A0x1 − E−1

0 EL diag(x2)ERẋ1

+ E−1
0 AL diag(x2)ARx1 + E−1

0 B11w

(45)

と書き換えることができる．ここで wを ŵに置き換

えた式 (45)を制御対象とし，既知外乱を

wE = −E−1
0 EL diag(x2)ERẋ1 + E−1

0 B11ŵ

(46)

と置く．式 (45)および (46)と式 (19)を比較すると，

f(x1) = E−1
0 A0x1 (47)

g1(x1) = I (48)

g2(x1)x2 = E−1
0 AL diag(x2)ARx1 (49)

が得られる．いま，wE の非ゼロ要素および x2 から

y への相対次数ベクトルの要素がすべて 1となるよ

うに，

y = Cx1 (50)

を決定する．このとき，式 (25)，(47)，(48)，(50)より，

a(x1) = Lfh(x1) = CE−1
0 A0x1 (51)

B1(x1) = Lgh(x1) = C (52)

B2(x1) = Lgh(x1) = Cg2(x1) (53)

が得られる．これより，式 (28)を用いて，wE に対

する x2 の無干渉化条件

x2 = −[Cg2(x1)]
−1CwE (54)

が得られる．式 (46)および (49)より，式 (54)は

CE−1
0 AL diag(x2)ARx1

= CE−1
0 EL diag(x2)ERẋ1 − CE−1

0 B11ŵ

(55)

と書き換えることができる．この条件は，

EL diag(x2)ERẋ1

= AL diag(x2)ARx1 + B11ŵ (56)

よりゼロ要素を取り除いた条件と等しい．さらに式

(43)，(56)より，

d

dt
[IL diag(x1)IRx2] = B11ŵ (57)

となる．式 (57)において，x1，x2 は分離しているた

め，x2 について解くことができる．その解を

x2 = Φ

(
x1, ẋ1, ŵ,

∫
ŵdt

)
(58)

と置く．

x2 を制御入力として用いることができると仮定し

た場合，式 (58)を式 (39)のコントローラとして用い

ることで図 3のようになり，外乱無干渉化が達成され

る．しかし，実際には x2 は式 (40)の状態変数であ

り，直接，制御入力として用いることはできない．し

たがって，x2 を Φに追従させるため，サーボコント

ローラを用いることを考える．

ここでは，x2 → Φとするためのサーボコントロー

ラとして

ẋT = AT xT + BT (Φ − x2) (59)

u2 = CT xT (60)

を用いる．このとき，Φから x2 までの閉ループシス

テムは[
ẋ2

ẋT

]
=

[
A2 B22CT

−BT AT

][
x2

xT

]

+

[
0

BT

]
Φ (61)

となる．このサーボシステムを図 4に示す．これによ

り x2 が Φ に追従するようになり，式 (61)が定常状

態のとき，式 (56)が満たされる．このとき，システ

ムは

E0ẋ1 = A0x1 +B11(w − ŵ) (62)

図 3 x2 を制御入力として用いた場合の外乱無干渉化制御
Fig. 3 Noninteracting controlled system with x2 as

control input.

図 4 KT と G2 のサーボシステム
Fig. 4 Servo system with G2 and controller KT .
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図 5 外乱無干渉化制御システム
Fig. 5 Noninteracting controlled system.

と等価になり，さらに外乱オブザーバにより ŵ → w

となるため，外乱無干渉化が達成できる．最後に，既

知外乱無干渉化条件と外乱オブザーバ，サーボコント

ローラを合わせることにより可変慣性システムの外乱

無干渉化コントローラが構築できる．以上により得ら

れた外乱無干渉化コントローラ，ならびに外乱に対し

て無干渉化された可変慣性システムを図 5 に示す．

ここで，式 (36)または (61)が過渡状態のとき，お

よび x2 の値域に制約がある場合などには x2 は正確

に式 (56)を満たすことはできない．また式 (57)より，

無干渉化できる外乱の範囲は x2 の制約に大きく依存

していることが分かる．その具体的な程度は，次章で

数値例を用いて議論する．一方，式 (61)がローパス

フィルタとして働くために，制御スピルオーバを防ぐ

ことができるシステムとなっていることも分かる．

4. 数 値 例

3章において，2章で定式化された可変慣性システ

ムの外乱無干渉化制御が，無干渉化制御および外乱オ

ブザーバ，サーボ制御により達成できることが示され

た．一方，実際のシステムでは，外乱オブザーバおよ

びサーボシステムが定常状態に至ることは少なく，さ

らに物理的制約により x2 の変動範囲が制限されてい

る場合が多い．したがって，システムを外乱に対して

完全に無干渉化するのは非常に困難であると考えられ，

本手法によりどの程度の外乱抑制が可能であるかを検

証する必要がある．

以上をふまえて本章では，数値例として，2章で用

いた 2自由度の可変慣性システムを再び扱う．いくつ

かの式が重複するが，このシステムに対する制御設計

の手順を詳細に示す．また，制御性能を検証するため

に数値シミュレーションを行う．

ここでの設計対象は，図 1に示されるシステムであ

図 6 システムに入力されるトルク外乱
Fig. 6 External torque to input to system.

図 7 外乱に対する制御前の可変慣性システムの応答
Fig. 7 Response of variable inertia system to disturbance

without control.

る．l0 = 0.5 および 0 ≤ ∆l ≤ 0.5，m = 2，k = 1と

し，Iθ0 = 2，−1 ≤ ∆Iθ ≤ 2 となる．このとき，シ

ステムは[
1 0

0 x3 + 2

][
ẋ1

ẋ2

]

=

[
0 1

−1 −x4

][
x1

x2

]
+

[
0

1

]
τ (63)

[
ẋ3

ẋ4

]
=

[
0 1

0 0

][
x3

x4

]
+

[
0

1

]
uI

(64)

のように表される，ダンパ項のない回転振動システム

となる．∆l ≡ 0 あるいは [x3 x4]
T ≡ 0 であるとき

の，定常外乱（図 6）に対するこのシステムの応答を

図 7 に示す．

このシステムが可変慣性システムのクラスに属すか

を検証するために，システム行列を検証する．式 (63)

のシステム行列は，[
1 0

0 x3 + 2

]
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=

[
1 0

0 2

]
+

[
0 0

1 0

][
x3 0

0 x4

]

×
[

0 1

0 0

]
(65)

[
0 1

−1 −x4

]

=

[
0 1

−1 0

]
+

[
0 0

0 −1

][
x3 0

0 x4

]

×
[

0 0

0 1

]
(66)

と書ける．ここで，式 (63)の状態ベクトルと，式 (65)

および (66)の可変項は

d

dt

([
0 0

0 1

][
x1 0

0 x2

][
0 0

1 0

][
x3

x4

])

=

[
0 0

1 0

][
x3 0

0 x4

][
0 1

0 0

][
ẋ1

ẋ2

]

−
[

0 0

0 −1

][
x3 0

0 x4

][
0 0

0 1

][
x1

x2

]

(67)

という関係があることが分かる．したがって，式 (63)，

(64)で表されるシステムは可変慣性システムである．

さらに，υ = ξ2ξ3 であるとき，[
0 0

0 1

][
ξ1 0

0 ξ2

][
0 0

1 0

][
ξ3

ξ4

]

=

[
0

1

]
υ (68)

を満たすので，このシステムは外乱無干渉化が可能で

ある．

まずは，外乱無干渉化条件を求める．式 (65)，(66)

ならびに (63)における外乱の係数を式 (56)に代入す

ると，[
0 0

1 0

][
x3 0

0 x4

][
0 1

0 0

][
ẋ1

ẋ2

]

=

[
0 0

0 −1

][
x3 0

0 x4

][
0 0

0 1

][
x1

x2

]

+

[
0

1

]
τ̂ (69)

が得られる．式 (67)より，式 (69)は

d

dt

([
0 0

0 1

][
x1 0

0 x2

][
0 0

1 0

][
x3

x4

])

=

[
0

1

]
τ̂ (70)

と書き換えられる．これを [x3 x4]
T について解けば，

Φ =




1

x2

∫ t

t0

τ̂dt

− ẋ2

x2
2

∫ t

t0

τ̂dt+
τ̂

x2


 (71)

が得られる．

次に，外乱オブザーバを設計する．外乱発生器を

ẋw =

[
0 1

0 0

]
xw, τ = [1 0]xw (72)

と仮定する．この外乱に対して外乱オブザーバを設計

した場合，C2 級の外乱を定常誤差なく観測できる外

乱オブザーバが設計できる．式 (63)および (72)より，

式 (38)のシステム行列は[
0 1

0 0

]
+ L

[
1 0

0 1/(∆Iθ + 2)

][
0 0

1 0

]

(73)

となる．ここで，式 (73)のオブザーバゲインとして

L =

[
0 −23.664

0 −20

]
(74)

を用いる．このとき，図 8 に示されるすべての ∆Iθ

に対する式 (73)の根軌跡により，式 (74)が式 (73)を

安定化するオブザーバゲインであることが確かめられ

る．これにより，外乱オブザーバ

図 8 すべての ∆Iθ に対する外乱オブザーバの根軌跡
Fig. 8 Root locus of disturbance observer for all ∆Iθ.
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図 9 ステップ外乱に対する外乱オブザーバの出力
Fig. 9 Response of disturbance observer to step

disturbance.

ż =
1

x3 + 2

[
−23.664 x3 + 2

−20 0

]
z

+
1

x3 + 2

×
[ −23.664 (559.9849− 23.664x4)− 20(x3 + 2)

−20 473.28− 20x4

]
× x1 (75)

τ̂ = [1 0]z − [0 −23.664]x1 (76)

が得られる．ステップ外乱に対する外乱オブザーバの

出力を，図 9 に示す．

次に，式 (64)に対して，[x3 x4]
T → Φとするため

のサーボコントローラを設計する．追従速度の調整を

可能にするため，αをパラメータとし，閉ループシス

テムの極が s = −α となるようなサーボコントロー
ラの 1つとして

ẋT =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 −20α3 −15α2 −6α


xT

+




0

0

0

1


 ([1 0]Φ − x3) (77)

uI = [α6 6α5 15α4 0]xT (78)

を用いる．式 (64)はすでに積分器を 2つ持つため，式

(77)および (78)，(64)による閉ループシステムは C3

級の目標値に定常誤差なく追従する．α = 2としたと

きの，閉ループシステムのステップ応答を図 10に示

す．図 10 において，可変慣性モーメントが ∆Iθ = 2

を境に反射しているように見えるのは，そこが ∆Iθ

の最大値であり，∆İθ = 0となるためである．∆Iθ の

最小値である ∆Iθ = −1 でも同様の現象が起こる．

このサーボコントローラにより [x3 x4]
T → Φとな

り，定常状態で式 (69)が満たされる．したがってシ

ステムは，サーボコントローラによる時間遅れと ∆Iθ

図 10 サーボ制御時の可変慣性モーメントのステップ入力に対す
る応答

Fig. 10 Response of servo controlled variable moment of

inertia to step input.

に関する制限を無視すると，[
1 0

0 2

][
ẋ1

ẋ2

]

=

[
0 1

−1 0

][
x1

x2

]
+

[
0

1

]
(τ − τ̂)

(79)

となる．さらに τ̂ → τ であるため，外乱無干渉化が

達成される．また，式 (64)に関する閉ループシステム

15α4s2 + 6α5s + α6

s6 + 6αs5 + 15α2s4 + 20α3s3 + 15α4s2 + 6α5s + α6

(80)

がローパスフィルタとして働き，制御スピルオーバを

抑えていることが分かる．

外乱無干渉化条件 (71)と外乱オブザーバ (75)，(76)，

サーボコントローラ (77)，(78)より，外乱無干渉化コ

ントローラが構築できる．外乱無干渉化コントローラ

による，定常外乱に対するシステムの応答を図 11に

示す．図 7 と比較すると出力が半分から 2/3に減少

しており，外乱を抑制していることが分かる．ここで

外乱無干渉化制御を適用したにもかかわらず出力に外

乱による影響が現れているのは，文献 10)および 11)

より，サーボ制御により外乱無干渉化条件 (69)を満

足させようとしていること，および ∆Iθ に関する物

理的な制約のためであると推測できる．

∆Iθ に関する制約と外乱抑制効果の関係を調べるた

め，0 ≤ ∆Iθ ≤ ∆Iθmax とし，サーボコントローラの

パラメータ αおよび ∆Iθmax に対応する，単位時間あ

たりのシステムが受ける外乱の制御前と制御後の比を

調べると，∆Iθmax が増えるとシステムの受ける外乱

が抑制されるという傾向があることが分かる（図 12）．

この図において，α = 2 のとき，∆Iθmax > 20 で

∆Iθmax が増えているにもかかわらずシステムが受け

る外乱が大きく増えているのは，式 (77)によるサー

ボシステムがオーバシュートを起こしているためで
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図 11 外乱無干渉化制御時の外乱に対するシステムの応答
Fig. 11 Response of noninteracting controlled system to

disturbance.

図 12 α および ∆Iθ の変動範囲と制御により抑制されるトルク
の比率

Fig. 12 Ratio of torques inputting to systems with control

to without control vs. α and range of ∆Iθ .

あると考えられる．実際，式 (77)の代わりにオーバ

シュートを起こさないコントローラを用いた場合には，

∆Iθmax が増えるに従い外乱抑制効果が改善されるこ

とが示されている．このように，∆Iθ の範囲が広いほ

どより理論的な結果に近づくことが分かる．

そこで，図 11に示されている，図 1のシステムに対

する制御効果を改善するため，α = 10とし，付加質量

および付加質量の変位をそれぞれ m = 5，0 ≤ ∆l ≤ 1

としてみる．これは Iθ0 = 2.5，0 ≤ ∆Iθ ≤ 20 に相

当する．このときシステムの応答は図 13 のようにな

り，外乱がより抑制されていることが確認できる．

図 13 α = 10，0 ≤ ∆Iθ ≤ 20 の場合の，外乱無干渉化制御時
の外乱に対するシステムの応答

Fig. 13 Response of nointeracting conrolled system to

disturbance for α = 10, 0 ≤ ∆Iθ ≤ 20.

これらシミュレーション結果は，理想的な外乱無干

渉化という点から見れば必ずしも有意な結果であると

いいきることはできない．その一方で，可変慣性の範

囲を広げることにより外乱抑制効果が改善されるとい

う結果が得られていることから，本手法を外乱抑制制

御として用いることが可能であると考えられる．

以上の結果より，数値例の可変慣性システムに対し

て，本手法を用いることにより外乱無干渉化コント

ローラが導出できること，およびそれによる外乱抑制

が可能であることが確認された．

5. お わ り に

本論文では，可変慣性システムのクラスを定義し，

このシステムに対して外乱無干渉化コントローラを導

出した．

まず，2自由度の慣性モーメントが可変である回転

システムを調べ，その結果をもとに可変慣性システム

を定義した．その可変慣性システムの特徴は，慣性項

および粘性項に可変構造パラメータを持ち，それらが

可解な微分方程式を構成しているということ，ならび

に可変慣性に関する状態方程式が独立しているという

ことである．次に，可変慣性システムと従来の可変構

造システムとを比較しながら，既知外乱に対する無干

渉化条件ならびに外乱オブザーバ，サーボコントロー

ラを導くことにより，外乱無干渉化制御を実現した．

また，外乱オブザーバ，サーボシステムが過渡状態に

あるときや，システムの物理的制約により完全な外乱

無干渉化は困難であること，およびサーボ制御による

閉ループシステムがローパスフィルタとして働き，制

御スピルオーバを抑えることができることも示された．
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数値例では，2章で用いた 2自由度の回転システム

に対して外乱無干渉化制御システムを設計し，その過

程を詳細に示した．また，外乱オブザーバおよびサー

ボコントローラの時間応答を用いて，それぞれが外乱

および指示信号に追従することを確認し，また，過渡

応答について検討した．さらに，外乱無干渉化制御シ

ステムの定常外乱に対する時間応答を求め，外乱を完

全に無干渉化することはできないが，外乱による影響

を抑制することはできるという結果が得られた．

以上の結果により，可変慣性システムの外乱無干渉

化コントローラが導出可能であること，およびそれに

よる外乱抑制制御が可能であることが確認された．
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