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相関のあるノイズ下での画像修復のハイパーパラメータ推定について

綴 木 馴†,†† 岡 田 真 人††† 英 保 茂††

確率的情報処理の枠組みで画像修復を議論する．原画像は近接相互作用のみを持つガウスモデルで
生成されるとする．各画素に重畳されるノイズは空間的な相関を持つガウスモデルで生成されるとし，
空間的相関は並進対称性を持つとする．修復過程に用いた確率モデルのハイパーパラメータが，生成
過程でのハイパーパラメータに一致するとき，修復誤差は最小値をとることが知られている．そこで，
ハイパーパラメータの推定を周辺事後確率最大化から求めることを試みる．本モデルでは周辺事後確
率の最大化手法としてよく用いらている，極値方程式の反復法を用いて解く．その結果，この極値方
程式を反復法を用いて解く方法では，アルゴリズムが収束しない場合があることを示す．この収束し
ない原因は，ノイズモデルにおいてハイパーパラメータが特異点を持つためであると予想される．こ
の予想を検証するため，ハイパーパラメータが特異点を持たないようにパラメータを固定した．この
場合，極値方程式を反復法を用いるアルゴリズムが収束することが分かった．

On Hyperparameter Estimation of Image Restoration
under Spatially Correlated Noise

Jun Tsuzurugi,†,†† Masato Okada††† and Shigeru Eiho††

We investigated the use of the Bayesian inference to restore noise-degraded images. The
generative statistical models used for the original image and the noise were assumed to obey
multi-dimensional Gaussian distributions. Hyperparameter is required to restore the distorted
image. We use the steady state equations for hyperparameter estimations with maximal pos-
terior marginal criteria. However, when we use the iterative method of the steady state equa-
tions, because the hyperparameter has a singular point, we fail to obtain optimal solution.
Thus,we propose a new method for sub-optimal solution.

1. は じ め に

近年，従来の個々の用途に特化した形での緻密な画

像処理技術だけでは対応しきれない状況が増加し，む

しろ多少の緻密さを犠牲にしてでも，より柔軟で頑

健な画像処理技術に対する社会的な要請が増えてい

る1)～3)．このような近況において，ベイズ統計を用

いた確率的情報処理を用いた画像処理への期待はさら

に高まりつつある．本論文ではこのベイズ統計を用い

た確率的情報処理の枠組みにおいて画像修復を議論す

る4)～7)．画像は近接相互作用のみを持つガウスモデ

ルで生成し．各画素に重畳されるノイズは空間的な相

関を持つガウスモデルで記述する7),8)．修復過程に用
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いた確率モデルが生成過程でのハイパーパラメータに

一致するとき，修復誤差が最小値をとることが知られ

ている．しかし，修復誤差の最小値を与えるハイパー

パラメータは，画像修復の際には分からない．そこで

本論文では，人工画像を中心に取り扱うことで，ハイ

パーパラメータの推定を周辺尤度最大化から求めるこ

とを試みる．

2. モ デ ル

2.1 生成モデル

一般的に画像は 2次元であるが，本論文ではより一

般的な d 次元の正方格子上の画像を考える．さらに，

画像修復の高速化，およびモデル解析の簡単化を実現

するために周期境界条件を用いる．周期境界条件を用

いることにより，共分散行列をフーリエ変換によって

対角化することができる．この対角化により共分散行

列をベクトルとして扱うことができ，画像修復の高速

化および数理的な解析が可能になる．周期境界条件を

用いることには様々な意見が予想されるが，本論文で
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は 3.2節の図 3 において，周期境界条件を用いたモデ

ルが自然画像にも対応できることを示す．

画像は，一辺の画素数を L とする．この場合，原

画素の総数 N は N = Ld となる．本論文では画像を

すべてベクトルで表し，原画像を ξ，劣化画像を τ，

修復画像を σ とおく．格子点 i 上の原画像の画素値

を ξi とおく．画像 ξ = {ξi} は以下の多重ガウス分
布に従って生成されるとする．

P (ξ) =
1

Zprior(β, h)
exp [−H(ξ, β, h)] (1)

H(ξ, β, h) = ξT (βG + hI)ξ (2)

規格化因子 Zprior(β, h) は，

Zprior(β, h) = (2π)
N
2 |2(βG + hI)|− 1

2 (3)

で与えられる．G と I は Ld × Ld の行列であり，I

は単位行列である．本論文では行列 G が並進対称行

列であるとし，その要素 Gi,j を
Gi,j = 2dδ

(i−j),0

−
∑
q

δ
(i−j),−q −

∑
q

δ
(i−j),q (4)

とする7),8)．ただし，d 次元ベクトル q は次の値を

とる．

q=(1, 0, · · · , 0), (0, 1, 0, · · · , 0), · · · , (0, · · · , 0, 1)

(5)

一方で，式 (4) の δi,j はクロネッカーのデルタで

ある．特に画像の次元である i の次元が 1 次元の場

合，行列 G は次のようになる．

G =




2 −1 0 . . . 0 −1

−1 2
. . .

. . . 0 0

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0

0 0
. . .

. . . 2 −1

−1 0 . . . 0 −1 2




(6)

よって，画像が 1次元のとき H は，

H = β
∑
〈ij〉

(ξi − ξj )2 + h
∑
j

ξj (7)

となる．ここで，式 (7)の右辺第 1項の和記号は最近

接格子点のみの和を意味する．したがって，β(> 0)

は最近接相互作用の強さを表す変数で，この値が大き

くなればなるほど近隣の画素値は同じ値をとろうとす

る．逆に β に比べて h(> 0) が大きくなればなるほ

どそれぞれの画素値は独立した値をとろうとする．

ここで，式 (1) によって生成された原画像 ξ の例

図 1 式 (1) に従って，人工的に生成された原画像 ξ．N = 642．
β = 0.5，h = 1.0 × 10−4 とした

Fig. 1 Artificial original image ξ generated by Eq.(1). The

parameter were N = 642, β = 0.5, h = 1.0 × 10−4.

を図 1 に示す．画素数を N = 642 とした．原画

像の生成に必要なハイパーパラメータは β = 0.5，

h = 1.0 × 10−4 とした．

τ = {τi} を劣化画像とする．ξ が原画像であるの

で τ − ξ はノイズになる．このノイズを原画像 ξ に

重畳することで劣化画像 τ とする．ノイズを作成す

る劣化過程を表す条件付確率 Pout(τ |ξ) は以下の多重

ガウス分布に従うとする．

Pout(τ |ξ) =
1

Znoise
exp

[
−1

2
(τ − ξ)T R−1(τ − ξ)

]
(8)

Znoise(R) = (2π)
N
2 |R| 12 (9)

ここで，R はノイズの相関行列であり，以下の式 (10)

に示すように並進対称性を持つとする．

Ri,j=(1− a)b2δi,j + ab2 exp

[
− (i−j)2

κ2

]
(10)

ただし，0 ≤ a ≤ 1 である．式 (10) で a = 0 とお

けば第 2項が 0となり，空間的な相関を持たないノイ

ズと等価になる．また，i = j のとき，a の値とは無

関係に Ri,i = b2 となる．すなわち，a が 1 に近づ

くほど，ノイズにおける各ピクセル間の相関性が強ま

る．その様子を図 2 に示す．画素数を N = 642，ハ

イパーパラメータとして b = 0.75，κ = 3.0 とした．

a が a = 0.0 から a = 1.0 に増加するにつれ，ノイ

ズの相関が大きくなっている様子が分かる．

2.2 修復アルゴリズムとハイパーパラメータ推定

ベイズの公式により式 (1)と式 (8)から，劣化画像

τ が与えられた場合の原画像 ξ の事後確率は，

P (ξ|τ ) =
Pout(τ |ξ)P (ξ)∫
dξPout(τ |ξ)P (ξ)

(11)

となる．原画像 ξ と区別するために，原画像の推定

結果に対応する修復画像 σ = {σi} を導入する．式
(11)から修復画像 σ の事後確率を，
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図 2 式 (8) に従って，様々な a によって作成された人工ノイズ
τ − ξ．N = 642．b = 0.75，κ = 3.0 とした

Fig. 2 Artificial noise images τ − ξ generated by Eq.(8).

The parameter were N = 642, b = 0.75, κ = 3.0.

P (σ|τ ) =
exp [−Heff ]∫
dσ exp [−Heff ]

(12)

Heff=σT (βG+hI)σ+
1

2
(τ−σ)T R−1(τ − σ)

(13)

とする．ここでは原画像 ξ の推定値として，修復画

像 σ の P (σ|τ ) に関する期待値を用いる．〈
σi
〉

=

∫
dσiσiP (σ|τ ) (14)

本論文では，この
〈
σi
〉
を修復結果とする．

ここまでの議論では，β，h，b，κ などのハイパー

パラメータが与えられた場合の修復アルゴリズムに関

して述べた．しかし実際の画像修復において，これら

のハイパーパラメータの値を修復時に知ることはでき

ない．そこで何らかの方法で，ハイパーパラメータを

推定する必要がある．ここでは，ハイパーパラメータ

推定方法として，周辺尤度最大化を用いる．式 (1)と

(8)の原画像とノイズの生成確率を用いると，劣化画

像 τ の生起確率 P (τ ) は，

P (τ ) =

∫
dξPout(τ |ξ)P (ξ) (15)

となる．P (τ ) を周辺尤度と呼ぶ．

周辺尤度 P (τ ) はハイパーパラメータの関数であ

る．周辺尤度最大化では，劣化画像 τ が与えられた

場合に，周辺尤度 P (τ ) の最大値を与えるハイパーパ

ラメータの推定値とする．

3. 結 果

3.1 画素の推定値と修復誤差

本論文では，相関のあるノイズ下でのハイパーパラ

メータの推定について議論する．そのためには，この

モデルに関する Tsuzurugiと Okadaによるフーリエ

変換を用いた修復画像の理論的取扱いの知見が必要で

ある7),8)．そこで，まず文献 8) の内容を手短に説明

する．

本論文では原画像の画素 ξi，劣化画像の画素 τi，修

復画像の画素 σi の離散フーリエ変換をそれぞれ ξ̃k，

τ̃k，σ̃k とおく．また行列 G と R を対角化した行列

の対角成分をそれぞれ G̃k，R̃k とする．フーリエ変

換については付録で詳しく述べる．修復画素 σj の期

待値は，フーリエ表記 σ̃k を用いて，〈
σj

〉
=

1√
N

∑
k

〈
σ̃k
〉

eik·j (16)

となる．σ̃k の期待値は，〈
σ̃k
〉

=

∫ ∏
k′

dσ̃k′ σ̃kP (σ|τ )

=
1∫

dσ̃ke−Ĥeff

∫
dσ̃kσ̃ke−Ĥeff (17)

となる．ただし Ĥeff は式 (13)のフーリエ表記で，

Ĥeff =
∑
k

(β̂G̃k + ĥ)σ̃kσ̃−k

+
∑
k

1

2 ˆ̃Rk

(τ̃k − σ̃k)(τ̃−k − σ̃−k) (18)

である．また，ここでは原画像の生成確率やノイズの

生起確率のハイパーパラメータを表す β，h，R̃k が

既知ではないとしている．ただし，修復用のモデルは

原画像，ノイズともに元の関数形と同じであるとする．

β，h，R̃k に対応するハイパーパラメータを β̂，ĥ，
ˆ̃Rk とする．式 (17)を (16)に代入すると，修復結果〈
σj

〉
は，

〈
σj

〉
=

1

Ld

∑
k

∑
i

τi
1

2
ˆ̃
Rk

cos[k · (j−i)]

β̂G̃k + ĥ + 1

2
ˆ̃
Rk

(19)

となり，劣化画像 τ から修復画像 σ を求めることが

できる．

ピクセルごとの修復画像と原画像の平均二乗誤差

E1 の期待値は，

E1

=

〈〈
1

Ld

∑
j

(
ξj −

〈
σj

〉)2

〉〉

=
1

N

∑
k〈〈(
ξ̃k −

〈
σ̃k
〉)(

ξ̃−k −
〈
σ̃−k

〉)〉〉
(20)

となる．ここで，〈〈·〉〉 は同時分布 P (τ , ξ) =

Pout(τ |ξ)P (ξ) に関する平均である．P (τ , ξ) はフー
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リエ表記により対角化されているので，各々の k に

ついて容易に計算することができる．〈〈(
ξ̃k −

〈
σ̃k
〉)(

ξ̃−k −
〈
σ̃−k

〉)〉〉

=
1

Z

∫ ∫
dξ̃kdτ̃k

∣∣∣∣∣ξ̃k −
ˆ̃Bk
ˆ̃Ak

τ̃k

∣∣∣∣∣
2

× exp

[
− Ak

∣∣∣∣ξ̃k − B̃k
Ãk

τ̃k

∣∣∣∣
2

−
(

B̃k − B̃2

k
Ãk

)∣∣τ̃k∣∣2
]

=
1

2Ãk
+

(
B̃k
Ãk

−
ˆ̃Bk
ˆ̃Ak

)2

1

2B̃k −
2B̃2

k
Ãk

(21)

ただし，

Ãk = βG̃k + h +
1

2R̃k
, B̃k =

1

2R̃k
(22)

Z =

∫ ∫
dξ̃kdτ̃k

× exp

[
− Ãk

∣∣∣∣ξ̃k − B̃k
Ãk

τ̃k

∣∣∣∣
2

−
(

B̃k − B̃2

k
Ãk

)∣∣τ̃k∣∣2
]

(23)

である．したがって，Ãk，B̃k の推定値をそれぞれ
ˆ̃Ak，

ˆ̃Bk とおくと，

E1

=
1

2N

∑
k


 1

Ãk
+

(
B̃k
Ãk

−
ˆ̃Bk
ˆ̃Ak

)2

1

B̃k−
B̃2

k
Ãk




=
1

2N

∑
k

[
1

βG̃k + h + 1

2R̃k

+


 1

2R̃k
βG̃k+h+ 1

2R̃k

−
1

2 ˆ̃Rk

β̂G̃k+ĥ+ 1

2
ˆ̃
Rk




2

×
βG̃k + h + 1

2R̃k
1

2R̃k

(
βG̃k + h

)
]

(24)

となる．このとき，

β̂ = β, ĥ = h, ˆ̃Rk = R̃k (25)

であれば，最小二乗誤差 E1 は最小値，

E1min =
1

2N

∑
k


 1

βG̃k + h + 1

2R̃k


 (26)

をとる．より正確には，β̂，ĥ， ˆ̃Rk と β，h，R̃k の

それぞれの比が正しければ E1 は同じ最小値，式 (26)

をとる．この式 (26)は修復の限界を表している．

同様に劣化画像と原画像の平均二乗誤差 E2 を求め

ることができる．

E2 =

〈〈
1

N

∑
j

(
ξ̃j − τ̃j

)2

〉〉
(27)

= =
1

N

∑
k

R̃k =
1

N

∑
i

R̃i,i = b2 (28)

これにより，E2 はノイズのフーリエ表記された相

関行列の対角成分だけに依存することが分かる．

3.2 ノイズに相関の無い場合のハイパーパラメー

タ推定

式 (15) の周辺尤度 P (τ ) は式 (3) と式 (9) を用い

ると，

P (τ ) =
Zposterior(β̂, ĥ, R̂)

Znoise(R̂)Zprior(β̂, ĥ)
(29)

となる．ここで，Zposterior(β̂, ĥ, R̂) は，次の式で与え

られる事後確率

P (ξ|τ ) =
Pout(τ |ξ)P (ξ)∫
dξPout(τ |ξ)P (ξ)

(30)

=
1

Zposterior(β̂, ĥ, R̂)
exp(− ˆ̃Heff )(31)

の規格化因子であり，以下のようになる．

Zposterior(β̂, ĥ, R̂)

=
∏
k

∫
dξ̃k exp(− ˆ̃Heff )

= π
N
2
∏
k

1√
ˆ̃Ak

× exp

[
−( ˆ̃Bk −

ˆ̃B
2

k
ˆ̃Ak

)
∣∣τ̃k∣∣2

]
(32)

ただし，

ˆ̃Heff =
∑
k

(β̂G̃k + ĥ)ξ̃k ξ̃−k

+
∑
k

1

2 ˆ̃Rk

(τ̃k − ξ̃k)(τ̃−k − ξ̃−k) (33)

である．

ln は単調増加関数であるので対数周辺尤度 lnP (τ )
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を最大化するのは P (τ ) を最大化するのと等価であ

る．対数周辺尤度 ln P (τ ) は以下で与えられる．

ln (P (τ )) = ln

(
Zposterior(β̂, ĥ, R̂)

Znoise(R̂)Zprior(β̂, ĥ)

)

= −1

2

∑
k

ln

(
β̂G̃k + ĥ +

1

2 ˆ̃Rk

)

−N

2
ln(2π) − 1

2

∑
k

ln
(

ˆ̃Rk

)

+
1

2

∑
k

ln
(
β̂G̃k + ĥ

)

−
∑
k

(
β̂G̃k + ĥ

)
1

2 ˆ̃Rk

β̂Gk + ĥ + 1

2
ˆ̃
Rk

∣∣τk∣∣2(34)

ここでは，式 (53)において a = 0 とおき，相関の

ないノイズの画像修復を考える．このとき，R̃k は，

R̃k = b2 (35)

となる．相関のないノイズによる劣化画像を修復する

のに必要なハイパーパラメータは β，h，b である．こ

れらの推定値をそれぞれ β̂，ĥ，b̂ とおく．

式 (35)を式 (34)に代入し，ln (P (τ )) を β̂，ĥ，b̂2

で偏微分し，ln (P (τ )) の停留点が満たす方程式を求

めると，

β̂ =


∑

k

G̃k

G̃k + ĥ

β̂




[∑
k

G̃k

β̂G̃k + ĥ + 1

2b̂2

+
∑
k

∣∣τ̃k∣∣2 G̃k

2b̂4
(
β̂G̃k + ĥ + 1

2b̂2

)2
]−1

(36)

ĥ =


∑

k

1

1 +
β̂G̃k

h




[∑
k

1

β̂G̃k + ĥ + 1

2b̂2

+
∑
k

∣∣τ̃k∣∣2 1

2b̂4
(
β̂G̃k + ĥ + 1

2b̂2

)2
]−1

(37)

b̂2 =
1

2N

∑
k

G̃k

β̂G̃k + ĥ + 1

2b̂2

+
1

N

∑
k

∣∣τ̃k∣∣2 (β̂G̃k + ĥ)2(
β̂G̃k + ĥ + 1

2b̂2

)2 (38)

となる．本論文では，ノイズモデルのハイパーパラメー

図 3 (A) 相関のないノイズ (a = 0) で劣化した自然画像の修復．
N = 642．ノイズのハイパーパラメータは b = 0.75(b2 =

0.56) とした．ハイパーパラメータの推定値はそれぞれ，
β̂ = 0.91，ĥ = 1.7 × 10−4，b̂2 = 1.13 と求まった．平均
二乗誤差は修復前の E2 = 0.57 から修復後の E1 = 0.42

に減少した．(B) 相関のないノイズ (a = 0) で劣化した人工
画像の修復．N = 1282．原画像およびノイズのハイパーパラ
メータは β = 3.0，h = 1.0×10−4，b = 0.75(b2 = 0.56)

とした．ハイパーパラメータの推定値はそれぞれ，β̂ = 2.17，
ĥ = 8.0 × 10−3，b̂2 = 0.53 と求まった．平均二乗誤差は
修復前の E2 = 0.55 から修復後の E1 = 0.06 に減少した

Fig. 3 (A) Restoration of distored natural image with the

non-correlated noise (a = 0). N = 642. Hyperpa-

rameter were used b = 0.75(b2 = 0.56) for noise.

Estimated hyperparameter were β̂ = 0.91, ĥ =

1.7×10−4, b̂2 = 1.13. Restoration error was reduced

from E2 = 0.57 to E1 = 0.42. (B) Restoration of di-

stored artificial image with the non-correlated noise

(a = 0). N = 1282. Hyperparameter for the origi-

nal image were used β = 3.0，h = 1.0 × 10−4，and

for noise image b = 0.75(b2 = 0.56). Estimated

hyperparameter were β̂ = 2.17, ĥ = 8.0 × 10−3,

b̂2 = 0.53. Restoration error was reduced from

E2 = 0.55 to E1 = 0.06.

タ β̂，ĥ，b̂2 の停留点をそれぞれ求めるために，停留

点方程式 (36)，(37)，(38)のそれぞれに対して，計算

機シミュレーションによる反復法を用いた．原画像に

はまず N = 642 の自然画像（レナ画像）を用いた．

ノイズモデルのハイパーパラメータを b = 0.75 とし

た．自然画像であるので原画像を生成したパラメータ

β，h の真の値は分からない．結果を図 3 (A)に示す．

ハイパーパラメータの推定値はそれぞれ，β̂ = 0.91，

ĥ = 1.7 × 10−4，b̂2 = 1.13 に収束した．平均二乗誤
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差は修復前の E2 = 0.57 から修復後の E2 = 0.42 に

減少した．また，自然画像は周期境界条件を持ってい

ないが，図 3 の結果は，周期境界条件を用いている本

論文のモデルであっても対応できることを示している．

さらに原画像に N = 1282 の人工画像を用いたシミュ

レーションを行った．その結果を図 3 (B)に示す．原

画像およびノイズのハイパーパラメータは β = 3.0，

h = 1.0 × 10−4，b = 0.75(b2 = 0.56) とした．ハ

イパーパラメータの推定値はそれぞれ，β̂ = 2.17，

ĥ = 8.0 × 10−3，b̂2 = 0.53 に収束した．平均二乗誤

差は修復前の E2 = 0.55 から修復後の E2 = 0.06 に

減少した．

3.3 ノイズに相関のある場合のハイパーパラメー

タ推定

前節の相関のないノイズの場合では a = 0 と固定

されているので，a および κ のハイパーパラメータ推

定を考える必要はなかった．しかし，相関のあるノイ

ズ (a > 0) の場合は b2 だけでなく，a および κ も推

定しなくてはならない．ここからは，これらノイズの

ハイパーパラメータ b2，a，κ の推定について述べる．

式 (10)および (53)のノイズの相関行列は a，b お

よび κ に依存する．これらの推定値を â，b̂ および

κ̂ とおくと，修復に用いたノイズモデルの相関行列の

フーリエ表記は，

ˆ̃Rk = (1 − â)b̂2 + âb̂2
∑
l

e
− l2

κ̂2 cos(k · l) (39)

となる．この式を式 (34)に代入し，ln (P (τ )) を β̂，

ĥ，â，b̂2 および κ̂2 で偏微分し，ln (P (τ )) の停留点

が満たす方程式を求めると，

β̂ =

(∑
k

G̃k

G̃k + ĥ

β̂

)[∑
k

G̃k

β̂G̃k + ĥ + 1

2 ˆ̃R
2

+
∑
k

∣∣τ̃k∣∣2 G̃k

2 ˆ̃R
4
(

β̂G̃k + ĥ + 1

2
ˆ̃
R

2

)2

]−1

(40)

ĥ =

(∑
k

1

1 +
β̂G̃k

h

)[∑
k

1

β̂G̃k + ĥ + 1

2
ˆ̃
R

2

+
∑
k

∣∣τ̃k∣∣2 1

2 ˆ̃R
4
(

β̂G̃k + ĥ + 1

2
ˆ̃
R

2

)2

]−1

(41)

â =

[∑
k

{(
1

â
−1

)
b̂2+b̂2

∑
l

e
− l2

κ̂2 cos(k · l)
}

× ∂

∂â
ˆ̃Qk

]−1

×
[

1

2

∑
k

∂
∂â

ˆ̃Qk

β̂G̃k + ĥ + 1

2
ˆ̃
Rk

+
∑
k

(
β̂ ˜̃Gk + ĥ

)
|τ̃k|2

∂
∂â

ˆ̃Qk

(
β̂G̃k + ĥ

)
(

β̂G̃k + ĥ + 1

2
ˆ̃
Rk

)2

]

(42)

b̂2=

[∑
k

{
(1−â)+â

∑
l

e
− l2

κ̂2 cos(k · l)
}

∂

∂b̂2
ˆ̃Qk

]−1

×
[

1

2

∑
k

∂

∂b̂2
ˆ̃Qk

β̂G̃k + ĥ + 1

2
ˆ̃
Rk

+
∑
k

(
β̂ ˜̃Gk+ĥ

)
|τ̃k|2

∂

∂b̂2
ˆ̃Qk

(
β̂G̃k+ĥ

)
(

β̂G̃k+ĥ+ 1

2 ˆ̃Rk

)2

]

(43)

κ̂2=

[
− âb̂2

κ̂2

∑
k

1

Rk

∑
l

l2e
− l2

κ̂2 cos(k · l)
]

×
[

1

2

∑
k

∂

∂b̂2
ˆ̃Qk

β̂G̃k + ĥ + 1

2
ˆ̃
Rk

+
∑
k

(
β̂ ˜̃Gk+ĥ

)
|τ̃k|2

∂
∂κ̂2

ˆ̃Qk

(
β̂G̃k+ĥ

)
(

β̂G̃k+ĥ+ 1

2 ˆ̃Rk

)2

]−1

(44)

となる．ここで，

∂

∂â
ˆ̃Qk=− 1

ˆ̃R
2

k

(
−b̂2 + b̂2

∑
l

e
− l2

κ̂2 cos(k · l)
)

(45)

∂

∂b̂2
ˆ̃Qk=− 1

ˆ̃R
2

k

(
1 − â + â

∑
l

e
− l2

κ̂2 cos(k · l)
)

(46)

∂

∂κ̂2

ˆ̃Qk=− 1

ˆ̃R
2

k

(
âb̂2

1

κ4

∑
l

e
− l2

κ̂2 cos(k · l)
)

(47)
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図 4 画像生成のハイパーパラメータを β = 0.5，h = 1.0×10−4

と固定し，ノイズモデルのハイパーパラメータを a = 0.5，
b = 0.75，κ2 = 9.0 として生成した，2 次元画像に関する
ハイパーパラメータ推定のダイナミクス．ただし画像の一辺の
長さは L = 16 である．推定の際，画像生成のハイパーパラ
メータは真の値を用いた．ノイズの分散を b̂ = b = 0.75 に
固定し，反復法を用いて残りの â と κ̂ を求める．反復法は収
束することなく，求解過程は発散する

Fig. 4 Dynamics of the hyperparameter estimation about

2-dimensional image. Hyperparameter for original

image were fixed at β = 0.5, h = 1.0 × 10−4, and

hyperparameter for noise image were a = 0.5, b =

0.75, κ2 = 9.0. L = 16. Estimating the hyperpa-

rameters, true values were employed for the original

image. The variance of noise is fixed b̂ = b = 0.75,

and we obtained â and κ̂ using iterative procedure.

The iterative procedure emananted, not converged.

である．

本論文では式 (36)，(37)，(38)の場合と同様に，ノ

イズモデルのハイパーパラメータ â，b̂，κ̂ のそれぞれ

の停留点を求めるために，停留点方程式 (42)，(43)，

(44)のそれぞれに対して，計算機シミュレーションに

よる反復法を用いた．

画像生成のハイパーパラメータ β = 0.5 を h =

1.0× 10−4 とし，L = 16 の画像 ξ を式 (1)の確率分

布 P (ξ) に従って生成した．ノイズモデルのハイパー

パラメータを a = 0.5，b = 0.75，κ2 = 9.0 とし，

L = 16 の劣化画像 τ を式 (8)の確率分布 Pout(τ |ξ)

に従って生成した．ハイパーパラメータ推定の際，画

像生成のハイパーパラメータは既知とし，β̂ = β = 0.5

を ĥ = h = 1.0 × 10−4 に固定した．ノイズモデルの

ハイパーパラメータを a = 0.5，b = 0.75，κ2 = 9.0

とした．推定の際には b̂ に関しては b̂ = b = 0.75 に

固定した．残りの â と κ̂ に関して式 (42)と (44)を

反復法で解くことを試みた．図 4 にその求解過程を

示す． 図から分かるように反復法の â と κ̂ の初期値

を真の値 â = 0.5，κ̂2 = 9.0 に設定しても，反復法は

収束しない．その他の初期値に関しても，反復法は収

束することなく，求解過程は発散してしまう．

(a)

(b)

図 5 â と b̂ を固定して，推定値 κ̂ を反復法に求めた場合のダイ
ナミクス．アルゴリズムが収束しているのが分かる．

Fig. 5 The dynamics in cace of estimating κ̂ by the iter-

ative procedure. â and b̂ are fixed. The algorithm

was converged.

このような現象の原因の 1つとして，ノイズの確率

モデルが持つ特異性が考えられる．式 (10)のノイズ

の共分散行列の要素からも分かるように，a = 0 であ

る場合，分散 Ri,j は κ に依存しない．このように，

モデルの挙動がモデルを記述するパラメータによらな

くなるようなパラメータ領域が存在する場合，そのモ

デルは特異性を持つという．モデルの特異性が反復法

に与える影響を確認するために，ノイズモデルのハイ

パーパラメータ â，b̂，κ̂ のうち 2つ，たとえば â と

b̂，を真の値に固定して (â = 0.5，b̂ = 0.75)，推定値

κ̂ を反復法により求めた．その結果を図 5 (a)に示す．

図から，推定値 κ̂2 は真の値 κ2 = 9.0 には収束しな

いが，ある一定値（この場合は約 13）には収束する

ことが分かる．また，図 5 (b) に示すように，â と b̂

が真の値ではなくても，推定値 κ̂2 はある値に収束す

る．いずれの場合も，â �= 0 としているので，ノイズ

のモデルは特異性を持たない．これらの知見から，反

復法が収束しない原因をノイズの確率モデルが持つ特

異性であると予想できる．
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4. 議論とまとめ

本論文では，確率的情報処理の枠組み内で画像修復

を議論した．画像の生成モデルとして多重ガウス分布

を仮定した．ノイズの生成過程も並進対称な共分散行

列を持つ多重ガウス分布に従うとした．先行研究8)よ

り，修復に用いる確率モデルが生成モデルと完全に一

致するとき，修復誤差が最小になることが知られてい

る．そこで，修復の確率モデルを記述するハイパーパ

ラメータを周辺尤度最大化の枠組で議論した．アルゴ

リズムとしては，従来から用いられている対数周辺尤

度の停留点方程式を反復法で解くアルゴリズムを用い

た．その結果，反復法を用いたハイパーパラメータの

求解過程は収束せずに発散してしまうことが分かった．

そのメカニズムを調べるために，ノイズモデルが特異

性を持たない領域での反復法の収束を調べた．その場

合，アルゴリズムは収束することが分かった．これら

の知見から，反復法が収束しない原因はノイズの確率

モデルが持つ特異性であると予想することができた．

特異性を解消する方法にはいろいろあるが，1つの

方法として，推定に用いるノイズモデルを変更する方

法が考えられる．実際にはノイズの生成過程は未知で

あり，画像修復を確率的に取り扱うために，ノイズの

生成過程を記述する確率分布を仮定した．これは必ず

しも推定において真の確率モデルを使う必要はないこ

とを意味し，たとえ真のモデルに特異性があっても，

修復の際には特異性がないモデルを用いてもかまわな

いことを意味する．実際，我々の行った先行研究では，

相関のあるモデルを相関のないモデルで修復すること

を試みている8)．この相関のないモデルには特異性は

存在せず反復法は収束する．しかし，収束した結果は

必ずしも良い推定値を与えないことが分かってる．特

異性を持つ真のモデルを近似する特異性を持たない

モデルの候補はたくさん存在する．その観点から考え

ると，特異性を持たないモデルのうち，どのモデルが

最も良い修復結果を与えるかを議論することは重要で

ある．
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付 録

A.1 付 録

式 (4) と (10) の行列 G と R は，i に関して並進

対称性を持つので，これらはフーリエ変換により対角

化できる．修復画素 σi の離散フーリエ変換を

σ̃k =
1√
Ld

∑
j

σje−ik · j (48)

で定義すると，逆フーリエ変換は，

σj =
1√
Ld

∑
k

σ̃keik · j (49)

となる．周期境界条件より，k の各成分は以下のよう

な値をとる．

0,
2

L
π,

4

L
π, · · · , 2(L − 1)

L
π (50)

原画像 ξi と劣化画像 τi の離散フーリエ変換も同

様に定義する．

フーリエ表記を行うと，式 (1)の事前確率 P (σ)は，

P (σ) =
1

Zprior(β, h)

× exp


−∑

k

(βG̃k + h)σ̃kσ̃−k


 (51)
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G̃k =
∑
q

[2 − 2 cos(k · δ)] (52)

となる．σT Gσ という 2 次形式は G が並進対称

性を持つため，フーリエ表記すると対角化可能で∑
k G̃k σ̃kσ̃−k と書ける．式 (10)の Ri,j も同様に，

R̃k = (1 − a)b2 + ab2
∑
l

e
− l2

κ2 cos(k · l) (53)

となる．ただし，ベクトル l の要素 l がとりうる範

囲は，

−(L − 1) ≤ l ≤ L − 1 (54)

である．式 (9)の劣化過程 Pout(τ |ξ) もフーリエ表記

すると，

Pout(τ |ξ) =
1

Znoise

× exp


−1

2

∑
k

R̃−1

k (τ̃k − ξ̃k)(τ̃−k − ξ̃−k)




(55)

となる．
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