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Bulk量子計算モデル上における
Groverのアルゴリズムの繰返し回数について

大久保 誠也† 西 野 哲 朗†

太 田 和 夫† 國 廣 昇†

本論文では，NMR量子計算機をモデル化した，Bulk 量子計算モデル上で動作する，Groverのア
ルゴリズムの繰返し回数について考察する．最初に，Bulk量子計算モデル上で Groverのアルゴリズ
ムを用いて論理式の充足可能性判定問題（SAT）を解くのに必要となる繰返し回数について議論する．
次に，解がただ 1 つのみ存在する探索問題に対する量子アルゴリズムを提案する．また，この探索ア
ルゴリズムの秘密鍵探索問題に対する応用についても述べる．さらに，解が複数存在する探索問題に
対する量子アルゴリズムも提案する．以上の考察から，本論文で提案する Bulk 量子計算モデルは，
通常の量子計算モデルよりも Grover のアルゴリズムを高速に実行できる場合があることが分かる．

On the Required Number of Grover Iterations
on a Bulk Quantum Computation Model

Seiya Okubo,† Tetsuro Nishino,† Kazuo Ota†

and Noboru Kunihiro†

In this paper, we discuss the required number of Grover iterations used in a quantum search
algorithm on a bulk quantum computation model which generalizes NMR (Nuclear Magnetic
Resonance) quantum computers. First, we discuss the time complexity of Grover’s algorithm
on the bulk quantum computation model which is used to solve the satisfiability (SAT) prob-
lem. Then, we propose a quantum algorithm on the bulk quantum computation model for
the search problem which has only one solution by using Grover’s algorithm. And we apply
this algorithm to the secret key search problem. Furthermore, we also propose a quantum
algorithm on the bulk quantum computation model for the search problem which has multi
solutions. From these observations, we can conclude that the bulk quantum computation
model can compute faster than the ordinary quantum computation model in some situations.

1. ま え が き

計算という概念を形式的に定義するために，1936年

に Turing は Turing 機械という計算モデルを提案し

た．Turing 機械は計算の本質を見事に抽象化してお

り，現在の計算機の基本的なモデルとなっている．一

方，1985年に，Deutsch は，量子力学に基づく新た

な計算モデルとして，量子 Turing機械を提案し，量

子計算機のモデル化を行った1),2)．そして，1994年に

Shorは，量子 Turing機械上で，整数の因数分解を多

項式時間内に高い成功確率で行う量子アルゴリズムを

示した4)．さらに，1996年には Groverが，解探索問

題に対する効率的量子アルゴリズムを提案した5)．こ
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のほかにも，さまざまな研究成果から，量子 Turing

機械は，通常の Turing機械と比べて本質的に高速に

計算を行える場合があると予想されている．

このような理論研究の流れを受けて，近年，NMR

やイオントラップ，単一光子，量子ドットなどを用い

て量子 Turing機械を物理的に実現し，量子計算機を

構築しようという研究がさかんに行われている．なか

でも，NMR（Nuclear Magnetic Resonance，核磁気

共鳴）を用いた量子計算は，近い将来に実現可能であ

ると考えられている．NMR法は，分子を構成する原

子 1つ 1つを区別して見ることを可能にする方法で，

現在，有機化合物の分子構造解析の分野で威力を発揮

している．しかし，このような NMR 装置を用いて

行うNMR量子計算は，通常の量子計算とは若干異

なり，Bulk 量子計算と呼ばれる枠組みであるため，

NMR量子計算の理論的基礎を与えるための研究も行
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われている6)～8)．

特に，文献 7) では，NMR量子計算が通常の量子

計算よりも効率的である可能性が（計算モデルを用い

ずに）定性的に指摘されている．しかし，このような

議論は，明確な計算モデル上で行わなければならない．

なぜなら，たとえば，NMR量子計算機が，出力値に

対する無限の測定精度を持つと仮定すると，論理式の

充足可能性判定問題（SAT）が多項式時間で解けると

いう非現実的な結果が導き出されてしまうからであ

る．実際の NMR装置には，測定精度に関する厳しい

制約があるため，NMR量子計算のアルゴリズムの効

率について理論的に考察する際には，このような測定

精度を十分考慮に入れる必要がある．そこで，本論文

では，このような NMR量子計算の枠組みを反映させ

た Bulk量子計算モデルを提案し，その性質について

考察する．

具体的には，出力値の測定精度について厳密な制約

を設けても，Bulk量子計算モデル上では，Groverの

アルゴリズムの効率が改善できることを示す．本論文

の構成は，以下のとおりである．まず，2章でBulk量

子計算の数学的定義を述べ，3 章で Groverのアルゴ

リズムについて概観する．4 章では，Bulk量子計算モ

デル上で，Groverのアルゴリズムを用いて充足性判

定問題を解く場合の効率について解析する．続く 5 章

と 6 章では，Groverのアルゴリズムを用いて，Bulk

量子計算モデル上で探索問題を解くアルゴリズムを提

案する．特に，5 章では探索すべき解が唯一の場合の

探索アルゴリズムについて述べ，その秘密鍵探索問題

への応用を示す．近年，量子暗号と呼ばれる秘密鍵の

配送方式が活発に研究されているが，本章で述べる結

果は，Bulk量子計算モデルが，秘密鍵暗号方式に対

して脅威となりうる可能性を指摘している．さらに，

6 章では，より一般的な場合として，探索すべき解が

複数の場合の Bulk量子探索アルゴリズムについて述

べる．最後に，7 章で結論を述べる．

2. Bulk量子計算

1985年に，英国人物理学者 Deutschは，量子回路

（quantum circuit）という量子力学的動作原理に基づ

く新たな計算モデルを提案した3)．この量子回路によっ

て構成された計算機が，量子計算機と呼ばれている．

通常の組合せ論理回路の 1本のワイヤには，0また

は 1が保持できるが，量子回路の 1本のワイヤには，

0と 1の任意の重ね合わせ状態が保持できる．ここで，

重ね合わせ状態とは，0 に対応する状態ベクトル |0〉

と 1に対応する状態ベクトル |1〉 を，それぞれ，

|0〉 =

(
1

0

)
, |1〉 =

(
0

1

)

とするとき，α|0〉+β|1〉の形で表されるベクトルの和の
ことをいう．ただし，αと β は，条件式 |α|2+|β|2 = 1

を満たす任意の複素数であり，振幅と呼ばれる．この

重ね合わせ状態を観測すると，0（または 1）が確率

|α|2（|β|2）で読めるものと仮定する．
量子回路の 1本のワイヤが保持できる情報量を 1量

子ビット（quantum bit，qubit）という．量子回路の

動作は，量子ビットに対するユニタリ変換と呼ばれる

線形変換の適用という形で表現できる．一方，量子回

路上で実行されるアルゴリズムを量子アルゴリズムと

呼ぶ．そこで以下では，量子アルゴリズムを量子ビッ

トに適用されるユニタリ変換の系列として記述するこ

とにする．

本論文では，近い将来に比較的容易に実現可能と思

われている，NMR量子計算をモデル化したBulk量

子計算について考察する．Bulk量子計算と通常の量

子計算の相違は，計算結果の観測の規約が以下のよう

に異なっている点にある．一般に量子回路の出力は，

量子ワイヤ上に，α|0〉 + β|1〉 という形の重ね合わせ
状態として保持される．

通常の量子計算の場合，この重ね合わせ状態 α|0〉+
β|1〉 を観測すると，0（または 1）が確率 |α|2（|β|2）
で読めるものと仮定される．一方，NMR量子計算な

どの Bulk量子計算においては，同じ重ね合わせ状態

を測定すると，|β|2 − |α|2 という実数値が測定できる
ものと仮定される．ただし，その際には測定誤差 ε > 0

が存在し，重ね合わせ状態 α |0〉 + β |1〉 にある量子
ビットを測定すると，実際には，以下の関係式

|β|2 − |α|2 − ε ≤ θ ≤ |β|2 − |α|2 + ε (1)

を満たす実数値 θ が読み出せるという精度保証がな

されているものと仮定する．

ただし，この εは回路の入力数に依存する値であり，

さらに，NMR量子計算におけるサンプル数のような，

計算装置ごとに定まるパラメータにも依存する値とし

て，各量子回路ごとに指定される値であるとする．

本論文で提案する Bulk量子計算モデルは，通常の

量子回路において，その出力値の読み出しに，上記の

規約を仮定する．

また，Bulk量子計算における測定では，波束が収

縮しないので，重ね合わせ状態を乱さずに測定を行う

ことができると仮定する．

ここで ε は 1以下の定数であるが，たとえば NMR
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装置の測定精度の場合，4 ∼ 5 量子ビットの Grover

のアルゴリズムの実験においては，ε の値が
1

8
以下

と仮定できるといわれている．ただし，この ε の値

は，現在の液体 NMRを用いた実験におけるものであ

り，固体 NMRその他を用いた将来の Bulk量子計算

装置においては，ε の値がさらに改善されていくもの

と期待されている．

3. Groverのアルゴリズム

いま，0 ≤ r ≤ 2n − 1 なる整数 r の集合を定

義域とする関数 f を考える．すなわち，f の定義域

には 2n 個の整数が含まれている．この定義域の中

に，特別な整数 r0 が存在して，x = r0 のときのみ

f(x) = 1 となり，それ以外の x に対しては f(x) = 0

となるものとする．関数 f に対するオラクルとは，

f の定義域に属する整数 x が入力として与えられ

ると，f(x) の値（0 または 1）を返すブラックボッ

クスのことをいう．また，関数 f に対する量子オラ

クルとは，f の定義域に属する整数 x の重ね合わせ

α1 |x1, 0〉+α2 |x2, 0〉+ · · ·+αN |xN , 0〉が入力として
与えられると，f(x) の値（0または 1）の重ね合わせ

α1 |x1, f(x1)〉+α2 |x2, f(x2)〉+· · ·+αN |xN , f(xN )〉
を返すブラックボックスのことをいう．ここで，任意

の入力に対し，量子オラクルは単位時間で出力を返す

ものと仮定する．

Groverのアルゴリズムが扱う探索問題は，以下の

とおりである．

入力：量子オラクルとして実現されるブール

関数 f の変数の個数 n．

問題：n 変数ブール関数 f に対する量子オ

ラクルが与えられたときに，上記の条件を満

たす r0 を発見せよ．

この問題を解くために，f の定義域を古典的に探索

した場合，r0 を発見するまでの f(x) の評価回数（オ

ラクル呼び出しの回数）の期待値は 2n−1 となる．こ

れに対し，Groverのアルゴリズムでは，このオラク

ル呼び出しの回数の期待値を，O
(√

2n
)

= O
(
2n/2

)
にすることができる．本論文では，量子アルゴリズム

の実行に必要な時間量を，このようなオラクル呼び出

しの回数によって評価するものとする．

論文 5)で，Groverは，以下の量子探索アルゴリズ

ムを示した．

( 1 ) n 個の量子ビットを，|00...0〉 から |11...1〉 の
すべての n ビット状態（S で表す）が等しい

振幅を持つ重ね合わせ状態に初期化する．

図 1 拡散変換による振幅の増幅
Fig. 1 Amplitude amplification by the diffusion

transform.

( 2 ) 以下の Grover変換 G を O(
√

N) 回繰り返す．

( a ) 量子オラクルを呼び出すことにより，上

記重ね合わせ状態中の各状態 S に対し，

以下の変換を並列実行する．

• f(S) = 1 の場合は位相反転 を適用

する．

• f(S) = 0 の場合は何も行わない．

( b ) 以下のような行列Dにより定義される拡

散変換 D を適用する．ただし，N = 2n

とする．

Dij =
2

N
if i �= j and Dii =−1+

2

N

( 3 ) 最終的に得られた状態を測定する．少なくとも，

0.5 以上の確率で状態 r0 が得られる．

上のステップ 2 の部分が Grover のアルゴリズム

の核心であり，これによって，所望の状態の振幅を

O

(
1√
N

)
ずつ増幅することができる．したがって，

ステップ 2を O
(√

N
)
回繰り返すことにより，r0 に

対応する所望の状態を得る確率を，1に近づけること

ができる．

拡散変換 D は平均についての反転演算として解釈

できる．すなわち，上のアルゴリズムで行っているこ

とは，

a)所望の状態の振幅の符号を反転させることによっ

て平均値から遠ざけ，

b) 平均値を中心として折り返すことにより，所望

の状態の振幅をより大きく，その他の状態の振幅

をより小さくすることとして説明できる（図 1

参照）．

4. Bulk量子計算モデル上で SATを解く量
子アルゴリズム

本章では，Bulk量子計算機上で充足性判定問題を

解く量子アルゴリズムを示し，その計算量を考察する．

4.1 充足可能性判定問題

本章で取り扱う充足性判定問題（satisfiability prob-

lem，SAT）とは，以下のような問題である．

入力：n 変数ブール式 f(x1, x2, · · · , xn) ．
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問題：f(x1, x2, · · · , xn) = 1 を満足する (a1, a2, · · · ,
an) ∈ {0, 1}n が存在するか否かを判定せよ．

ここで，{0, 1}n の中に f(x) = 1 を満たす充足解

x ∈ {0, 1}n は全部で t 個含まれているものとする．

この t の値は未知であり，t � N と仮定する．また，

任意の解 x に対し f(x) の計算は単位時間で可能であ

るものとする．

4.2 アルゴリズムのアイデア

Bulk量子計算を行う量子回路の先頭の n 量子ビッ

トを等振幅の重ね合わせ状態に設定し，n+1番目の量

子ビットに f(x) の計算結果を書き込んでから，n+1

番目の量子ビットを観測することを考える．このとき，

充足解が存在しないならば，重ね合わせ内の n +1 番

目の量子ビットに書き込まれている値はすべて 0であ

るため，|β|2 − |α|2 の値は −1 となる．一方，充足解

が存在するならば，|β|2 −|α|2 の値は −1 より大きな

値となる．しかしながら，Bulk量子計算においては

ε の測定誤差が存在するため，充足解が存在する場合

と存在しない場合を区別することができない場合があ

る（図 2 の初期状態を参照）．

そこで，Grover 変換を行うことにより，充足割当

てに対応する状態の振幅を増幅した後に，n + 1 番目

の量子ビットに f(x) の計算結果を書き込み，n + 1

番目の量子ビットを測定することを考える．この場合，

充足解に対応する状態の振幅が増幅しているため，充

足解が存在する場合は，|β|2 − |α|2 の値が，Grover

変換を行わない場合よりも大きな値となる．一方，充

足解が存在しない場合は，Grover変換を行わない場

合と同様に |β|2 − |α|2 の値は −1 となる（図 2 の状

態 1を参照）．

このようにして Grover変換を繰り返し，充足解に

対応する状態の振幅を増幅することにより，充足解が

存在する場合と存在しない場合を区別することができ

るようになる（図 2 の状態 2を参照）．

4.3 アルゴリズム

SATを解くBulk量子計算アルゴリズムBULKSAT

の詳細は，以下のとおりである．

BULKSAT

［入力］： 量子オラクルとして与えられるブール関数

f の変数の個数 n．

［出力］： もし f(x) = 1を満たすような x ∈ {0, 1}n

が存在するならば 1を返す．それ以外の場合は 0

を返す．

［アルゴリズム］ アルゴリズム BULKSATは以下の

5ステップからなる．

［ステップ 1］ j = 1 に設定する．ここで，j は

図 2 アルゴリズム BULKSAT の実行の様子
Fig. 2 The situation of the execution of BULKSAT.

Grover変換の繰返し回数のカウンタである．

n + 1 個の量子ビットを，以下のような初期

状態に設定する．ただし，N = 2n とする．

N−1∑
x=0

1√
N

|x〉 |0〉

［ステップ 2］ 上記の重ね合わせ状態に Grover

変換 G を 1回適用する（詳細は 3 章参照）．

適用後の状態は以下のようになる．

∑
x∈Nans

√
aj |x〉 |0〉+

∑
x∈/Nans

√
1 − taj

N − t
|x〉 |0〉

ここで Nans は t 個の充足解からなる集合で

あり，
√

aj はGrover変換を j 回適用した時

点での，解である状態の振幅である．

［ステップ 3］ n + 1 番目の量子ビットに f(x)

の値を書き込む．すると，以下の重ね合わせ

状態が得られる．

∑
x∈Nans

√
aj |x〉 |1〉 +

∑
x∈/Nans

√
1 − taj

N − t
|x〉 |0〉

その後，n+ 1 番目の量子ビットを測定する．

得られた測定値を θa とする．

［ステップ 4］ もし θa > −1+ ε ならば，1を出

力して停止する．そうでないならば，次のス

テップに進む．

［ステップ 5］ もし j >
√

εN ならば，答えとし

て 0を出力して停止する．成立していなけれ

ば，j := j + 1 とし，n + 1 番目の量子ビッ

トを 0に戻した後，ステップ 2へ戻る．
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4.4 アルゴリズムの正当性と計算量

上記のステップ 3 で n + 1 番目の量子ビットを測

定したときの測定値について考える．

まず，充足解が存在するとき，つまり t ≥ 1 の場合

について考える．j 回の振幅増幅を行った結果，充足

解に対応する状態の振幅が
√

aj となったとする．こ

の場合，充足解ではない状態の振幅は

√
1 − ajt

N − t
と

なる．

このとき，|α|2 − |β|2 の値は，
∣∣√aj

∣∣2 t −
∣∣∣∣∣
√

1 − ajt

N − t

∣∣∣∣∣
2

(N − t) = −1 + 2ajt

となる．この値が −1 + 2ε を超えていれば，充足解

が存在すると判断することができるので（図 2 参照），

充足解に対応する状態の振幅が
√

aj >

√
ε

t
を満たす

ようになるまで，Grover変換を繰り返せばよい．

Groverのアルゴリズムでは，量子オラクルを j 回

呼び出した時点での充足解に対応する状態の振幅
√

aj

は
√

aj =
sin((2j + 1)θ)√

t
と表すことができる．ここ

で，sin θ =

√
t

N
である．したがって，

√
aj >

√
ε

t

つまり，

sin((2j + 1)θ) >
√

ε (2)

を満たす j を求めればよい．また，ε ≤ 1

8
と仮定

すると，
√

ε は非常に小さい値と見なすことができ

る．式 (2) を満たす最も小さい j を求めたいので，

sin((2j + 1)θ) も非常に小さい値と考えることができ

る．よって，sin((2j + 1)θ) 	 (2j + 1)θ と近似する

ことができる．また， t
N

� 1 であるので，θ =

√
t

N
と近似できる．以上のことより，式 (2)は，

(2j + 1)

√
t

N
>

√
ε

となり，この不等式を解くことにより

j >
1

2

√
εN

t
− 1

2

を得る．

したがって，
1

2

√
εN

t
回 Grover変換を繰り返せば

充足解が存在することを確認できる．

充足解が 1つでも存在するならば，
1

2

√
εN 回Grover

変換を繰り返すまでに，アルゴリズムは 1を出力して

停止する．したがって，
1

2

√
εN 回Grover変換を繰り

返すまでにアルゴリズムが停止しないならば，充足解

は存在しないと判断できる．

このようにして，提案アルゴリズムは
1

2

√
εN

t
回

の Grover変換を行うことで，充足可能性判定問題を

解く．Grover変換の 1回の実行につき，関数 f の値

を 3回評価するため，全体では関数 f を
3

2

√
εN

t
回

評価すればよい．

5. BULK量子計算モデル上の量子探索アル
ゴリズム（唯一解の場合）

本章では，BULK量子計算機上におけるGroverの

アルゴリズムの実行について考える．ただし，本章で

は，所望の解はちょうど 1 つしか存在しないと仮定

する．

5.1 アルゴリズムのアイデア

初期状態では N/2 個の 0と N/2 個の 1が重ね合

わされているため，|β|2 − |α|2 の値は 0となる（図 3

中の初期状態を参照）．

ここで，Grover変換を行うことにより，充足解に対

応する状態の振幅を増幅した後に，k 番目の量子ビッ

トを測定したとする．この場合，充足解に対応する状

態の振幅が増幅されているため，充足解の k ビット

目が 1であるときは，|β|2 − |α|2 の値は，初期状態の
値よりも大きな値となる．一方，充足解の k ビット

目が 0であるときは，初期状態の値よりも小さな値と

なる（図 3 中の状態 1を参照）．Grover変換を繰り返

し，充足解に対応する状態の振幅を増幅することによ

り，充足解が存在する場合と存在しない場合を区別す

ることができるようになる（図 3 中の状態 2を参照）．

5.2 アルゴリズム

提案アルゴリズム BULKSEARCH1の詳細は，以

下のとおりである．

BULKSEARCH1(n)

［入力］： 量子オラクルとして与えられるブール関数

f の変数の個数 n．

［出力］： f(x) = 1 を満たすような x ∈ {0, 1}n．

［アルゴリズム］ アルゴリズムは以下の 3ステップか

らなる．

［ステップ 1］ n 個の量子ビットを以下のような

初期状態に設定する．ただし，N = 2n と

する．

N−1∑
x=0

1√
N

|x〉

［ステップ 2］ Grover変換 G を
1

2

√
εN 回適用

する．適用後の状態は以下のようになる．
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図 3 アルゴリズム BULKSEARCH1 の実行の様子
Fig. 3 The situation of the execution of BULKSEARCH.

√
aj |xans〉 +

∑
x∈/N−xans

√
1 − aj

N − 1
|x〉

ここで，xans は充足解，
√

aj は充足解の振

幅であるとする．

［ステップ 3］ 1～n 番目までの，各量子ビット

を測定し，解を決定する．第 k 量子ビットの

測定値を θk とする．もし θk > 0 ならば，解

の k ビット目の値を 1とする．もし θk < 0

ならば，解の k ビット目の値を 0とする．

5.3 アルゴリズムの正当性と計算量

j 回の Grover変換によって振幅増幅を行い，充足

解に対応する状態の振幅が
√

aj になったときに，k

番目の量子ビットを測定したとする．充足解の k ビッ

ト目の値が 1であったとすると，k 番目の量子ビット

の重ね合わせ状態は，振幅
√

aj を持つ |1〉 が 1個と，

振幅

√
1 − aj

N − 1
を持つ |1〉 が N/2 − 1 個，および，

振幅

√
1 − aj

N
を持つ |0〉 が N/2 個より構成されて

いる．

このとき，|β|2−|α|2 の値は，aj +
1 − aj

N − 1
∗(N/2−

1)− 1 − aj

N − 1
∗ (N/2) =

ajN − 1

N − 1
となる．この値が閾

値 ε を超えていれば，測定値として 0よりも大きい値

を読み出すことができ，解を決定することができる．

したがって，aj ≥ εN − ε + 1

N
を満たすまで Grover

変換を繰り返せばよい．

また，
√

aj = sin ((2j + 1)θ) と表すことができる．

ここで，sin θ =

√
1

N
である．したがって，

√
aj >

√
εN − ε + 1

N

つまり，

sin((2j + 1)θ) >

√
εN − ε + 1

N

を満たす j を求めればよい．ε は非常に小さい値で

あるので，

√
εN − ε + 1

N
も非常に小さい値である．

よって，4.4節と同様に，sin((2j + 1)θ) 	 (2j + 1)θ

と近似することができる．また， 1
N

� 1 であるので，

θ =

√
1

N
と近似できる．以上のことより，4.4 節と

同様の変換を行い，

j >
1

2

√
εN − ε + 1 − 1

2

を得る．したがって，
1

2

√
εN 回Grover変換を繰り返

せば，充足解の k ビット目が 1 であることを確定で

きる．

充足解の k ビット目が 0 である場合の解析も，同

様である．

以上により，BULK量子計算によってGroverのア

ルゴリズムを実行した場合，
1

2

√
εN 回のGrover変換

の適用で十分であることが分かった．したがって，こ

の場合には，通常の量子計算機上で Groverのアルゴ

リズムを動作させた場合と比べ，より少ない Grover

変換の回数で解を求めることができる可能性がある．

5.4 秘密鍵探索への応用

提案アルゴリズムを利用して暗号の秘密鍵探索を行

うことを考える．

一般的な秘密鍵暗号では，秘密鍵 y を利用して平

文 m の暗号化を行う．ここで，攻撃者は，平文と暗

号文の組が 1つと，たとえば，AESのような平文を

暗号文に変換する暗号化アルゴリズムが手に入ったと

きに，暗号文を作成するために使用した秘密鍵の推測

を行いたいとする．また，平文と暗号文の組が 2つ以

上ある場合，鍵 y はほぼ唯一になることが知られてい

る．よって，もしこの秘密鍵を推測されてしまうと，

暗号文作成者の他の暗号文を解読されたり，平文から

暗号文を偽造されたりしてしまう可能性がある．

つまり，ここで取り扱う秘密鍵探索問題とは，以下

のような問題である．

［入力］ 暗号アルゴリズム E，平文 m0，および暗号

文 c0．

［問題］ c0 = E(m0, y0) を満たす鍵 y0 を発見せよ．

このとき，鍵 y が c0 = E(m0, y) を満たすかど

うかを判定する量子回路（図 4）をオラクルとして用
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図 4 オラクルに用いる量子回路
Fig. 4 The quantum circuit as the oracle.

いることにより，Grover のアルゴリズムを使用して

秘密鍵探索問題を解くことができる．つまり，秘密鍵

の候補 y1, · · · , yN を状態 S1, · · · , SN にそれぞれ対

応させ，オラクルである量子回路を，C(S) = 1 ⇔
f(m0, c0, y) = 1 ⇔ c0 = E(m0, y)，となるように構

成すればよい．ただし，この回路は通常のオラクルと

違って単位時間で判定が行えるわけではないことに注

意する．

鍵の長さが 58ビットであるとき，通常の量子計算

機（QC）と BULK量子計算機上で Groverのアルゴ

リズムを用いて秘密鍵探索を行うのに，何回のオラク

ル呼び出しが必要であるかを評価した．結果を表 1 に

示す．ε =
1

2
である BULK 量子計算機上で Grover

のアルゴリズムを動作させたとき，必要なオラクル呼

び出しの回数は，通常の量子計算機上で成功確率
1

2

で探索を行ったときと等しくなる．また，ε =
1

256
で

あれば，QTMと比べ 8% のオラクル呼び出しの回数

で解を探索することができる．

6. BULK量子計算モデル上の量子探索アル
ゴリズム（複数解の場合）

5 章では解がちょうど 1つ存在する場合の探索アル

ゴリズムを提案した．しかし，そのアルゴリズムでは，

充足解が複数個存在する場合には，最後に特定の量子

ビットを測定しても，0である充足解と 1である充足

解の確率振幅が打ち消しあい，正しい解を求めること

ができない．そこで，本章では，4.3節のアルゴリズ

ムを利用して，解が 2個以上存在する場合の解探索を

行うことを考える．

6.1 アルゴリズムのアイデア

k 番目の量子ビットの値を 1に設定した状態で，ア

ルゴリズム BULKSATを動作させると，k ビット目

の値が 1である充足解が存在するか否かを判定するこ

とができる．このとき，もし充足解が存在したならば，

それ以後 k ビット目の値を 1 に固定する．逆に，充

表 1 鍵が 58 ビット長の場合に必要なオラクル呼び出しの回数
Table 1 The number of the oracle calls when the key

length is 58 bits.

測定誤差 必要なオラクル呼び出しの回数 比
QC （成功確率 99%） 394,768,936 187%

（成功確率 50%） 210,828,713 100%

ε = 1/2 210,828,713 100%

ε = 1/4 140,552,475 66%

ε = 1/8 97,003,748 46%

BULK ε = 1/16 67,828,338 32%

QC ε = 1/32 47,703,825 22%

ε = 1/64 33,642,433 16%

ε = 1/256 16,788,157 8%

図 5 アルゴリズム BULKSEARCH2 の実行の様子
Fig. 5 The situation of the execution of BULKSEARCH2.

足解が存在しなかったならば，それ以後 k ビット目の

値を 0に固定する．

上の操作を k = 1 から k = n まで繰り返すこと

により，最終的に 1つの充足解を発見することができ

る．4ビットの場合の実行の様子を図 5 に示す．

6.2 アルゴリズムの詳細

提案アルゴリズムBULKSEARCH2は以下のとおり

である．ただし，そのアルゴリズム中で用いるBULK-

SAT2については，後から説明する．

BULKSEARCH2(n)

［入力］： 量子オラクルとして与えられるブール関数

f の変数の個数 n．

［出力］： f(x) = 1 を満たす充足解 x ∈ {0, 1}n．

ただし，充足解は全部で t 個存在するものとし，

t ≥ 2 の値は未知であるとする．

［アルゴリズム］ 1 から n までの i に対し，以下の

ステップ 1からステップ 3までを繰り返す．

［ステップ 1］ xi = 1 に設定し，次のような均

等な重ね合わせ状態を生成する．

|Xi〉 =

1∑
xn=0

· · ·
1∑

xi+1=0

1√
2n−i

|xn · · · xi+11yi−1 · · · y1〉 |0〉 .

ここで yi−1, · · · , y1 はすでに固定された値と
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表 2 Grover のアルゴリズムの繰返し回数（オラクル呼び出しの回数）の比較
Table 2 The comparison of the number of Grover iterations (i.e., the number of oracle calls).

QC BULKQC

アルゴリズム Grover のアルゴリズム BULKSAT BULKSEARCH1 BULKSEARCH2

成功確率 1/2 1

SAT O

(√
N

t

)
Θ(N)

3

2

√
εN

t
対象外 対象外

探索 解の個数既知であり 1 つ
π

8

√
N O(

√
N) 対象外

1

2

√
εN

3(
√

2 + 1)

2

√
εN

解の個数未知 O

(√
N

t

)
Θ(N) 対象外 対象外

3(
√

2 + 1)

2

√
εN

する．

［ステップ 2］ 以下で述べるサブルーチン

BULKSAT2(n− i, 1yi−1 · · · y1) を呼び出す．

ここで，BULKSAT2 (n − i, 1yi−1 · · · y1)

は f(yn · · · yi+11yi−1 · · · y1) = 1 となる

yn · · · yi+1 ∈ {0, 1}n−i が存在するとき，か

つ，そのときに限り 1を返し，さもなければ，

0を返す．

［ステップ 3］ BULKSAT2(n − i, 1yi−1 · · · y1)

の出力値を yi の値に設定し，i := i + 1 と

する．

［ステップ 4］ 充足解 yn · · · y1 を出力して停止

する．

ここで，アルゴリズム BULKSAT2の詳細は，以下

のとおりである．

BULKSAT2(q, z)

［入力］： q および z ∈ {0, 1}n−q．

［出力］： もし f(m′ ◦ z) = 1 を満たすような m′ ∈
{0, 1}q が存在するならば，1を返す（◦ は記号列
の連結を表す）．さもなければ，0 を返す．ここ

で，下位ビットが z である f の充足解は全部で

t′ 個あるものとし，t′ の値は未知であるとする．

［アルゴリズム］ アルゴリズム BULKSAT2 は以下

の 5ステップからなる．

［ステップ 1］ j = 1 に設定する．ここで，j は

Grover変換の繰返し回数のカウンタである．

以下のような初期状態を生成する．

2q−1∑
m=0

1√
2q

|m〉 |0〉

［ステップ 2］ Grover変換 G を適用する．適用

後の状態は以下のようになる．

∑
m∈Mans

√
aj |m〉 |0〉+

∑
m∈/Mans

√
1 − taj

2q − t
|m〉 |0〉

ここで Mans は t′ 個の充足解からなる集合

であり，
√

aj は充足解に対応する状態の振幅

である．

［ステップ 3］ (k+1)番目の量子ビットに f(m◦
z) の値を書き込み，(k + 1) 番目の量子ビッ

トを観測する．測定値が θa であったとする．∑
m∈Mans

√
aj |m〉 |1〉+

∑
m∈/Mans

√
1 − taj

2q − t
|m〉 |0〉

［ステップ 4］ もし θa > −1+ ε ならば，1を出

力する．さもなければ，次のステップに進む．

［ステップ 5］ j >
√

ε2q であれば，0 を出力す

る．さもなければ，j := j + 1 とし，(k + 1)

番目の量子ビットを 0に戻した後，ステップ

2へ戻る．

6.3 アルゴリズムの計算量

i ビット目の値を決定する際の，BULKSAT2 の

実行時における探索空間のサイズは N/2i である

ため，たかだか
1

2

√
εN

2i
回，Grover 変換を繰り返

すことにより，充足解が存在するか否かを判定する

ことができる．このようにして，1 ビット目から n

ビット目までの値を決定するためには，全体として
n∑

k=1

1

2

√
εN

2k
<

√
2 + 1

2

√
εN 回のGrover変換を行え

ばよい．1回の Grover変換につき，関数 f を 3回評

価しなければならないため，アルゴリズム全体として

は，最悪
3(
√

2 + 1)

2

√
εN 回 f の評価を行う必要が

ある．

7. ま と め

本論文では，Bulk量子計算モデル上におけるGrover

のアルゴリズムの繰返し回数（オラクル呼び出しの回

数）について，さまざまな角度から考察を行ってきた．

本論文で得られた結果をまとめると，表 2 のようにな
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る．比較のために，通常の量子計算モデル上で必要と

される繰返し回数も併記した．表 2の左から 2列目に

示した繰返し回数の Θ(N) 下界は，文献 9)による．

2 章において，Bulk 量子計算においては，実数値

θ は式 (1)を満たす値として読み出すことができると

した．そこで，以下では，この θ が式 (1)の満たす値

として確実に読み出すことができる場合と，確実には

読み出すことができないが，高い確率では読み出すこ

とができる場合とに分けて評価を行う．ここで，θ の

値が確実に読み出せるか否かは，Bulk量子計算モデ

ルの実装に依存して決まる．

θ の値をある精度内の値として，確実に読み出すこ

とができる場合，Bulk量子計算モデル上で，本論文

で示したアルゴリズム BULKSEARCH2を動作させ

れば，誤り確率 0 で正解を得ることができる．しか

も，そのときに必要な繰返し回数は O
(√

N
)
回であ

る．通常の量子計算機では確率 1で解を発見するには

O(N) 回の繰返しが必要であるため，Bulk量子計算

モデルは，通常の量子計算モデルよりも効率的に計算

を行えることが分かる．

一方，θ の値をある精度内の値として確実には読み

出すことができないが，高い確率で読み出すことがで

きる場合を考える．この場合，提案アルゴリズムには

誤り確率が存在する．解が複数個あるとき，通常の量

子計算機と比べ，BULKSEARCH2は O(
√

t) 倍の繰

返しが必要となってしまう．しかし，その場合でも，

解の個数が 1つのときには，BULKSEARCH1は通常

の量子計算モデルよりも定数倍効率的に計算を行える．
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