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2次割当て問題への適用における
Integral Basis Methodの改良の提案

鴻 池 祐 輔† 品 野 勇 治†† 藤 江 哲 也†††

Integral Basis Method は Haus，Köppe，Weismantelによって提案された，整数線形計画問題
に対する新たな厳密解法である．本稿では 2次割当て問題への適用を通して，Integral Basis Method
の性質を調べて，その効率を改良する方法を提案する．提案する改良は，QAP の制約式の持つ特徴
を緩和に利用することである．17 問のベンチマーク問題に対する実験の結果，すべての問題で反復
回数が大きく減少し，11 問の問題で計算時間を短縮した．これらの技法は，QAPに限らず，一般の
整数線形計画問題にも応用可能であると考えられる．

Improving the Integral Basis Method in Application
to the Quadratic Assignment Problem

Yuusuke Kounoike,† Yuji Shinano† and Tetsuya Fujie†††

The Integral Basis Method is a new exact method for solving the integer linear program-
ming problem (ILP), which is proposed by Haus, Köppe and Weismantel. In this paper, we
propose some improving techniques for the Integral Basis Method, and show their appication
to the Quadratic Assignment Problem (QAP). The constraints of QAP have several remark-
able characteristics. One of our proposals is to use these characteristics for relaxation. Our
computational experiments show that these improvement techniques work quite effectively in
reducing the number of iterations for all of the 17 instances and in reducing the computation
time for 11 instances. These techniques could be effectively applicable also in general ILP.

1. は じ め に

整数線形計画問題9),14)は，多くの組合せ最適化問題

を表現することができ，商用ソルバの進歩などにより大

きな問題についても最適解を求めることが可能になった

ことから，企業などの生産の現場などでも活用されてき

ている．整数線形計画問題の厳密解法としては分枝限定

法が有名であるが，近年 Haus，Köppe，Weismantel

が新たな手法として Integral Basis Methodを提案し

ている5),6)．この手法は今のところ小規模の問題しか

解くことができないが，まだ提案されて間もなく，十

分に改良の余地があると考えられる．

分枝限定法の発展は，一般の整数線形計画問題に関
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する研究だけでなく，個別の問題に対する研究の成果

によるところも多い．そこで，本稿では問題を 2次割

当て問題（QAP）に限定したうえで，Integral Basis

Methodの持つ性質を調べて改良の糸口を探り，実際

に改良した結果について報告する．QAPは組合せ最

適化問題の中でも特に難しい部類に入る問題として知

られており，近似解法，厳密解法ともによく研究され

ている．この研究は QAPに対する新たな厳密解法の

実装としても意味があるといえる．

2. Integral Basis Method

Integral Basis Methodは最適性の検証と解の改善

の 2つの部分からなる．最適性の検証は，与えられた

実行可能解が最適でない場合は，より良い目的関数値

を持つ別の実行可能解を 1つ見つける．そのような解

がないことを保証することで最適性の保証とする．解

の改善では，新たに見つけた解が基底解となるよう基

底の入替えを行い，その解について再び最適性の検証

を行うことにより最終的に最適解を発見し，その最適

性を保証する．
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まず，線形計画問題 (LP)min{c�x : Ax = b,x ≥
0} の基底形式 min{c0 + c�

NxN : xB + ANxN =

b,xB ≥ 0,xN ≥ 0} と，その基底解 (xB,xN ) =

(b,0) について考える．後の整数線形計画問題での議

論を簡単にするため，本稿では AN ∈ Zm×n，b ∈ Zm

とする．b ≥ 0 が基底解の実行可能条件，cN ≥ 0 が

基底解の最適性条件である．しかし，これに整数条

件が付いた整数線形計画問題 (IP)min{c�x : Ax =

b,x ∈ Zm+n
+ } の場合はある実行可能基底解において

ck < 0 であっても，xk > 0 とする整数解が存在しな

いか，存在しても c�
NxN ≥ 0 となってしまうことが

ある．そのため，実際には基底解が最適解であるにも

かかわらず，最適性を保証することができなくなって

しまう．ここに整数線形計画問題に対する主解法の難

しさがある．

Hausらは以下のように考えることでこの問題を解

決し解の最適性を検証できるようにした．まず，問題

（IP）の基底形式 min{c0 + c�
NxN : xB + ANxN =

b,xB ∈ Zm
+ ,xN ∈ Zn

+} とその実行可能基底解
(xB,xN ) = (b,0) が与えられているとする．一般

に整数線形計画問題の実行可能解は基底解とは限らな

いが，文献 5)，6)では任意の実行可能解に対して，変

数を増やすなどの多少の変形により基底形式を作る方

法について述べている．

FN := {xN ∈ Zn
+ : ANxN ≤ b} とすると以下の

定理が成立する．

定理 1 t ∈ FN であれば (xB,xN ) = (b − ANt, t)

は問題（IP）の実行可能解であり，その目的関数値は

c0 + c�
Nt である．また，問題（IP）の任意の実行可

能解 (xB,xN ) に対し，(xB ,xN ) = (b − ANt, t) と

なる t ∈ FN が存在する．

定理 2 c�
Nt < 0 となる t ∈ FN が存在しないこと

が，実行可能基底解 (xB ,xN ) = (b,0) が問題（IP）

の最適解であるための必要十分条件である．

よって，c�
Nt < 0 となる t ∈ FN を示すことで最

適解ではないことの証明となり，新たな実行可能解に

より基底形式を書き換えることで，最適解へと到達す

ることが可能である．c�
Nt < 0 となる t ∈ FN を発

見するか，そのような t が存在しないことを示すこと

を，文献 5)，6)では Augmentation Problem と呼ん

でいる．Augmentation Problemを解き，得られた t

により基底形式の書き換えを行い，任意の実行可能解

から最適解を発見するまでの手続きを Integral Basis

Methodと呼んでいる．

線形計画問題と同じように，cN ≥ 0 であれば，定

理 2 の条件を満たし，最適性を保証するが，一般には

こうとは限らない．そこで，Integral Basis Method

ではこの考え方を拡張し，次の条件 3 を満たす集合

S = {v1,v2, . . . ,vr} ⊆ Zn
+ を考える．

条件 3 すべての t ∈ FN について，

t =

r∑
i=1

uiv
i (ui ∈ Z+)

を満たす u ∈ Zr
+ が少なくとも 1つ存在する．

ek を第 k 成分が 1の単位ベクトルとすると，S0 =

{e1, e2, . . . , en} は，条件 3 を満たす自明な集合で

ある．また，次に定義する Irreducible Solution Set

（ISS）は，条件 3 を満たす特殊な集合である．

定義 4 集合 S ⊆ FN が条件 3 を満たし，すべての

vk ∈ S について，

vk =

r∑
i=1

uiv
i

を満たす u ∈ Zr
+ が u = ek に限られるとき，集合

S を FN の Irreducible Solution Setという．

条件 3 を満たす集合 S が与えられたとき，c�
Nt は u

を用いて，

c�
Nt =

r∑
i=1

c�
Nviui

と書くことができる．また，FS を

FS := {u ∈ Zr
+ :

r∑
i=1

ANviui ≤ b}

と定義することで，新たな整数線形計画問題

min

r∑
i=1

c�
Nviui

s.t. u ∈ FS

を考えることができる．この問題は元の問題（IP）と

等価である．FN は FS を用いて次のように書くこと

ができる．

FN = {xN ∈ Zn
+ : xN =

r∑
i=1

uiv
i, u ∈ FS}.

ui ≥ 0 から，次の条件 5 が成立すれば，c�
Nt < 0 と

なる t ∈ FN が存在しないことの証明となる．

条件 5 すべての vi ∈ S（1 ≤ i ≤ r）について，

c�
Nvi ≥ 0 が成立する．

条件 5を満たさない場合，c�
Nvk < 0となる vk ∈ S

が少なくとも 1つ存在する．このとき，vk ∈ FN で

あれば，定理 2 の条件に反する t（= vk）が見つかっ

たこととなる．FN の ISSを S∗ とすると，(b,0) が

最適解であれば，S∗ について条件 5 が必ず成立し，
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最適解でなければ，c�
Nv < 0 となる v ∈ S∗ が必ず 1

つ以上存在し，Augumentation Problemが解けたこ

とになる．しかし，ISSを列挙した後はそれぞれの要

素と cN の内積を計算するだけであるということは，

いい換えると FN の ISS を列挙することは整数線形

計画問題の最適性検証と同じくらいに困難であるとい

うことを意味する．

そこで，Integral Basis Methodでは，S∗ を列挙す

る代わりに，つねに条件 3 を満たすようにしながら S

を順次書き換え，条件 5 を満たす S か，c�
Nvk < 0，

vk ∈ FN となる vk を見つけることで Augumen-

tation Problemの解法としている．S の書き換えは，

vk ∈ S，c�
Nvk < 0，vk /∈ FN となる vk を 1 つ選

び，以下に示す S′ を新たな集合 S とする．

集合 S = {v1,v2, . . . ,vr} が条件 3 を満たし，

vk ∈ S が，c�
Nvk < 0 となり vk /∈ FN である

とする．このとき，ek /∈ FS である．FS ⊆ Zr
+ を

ek /∈ FS であるような FS の緩和領域（FS ⊇ FS）

とし，S = {u1,u2, . . . ,uq} を FS の ISSとする．こ

こで，集合 S′ を

S′ :=
(
S \ {vk}

)
∪ {

r∑
i=1

uiv
i : u ∈ S, uk ≥ 1}

と定義すると次の定理 6 が成り立つ．

定理 6 集合 S′ は FN に対し，条件 3 を満たす．

FS を ISS の列挙が容易なようにとることで，

c�
Nvk < 0 となる vk を要素として含まず，条件 3

を満たす新たな集合 S′ を得ることができる．こうし

て次々と S を書き換えていくことで，基底解の最適

性を検証するのが Integral Basis Methodである．そ

のアルゴリズムを図 1 に示す．

ISSの列挙が容易な FS のとり方として，文献 5)，

6)では主に ek が違反する制約式 1本をもとに緩和領

域をとる方法をいくつか示している．本稿ではその中

で最も効率が良いとされている Strengthened Knap-

sack Relaxation（SKR）について説明する．この緩和

法は本研究でのQAPへの適用の際にも利用している．

Integral Basis Methodのアルゴリズム中で，現在

集合 S を保持しており，FS の緩和領域 FS とその

ISSである S が必要であるとする．vk が c�
Nvk < 0

であり，vk /∈ FN，ek /∈ FS とする．FS を定義する

制約式
r∑

j=1

ANvjuj ≤ b

について考える．ANi,· を AN の i 行目の行ベクトル

procedure Integral Basis Method

INPUT: cN ,FN

OUTPUT: “optimal”

or “not optimal: t is better”

begin

S := S0;

while true do begin

select vk ∈ {v ∈ S : c�
Nv < 0};

if no such vk exists then return “op-

timal”;

if vk ∈ FN then

return “not optimal: vk is better”;

S := ISS(FS);

S := S′;

end;

end

図 1 Integral Basis Method のアルゴリズム
Fig. 1 Algorithm for Integral Basis Method.

とし，aj := ANi,·vj とおくと，i 番目の制約式は
r∑

j=1

ajuj ≤ bi

となる．ek /∈ FS であるのだから，ek が制約に違反

する，つまり ak > bi となる i が少なくとも 1 つ存

在する．このとき，

F1
S := {u ∈ Zr

+ :

r∑
j=1

ajuj ≤ bi}

は，FS の緩和領域であり，ek /∈ F1
S となる．F1

S の

ISSの列挙は，FS に比べれば容易であるものの，依

然として難しい．そこで，さらに緩和することを考え

る．まず，係数 aj の正負によって添字集合 I<，I0，

I> を

I< := {j : aj < 0}
I0 := {j : aj = 0}
I> := {j : aj > 0}

と定義すると，

F2
S := {u ∈ Zr

+ : akuk +
∑
j∈I<

ajuj ≤ bi}

は F1
S をさらに緩和した領域となる．F2

S の ISS を

S
2
とすると，

S
2

:= {ej : 1 ≤ j ≤ r, j �= k}
∪{ek +

∑
j∈I

ej : I ⊆ I<, ak +
∑
j∈I

aj ≤ bi,
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ak +
∑
j∈I

aj − al > b(∀l ∈ I)}

となる．文献 5)，6)ではさらに，Generalized Upper

Bound（GUB）制約を考慮することでこの ISSから

不要な要素を減らす手法や，右辺値に正の値を加えて

緩和することで，ISSの要素数が極端に増えることを

防ぐ手法，S に冗長な要素が含まれることを簡単な

GUB制約式を追加することで防ぐ Symmetry Break-

ing Constraint について述べられている．本研究では

GUB制約と Symmetry Breaking Constraintを利用

している．

3. QAPの全整数線形計画問題による定式化

Σn を n 次対称群，πi を π ∈ Σn の i への作用と

し，A = (aij) ∈ Zn×n
+ ，B = (bij) ∈ Zn×n

+ を問題と

して与えられる n 次正方行列とすると，QAPは

min

n∑
i=1

n∑
j=1

aπiπj bij (1)

s.t. π ∈ Σn (2)

と定式化される．

QAPの整数線形計画問題としての定式化は複数存在

するが，今回はKaufmanと Broeckxによる方法2),7)

を利用した．

dik =

n∑
j=1

n∑
l=1

aijbkl

とすると，QAPは全整数線形計画問題 (3)～(8)とし

て定式化される．

min

n∑
i=1

n∑
k=1

yik (3)

s.t.

n∑
i=1

xik = 1 (1 ≤ k ≤ n), (4)

n∑
k=1

xik = 1 (1 ≤ i ≤ n), (5)

dikxik +

n∑
j=1

n∑
l=1

aijbklxjl − yik

≤ dik (1 ≤ i, k ≤ n),

(6)

xik ∈ {0, 1} (1 ≤ i, k ≤ n), (7)

yik ∈ Z+ (1 ≤ i, k ≤ n). (8)

元々は yik を連続変数としているが，全整数線形計画

問題とするためにここでは整数変数としている．

4. QAPの基底形式

この章では，Integral Basis Methodを QAPに適

用するにあたって必要になる，QAPの定式化 (3)～(8)

の解に対応する基底形式の作成方法について説明する．

表記を簡単にするために，最適性を検証しようとする

QAPの解が群論でいうところの単位元 e（ei = i）で

あるとする．単位元ではない π∗ ∈ Σn については，

行列 B を適切に並べ替えることで，e を解とする問

題を作成することができる．

式 (5)の n 本の等式を 2n 本の不等式に分解してそ

れぞれにスラック変数 si，ti（1 ≤ i ≤ n）を追加す

る．また，式 (6)のスラック変数 ŷik を追加する．こ

のとき，(xB,xN ) として，

xB =




xii(1 ≤ i ≤ n),

yii(1 ≤ i ≤ n),

ŷik(1 ≤ i, k ≤ n, i �= k),

si(1 ≤ i ≤ n),

ti(1 ≤ i ≤ n)




,

xN =




xik(1 ≤ i, k ≤ n, i �= k),

yik(1 ≤ i, k ≤ n, i �= k),

ŷii(1 ≤ i ≤ n)




ととり，

b =




1,
n∑

j=1

aijbij(1 ≤ i ≤ n),

dik −
n∑

j=1

aijbkj

(1 ≤ i, k ≤ n, i �= k),

0,

0




とすると，(xB ,xN ) = (b,0) が単位元 e に対応する

基底解となる．このとき，c0，cN，FN はそれぞれ，

c0 =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijbij , (9)

cN =




cxik(1 ≤ i, k ≤ n, i �= k),

cyik (1 ≤ i, k ≤ n, i �= k),

cŷii(1 ≤ i ≤ n)


 , (10)

cxik =

n∑
j=1

(ajibjk − ajkbjk) − dkk, (11)

cyik = 1, (12)

cŷii = 1, (13)
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FN = {(xik, yik, ŷii) ∈ {0, 1}n2−n × Zn2

+

:式 (15) − (19)} (14)

となる．FN の定義で省略した式 (15)～(19) は以下

のとおりである．
n∑

i=1,i�=k

xik ≤ 1 (1 ≤ k ≤ n), (15)

n∑
k=1,k �=i

xik −
n∑

k=1,k �=i

xki ≤ 0

(1 ≤ i ≤ n),

(16)

−
n∑

k=1,k �=i

xik +

n∑
k=1,k �=i

xki ≤ 0

(1 ≤ i ≤ n),

(17)

−yik + dikxik

+

n∑
j=1

n∑
l=1,l�=j

(ailbkl − aijbkl)xjl

≤ dik −
n∑

j=1

aijbkj

(1 ≤ i, k ≤ n, i �= k),

(18)

−ŷii +

n∑
j=1,j �=i

diixji

−
n∑

j=1

n∑
l=1,l�=j

(ailbil − aijbil)xjl

≤
n∑

j=1

aijbij (1 ≤ i ≤ n),

(19)

この形式は制約式と変数を増やしているが，Integral

Basis Methodでは基底変数の数はそれほど問題にな

らない．そこで，QAPの制約式の形状をできるだけ

残すことで改良を考えやすくするようこの形式を採用

した．

以上により全整数線形計画問題の実行可能な基底形

式が与えられたことになるので，この時点で SKRを

用いて，Integral Basis Methodを適用することが可

能である．

5. QAPに対する Integral Basis Method
の実装

図 1 に示したアルゴリズムでは S を保持していた

が，実際の実装では同時に FS を保持することとした．

これは，Strengthened Knapsack Relaxationにより

FS を求める際に，FS が必要になるためである．た

だし，式 (15)は GUB制約であり，SKRに利用する

ことはない．また，式 (16)，(17)は簡単に生成できる

ことから，明示的に保持するのではなく，必要なとき

に生成することとした．したがって，FS のうち，式

(18)，(19)を保持する．

また，式 (4)から式 (15)が導かれるのと同様に，式

(5)から GUB制約
n∑

k=1,k �=i

xik ≤ 1 (1 ≤ i ≤ n)

を導くことができる．この制約は FN に暗に含まれる

GUB制約と考えることができる．SKRのGUB制約

として，この制約も考慮することとした．

6. 定式化の性質を利用した緩和方法

4 章で説明した基底形式と SKRを用いて Integral

Basis Methodを実装したところ，単純な Integral Ba-

sis Methodの適用では n が大きくなるにつれて，S

が極端に大きくなることが分かった．この原因として

は，S から v を消去して新たに S′ を生成したときに

新しく追加された要素 v′ のほとんどで c�
Nv′ < c�

Nv

となっていたことがあげられる．そのため，v ∈ FN

となるまで S の更新が行われ続けてしまう．なぜこ

のようなことが起きるかというと，cN を見ると，式

(11)において，dkk はかなり大きく，ほとんどの場合

で式 (11)が負となっており，v′ に xik 成分が多く含

まれていると，それだけ c�
Nv′ が小さくなる．

c�
Nv′ を大きくするには，ŷii，yik 成分を多く含む

ようにしなければならない．しかし，ŷii，yik を含む

唯一の制約式である式 (18)，(19) は係数が負となる

項が多く，この制約式を利用した緩和では S′ が大き

くなってしまう．

そこで我々は，式 (6)に遡って，この式の緩和を考

えることで，負の項が少ない制約式を導くことを考え

た．式 (6)で

α ≤
n∑

j=1

n∑
l=1

aijbklxjl

となる α が求まれば，

dikxik − yik ≤ dik − α

と yik のみ係数が負となる制約式を導くことができ

る．この制約式を緩和として用いることで，都合の良

い S′ を得ることができる．

α の値は制約式 (4)，(5)と合わせて考えると，次の

割当て問題の最適値を α とすることができる．この割

当て問題は一般の割当て問題よりも簡単で，O(n log n)

で解くことができる．
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min

n∑
j=1

n∑
l=1

aijbklxjl (20)

s.t.

n∑
j=1

xjl = 1 (1 ≤ l ≤ n), (21)

n∑
l=1

xjl = 1 (1 ≤ j ≤ n), (22)

xjl ∈ {0, 1} (1 ≤ j, l ≤ n) (23)

式 (6) の n2 個の項すべてを緩和するのではなく，

割当て問題の部分問題となるように緩和することで，

任意の v ∈ S に対して，その xik 成分が残るような

制約式を導くことができる．

たとえば次の割当て問題

min

n∑
j=1,j �=i

n∑
l=1,l�=k

aijbklxjl (24)

s.t.

n∑
j=1,j �=i

xjl = 1 (1 ≤ l ≤ n, l �= k), (25)

n∑
l=1,l�=k

xjl = 1 (1 ≤ j ≤ n, j �= i), (26)

xjl ∈ {0, 1}
(1 ≤ j, l ≤ n, j �= i, l �= k)

(27)

の最適値を β とすると，

β ≤
n∑

j=1,j �=i

n∑
l=1,l�=k

aijbklxjl

であるので，

dikxik + aiibkkxik +

n∑
l=1,l�=k

aiibklxil

+

n∑
j=1,j �=i

aijbkkxjk − yik ≤ dik − β

を導くことができる．さらに xik，yik 以外の項を落

として

(dik + aiibkk)xik − yik ≤ dik − β

とすることができる．

7. 実 験 結 果

この章では前節の改良によりどのくらい効率が向

上したか調べるため，ベンチマーク問題に基づいて

作成した問題と，その最適解に対して最適性の検証を

行った結果を示す．QAPのベンチマーク問題としては

QAPLIBの問題がよく使われる．しかし，QAPLIB

には最小でも n = 12 と大きな問題しかないため，そ

表 1 計算時間（秒）の比較
Table 1 Computing time (sec.)

問題 n 改良前 改良後 gywopt GLPK

nug5 5 0.01 0.0 1.36 0.0

nug6 6 0.06 0.03 223.38 1.0

nug7 7 1.01 0.29 – 5.0

nug8 8 41.90 22.92 – 71.0

nug9 9 2928.22 1196.14 – *

nug10 10 – 35099.8 – *

tai5a 5 0.0 0.0 2.66 0.0

tai6a 6 0.09 0.11 111.78 0.0

tai7a 7 1.03 0.88 – 3.0

tai8a 8 33.51 12.73 – 48.0

tai9a 9 2608.09 1453.58 – 1122.0

esc8a 8 58.44 6.16 – 4.0

esc8b 8 96.61 188.86 – 7.0

esc8c 8 78.53 137.48 – 9.0

esc8d 8 71.06 84.25 – 3.0

esc8e 8 91.53 114.27 – 3.0

esc8f 8 67.78 82.72 – 3.0

表 2 反復回数，S の要素数の比較
Table 2 The number of iterations and size of S.

反復回数 S の要素数
問題 改良前 改良後 改良前 改良後
nug5 162 7 117 56

nug6 684 51 715 389

nug7 3489 111 5033 1501

nug8 23834 496 40282 15813

nug9 176556 1196 362798 36798

nug10 – 1871 – 665073

tai5a 147 31 120 133

tai6a 637 118 717 729

tai7a 3216 168 5037 2523

tai8a 19815 219 40318 9402

tai9a 157660 1851 362876 132359

esc8a 33237 5701 30232 21371

esc8b 34561 3727 39230 45828

esc8c 30302 2537 40228 42940

esc8d 31465 2967 39953 39907

esc8e 38220 4221 37708 38539

esc8f 31465 2967 39953 39907

の元となった文献 3)，10)，13)から問題を選択した．

これらの問題は電子的なファイルとして，文献 12)か

ら入手可能である．ただし，nug9 は同系統のインス

タンスと同じルールで独自に作成した．

表 1 に最適性を検証するまでの計算時間を，表 2

に反復回数と最終的な S の要素数を示す．ここで反

復回数とは，図 1 における S′ を求めた回数を示す．

改良前の列が，前節で示した緩和を使わず SKRのみ

を使用した場合で，改良後の列が SKRに加えて前章

で示した緩和を利用した場合である．

表 2，表 1 より，前章で示した緩和を利用すること

で反復回数が大きく減少し，多くの問題では最終的な

S の要素数と計算時間が減少していることが分かる．
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また，比較対象として，分枝限定法ベースのソルバ

である GLPK 4) と Integral Basis Methodの実装で

ある gywopt 8) で QAPを整数線形計画問題として解

いたときの計算時間を表 1に載せている．GLPKでは

式 (3)～(8)から式 (8)を yik ∈ R+ とした定式化を一

般の混合整数線形計画問題として解いた．gywoptでは

この定式化はうまく処理できなかったため，Padberg

と Rijal による 0-1 変数による定式化2),11) を解くこ

ととした．gywoptによる Integral Basis Methodで

は n = 6 までしか解くことができなかった．GLPK

では nug9，nug10については，“numerical problems

with basis matrix”というエラーを表示して止まって

しまった．

前章で示した緩和問題は分枝限定法ベースの解法で

はほとんど役に立たないと思われる．しかし，Integral

Basis Methodではこれらの不等式を緩和として利用

することで，集合 S から 1 つの要素 v を取り除き，

c�
Nv ≤ c�

Nv′ となるような v′ を追加した集合 S′ を

求めることができる．この緩和を利用することが有効

であったことが実験結果から分かる．

また，一般の整数線形計画問題として Integral Ba-

sis Method を適用しただけでは非常に小さな問題に

ついてしか最適性を検証することができなかったが，

本研究での改良により，一般の整数線形計画問題に対

する分枝限定法に近い性能を実現することができた．

8. お わ り に

本研究では QAPに対する Integral Basis Method

の実装とその改良を行った．実装の過程を通して，

• FN に表れず，暗に含まれている GUB制約があ

ること

• FS 全体を保持しなくても，暗に保持することが

可能な制約があること

が分かった．また，実験の結果，単純な Integral Basis

Methodの適用では，S が極端に大きくなることがあ

り，その原因としては主に，

• cN によっては，c�
Nv′ < c�

Nvk となる v′ を多く

含む S′ を生成することがあること

• FS の制約式に負の項が多く，S が極端に多くな

ること

の 2 つがあることが分かった．S の要素数を減らす

方法は文献 5)，6)で検討されているが，本研究では

c�
Nv′ を考慮することで，大幅な効率の改善が可能で

あることが分かった．c�
Nv′ を考慮していれば，FS か

ら大きく緩和した FS を用いても十分に効果がある

といえる．このことは，より精密な制約式を求めよう

とする切除平面法と対照的であり，非常に興味深い．

また，QAPのように特徴的な性質を持つ定式化では，

基底形式の緩和の代わりに元の制約式において緩和を

考えることも有効であることが分かった．これらの手

法は，QAPに限った話ではなく，一般の整数線形計画

問題を対象とするときでも有効であろうと考えられる．

本研究で作成した実装は，QAPに対する新たな厳

密解法ということもできる．分枝限定法ベースの解法

では nug30（n = 30）などが解かれていること1) と

比べると，現時点では n = 10 までの小規模な問題に

ついてしか解くことができていないが，今後のさらな

る改良の余地があると思われる．また，分枝限定法と

違い，最適性を保証する付加的な情報を得ることがで

きるという特徴もある．今のところこの情報を活用す

る方法については検討されていないが，線形計画問題

に対する単体法のように，感度分析・再最適化などに

利用することができるのではないかと考えている．

今回は解の最適性検証のみを行ったが，今後の改良

でどんな解から始めても最適解を求めることができる

ようにしたいと考えている．
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