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実数値型確率的スキーマ貪欲法について

丸 山 崇† 北 栄 輔††

確率的スキーマ貧欲法（Stochastic Schemata Exploiter: SSE）は，本来 0/1 組合せ最適化問題
を対象に提案された探索手法である．本研究では，SSEを実数値最適化問題に適用するための実数値
確率的スキーマ貧欲法（Real-coded SSE: RSSE）を提案する．解析例として複数の実数値テスト関
数の最適化問題を考え，実数値 GA（Real-coded Genetic Algorithms: RGA）と探索性能を比較す
る．その結果，RSSEは，優れた収束速度と RGAと同程度の探索性能を実現できることが分かった．

Investigation of Real-valued Stochastic Schemata Exploiter

Takashi Maruyama† and Eisuke Kita††

The Stochastic Schemata Exploiter (SSE) was presented for solving 0/1 combinatorial op-
timization problems alone. This paper describes the development of SSE to the real-coded
optimization problem. The algorithm is named as Real-coded SSE (RSSE). The RSSE are
compared with the Real-coded Genetic algorithm (RGA) in real-valued problem. As a result,
we indicate that RSSE has an excellent convergence property and the global search ability.

1. は じ め に

進化的計算手法の 1 つに相澤らが提案した確率

的スキーマ貪欲法（Stochastic Schemata Exploiter:

SSE）1) がある．SSEは，0/1組合せ最適化問題を対

象に提案された探索手法である．著者らは，以前の研

究において，0/1 組合せ最適化問題における SSE の

優れた探索性能を確認し，探索性能の向上を実現した

改良アルゴリズムの研究を行った2),3)．

一方，実際の最適化問題では，トラス構造物の最適

設計4)，航空機などの空力構造物の最適設計5)，レン

ズの最適設計6)，蛋白質の構造解析7) など実数値を設

計変数に持つ実数値最適化問題が多くある．このよう

な実問題における実数値最適化問題は局所解が多数存

在する場合が多く，勾配を用いた解法では，局所解へ

収束してしまい，最適解を探索できない場合がある．

また，設計変数と目的関数が連続値をとらない場合は，

勾配を評価すること自体困難な場合がある．そこで，

このような実数値最適化問題においても，良い精度の

解を効率良く探索できる遺伝的アルゴリズムが研究さ
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れてきた4)～7)．

今後，SSEを各種の実問題に適用するためには，実

数値最適化問題への拡張が必要がある．そこで，本論

文では，SSE を実数値最適化問題に拡張した実数値

SSE（Real-coded SSE: RSSE）を提案する．

ところで，実数値最適化問題への進化的計算法の適

用研究として，実数値 GA（Real-coded Genetic Al-

gorithms: RGA）がある．喜多ら8)は，個体集団が最

適解を探索できる有望な領域に分布しているならば，

「交叉により生成される子個体のサンプリングは親個

体の分布の平均値ベクトルや分散・共分散行列を継承

することが望ましい」と述べている．この方針により

構築された交叉手法が，SPX交叉9) と UNDX-m 交

叉10)である．SPX，UNDX-mは，子個体に親個体の

統計量を遺伝させることで，親個体の分布している領

域を重点的にサンプリングする．そこで，これらに個

体集団の多様性を維持することができるMGG 11) を

組み合わせることで，探索空間全体に分布した個体を

徐々に収束させて最適解を探索できるアルゴリズムを

提案している．

本研究で提案する RSSEは進化的計算法であるが，

RGAとは異なるアルゴリズムを持っている．評価値順

に並べた個体から部分集団を生成し，部分集団を構成

する個体群から子個体を生成する．このとき，評価値

10
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の高い個体の方が異なる部分集団に繰り返し選択され

る回数が多くなっている．つまり，良い個体の周辺を

繰り返し探索することで，より良い個体を精度良く探

索することを目的とした探索法である．そのため，親

個体をランダムに選択する RGAと比べて，RSSEは

個体集団の多様性が急速に小さくなる．そこで，SPX

交叉と UNDX-m交叉を用いることで，子個体が適切

に選択されるようにし，また，突然変異率を RGAよ

りも大きくするようにしている．

2 章では，実数値交叉手法と RGAについて述べる．

3 章では，RSSEについて述べる．4 章では，性能比

較に用いる 0/1組合せ最適化問題の概要を述べる．そ

して，5 章において，RGA，RSSE の探索性能を比

較する．最後に，6 章において，本論文のまとめを述

べる．

2. RGAについて

2.1 RGAと実数値交叉の概要

実数値問題において，効率良く解探索を行う実数値

GA（Real-coded Genetic Algorithms: RGA）が研

究されている．RGAでは，設計変数を実数ベクトル

表現する12) ので，実数値ベクトルを扱う交叉手法が

必要であり，これまでの研究において，多くの実数値

交叉手法が提案されている9),10),13),14)．

RGA の代表的な交叉手法の 1 つに，BLX-α 交叉

がある．BLX-α 13) は，親個体の設計変数の定義域を

両側に α だけ拡張した区間から一様分布に従ってラ

ンダムに子個体を生成する実数値交叉手法である．

UNDX交叉14) は，2つの親個体を結ぶ直線上およ

びその近傍に，正規分布に従ってランダムに子個体を

生成する．

SPX 交叉9)，UNDX-m 10) 交叉は，多数の親個体

を用いた実数値交叉手法である．SPX，UNDX-mは，

いくつか提案されている実数値交叉手法の中で，優れ

た探索性能を示している．SPX は，多数の親個体が

張る多面体を ε 倍に相似変換した図形の内部に一様分

布に従って子個体を生成する．UNDX-mは，UNDX

を多親型に拡張した手法であり，m + 1 個の親個体の

重心の中心にして，正規分布に従ってランダムに子個

体を生成する．

2.2 SPXの概要と手順

SPX交叉9) は，m = n + 1 個の親個体から，n 次

元の探索成分を求め，これを基底ベクトルとした一様

乱数により子個体を生成する．子個体は，m + 1 個体

の親個体が張る m 次元のシンプレクスの重心を中心

にして，ε 倍に相似変換した図形の内部に一様分布に

生成されることになる．

m + 1 個の親個体の重心の位置座標を G とおく．

子個体の基になる xk，Ck を次式で求める．
xk = G + ε(pk − G) (1)

(k = 1, . . . , m + 1)

Ck = rk−1(xk−1 − xk + Ck−1) (2)

(k = 2, . . . , m + 1,C1 = 0)

rk = (u(0, 1))
1
k (k = 1, . . . , m) (3)

そして，子個体 xc は次式で求める．

xc = xm+1 + Cm+1 (4)

u(0, 1) は，区間 [0, 1] の一様実数乱数である．ε は，

個体を分布する多面体の拡張率であり，本研究では，

Higuchi らの研究9) において推奨されている ε =√
m + 2 を用いる．

2.3 UNDX-mの概要と手順

UNDX-m 10)では，m+2 個の親個体から，m次元

の主探索成分とこれに直交する（n−m）次元の副探

索成分を基底ベクトルとした正規乱数により子個体を

生成する実数値交叉手法である．m +2 個目の親個体

は副探索成分におけるスケーリングに用いられる．子

個体は，m+1 個の親個体の重心の中心にして，m+1

個の親が張る m 次元の部分空間内に正規分布に生成

される．

m + 1 個の親個体の重心の位置座標を G，親個体

と重心の差ベクトルを di とおき，m + 2 個目の親個

体と重心の差ベクトル dm+2 の d1, . . . ,dm に直交す

る成分の大きさを D とする．d1, . . . ,dm に直交する

部分空間の正規直交基底を e1, . . . , en−m とおく．子

個体 xc は次式で求める．

xc = G +

m∑
i=1

widi +

n−m∑
i=1

viDei (5)

ここで，wi，vi はそれぞれ N(0, σ2
ξ)，N(0, σ2

η) に従

う正規乱数であり，σξ，ση は次式で定義される．

σξ =
α√
m

(6)

ση =
1√

n − m

√
m + 1√
m + 2

√
3√
2
β (7)

本研究では，Kitaらの研究10) において推奨されて

いる α = 1，β = 0.50 を用いる．

2.4 RGAのアルゴリズム

多くの研究で提案されてきた世代交代モデルの中で，

MGG 11)の世代交代モデルに基づくGAは，優れた大

域的探索性能を示しており，Higuchiら9)，Kitaら10)

の研究においても採用されている．本研究においても，

MGGに基づくGAに SPX，UNDX-m交叉を適用し
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図 1 RGA のフローチャート
Fig. 1 RGA flowchart.

た RGAを考える．

SPX，UNDX-m交叉とMGG世代交代モデルを用

いた RGAのアルゴリズムを以下に述べる．また，フ

ローチャートを図 1 に示す．

( 1 ) 初期集団の生成

初期個体 M 個をランダムに生成する．

( 2 ) 個体の評価計算

各個体の適合度を評価する．

( 3 ) 親個体の選択

母集団中からランダムに m + 1 個の親個体を

選ぶ．このとき，同じ個体は選択しない．

( 4 ) 子個体の生成

• SPX交叉を用いる場合

m + 1 個の親個体による SPX 交叉を M

回実行して，M 個の子個体を生成する．ま

た，突然変異を施す．

• UNDX-m交叉を用いる場合

m+1 個の親個体によるUNDX-m交叉を

M 回実行して，M 個の子個体を生成する．

また，突然変異を施す．

( 5 ) 次世代に残す個体候補の集団 p の生成

m + 1 個の親個体からランダムに 2 個体を選

択する．このとき，同じ個体は選択しない．選

択した 2 個の親個体と M 個の子個体から集団

p を生成する．

( 6 ) 生存選択

集団 p より，最良個体 1 個体とルーレット選

択により選択した 1 個体を母集団に戻す．

( 7 ) 終了条件

停止条件が満たされるまで，( 2 )から ( 6 )を繰

り返す．

それぞれの交叉の親個体数 m + 1 は，Higuchiら，

Kitaらの研究で用いられている値を用いる．Higuchi

らの研究9) では，SPX は，m は問題の次元数 n と

することを推奨している．そこで，RGA の SPX で

は，m は n とする．また，Kita らの研究10) では，

UNDX-m は，m = 2，4の場合において良い探索性

能を示している．そこで，RGAのUNDX-mでは，m

は 2とする．

また，突然変異では，各設計変数において，あらか

じめ与えた突然変異率の確率で，各設計変数の値を，

その定義域内から一様乱数により選択した実数値に変

更することで行う．

3. RSSEについて

3.1 RSSEの概要

SSE では，まず多数の良い個体を要素とする個体

部分集合を生成する．次に，個体部分集合から抽出さ

れる共通スキーマを基にして子個体を生成する．これ

により，SSEは，多数の良い親個体と似通った構造を

持つ子個体を生成している．しかし，実数値最適化問

題に SSE を適用する場合，設計変数が実数値表現さ

れているため，スキーマに相当する共通構造を得るこ

とができない．よって，SSEを実数値に拡張するにあ

たって，SSEの個体生成のアルゴリズムを根本的に改

良しなければならない．

ところで，SPX交叉9) と UNDX-m交叉10) は，多

数の親個体の構造を基にして子個体を生成するアル

ゴリズムである．そこで，これらの実数値交叉手法を

SSEの個体部分集合に適用することで，スキーマに相

当する構造がない実数値最適化問題において，多数の

良い親個体から似通った解構造を持つ子個体を生成す

ることができる．

3.2 RSSEのアルゴリズムの手順

SPX，UNDX-m交叉を用いた RSSEのアルゴリズ

ムを以下に述べる．また，フローチャートを図 2 に

示す．

( 1 ) 初期集団の生成

初期個体 M 個をランダムに生成する．

( 2 ) 個体の評価計算

各個体の適合度を評価する．

( 3 ) 個体部分集合の生成

個体を適合度の降順に並べ，半順序関係に従っ

て高い適合度の個体を要素に持つ，平均評価値

の高い上位 M 個の個体部分集合を生成する

（詳細は 3.3 節において述べる）．
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図 2 RSSE のフローチャート
Fig. 2 RSSE flowchart.

( 4 ) 親個体の選択と子個体の生成

• SPX交叉を用いる場合

M 個の個体部分集合において，個体部分

集合の要素である個体を親個体とし，それ

ぞれ SPX交叉を実行して M 個の子個体

を生成する．また，突然変異を施す．

• UNDX-m交叉を用いる場合

M 個の個体部分集合において，個体部分

集合の要素である個体を親個体とし，それ

ぞれ UNDX-m交叉を実行して M 個の子

個体を生成する．また，突然変異を施す．

( 5 ) 世代交代

生成された M 個の子個体を次世代の母集団と

する．

( 6 ) 終了条件

停止条件が満たされるまで，( 2 )から ( 5 )を繰

り返す．

RGAでは，m + 1 個の親個体を母集団から選択し

ている．しかし，RSSEでは，すべての個体部分集合

が m + 1 個の親個体により構成されているとは限ら

ない．そこで，RSSEでは，個体部分集合の個体数が

m+1 個でない場合でも交叉が行えるように改良しな

ければならない．

まず，Higuchiら9)は，m に様々な値をとった縮退

型 SPX を提案している．そこで，RSSE で SPX 交

叉を用いる場合には，Higuchiらの提案を応用するこ

とにする．

また，UNDX-m交叉では，親個体が 1個体の場合で

はUNDX-mは適用できず，2個体の場合ではUNDX-

1（UNDX 14) に相当）を適用することになる．さら

に，Kitaらの研究10) では，m が 2，もしくは，4の

場合において良い探索性能を示しており，m が大きい

場合では探索性能が低下している．そこで，RSSEに

UNDX-m交叉を用いる場合には，親個体を以下のよ

うに選択する．ここで，個体部分集合の親個体の個数

を l とおく．

• l > m + 1

l 個の個体の中から，m + 1 個の個体をランダム

に選択して親個体とする．このとき，同じ個体は

選択しない．

• l = m + 1

l 個の全個体を親個体とする．

• l < m + 1

l 個の全個体を親個体とし，母集団中からランダ

ムに m + 1− l 個の個体を選択し親個体として追

加する．このとき，同じ個体は追加しない．

ここで，RSSEのUNDX-mでは，RGAと同じく，m

は 2とする．

また，突然変異では，各設計変数において，あらか

じめ与えた突然変異率の確率で，各設計変数の値を，

その定義域内から一様乱数により選択した実数値に変

更することで行う．

3.3 個体部分集合の生成

RSSEで生成する個体部分集合は，それを構成する

個体集団の平均評価値の高い順に作成する．そのため

に，平均評価値における半順序関係を用いる．

3.3.1 平均評価値の半順序関係

M 個の個体をその適合度の降順に並べたインデッ

クス（番号付け）を c1, c2, . . . , cM とおく．また，任

意の個体部分集合 S（�= φ）について，その中に含ま

れる最大のインデックスを L(S) で表す．(S−ck) は，

集合 S から要素 ck を除いた集合とする．さらに，和

集合を ∪ で表す．L(S) < M のとき，個体部分集合

の間に以下の半順序関係が存在する．

• S の平均評価値は S ∪ c(L(S)+1) の平均評価値よ

りも良い．

• S の平均評価値は (S − cL(S))∪ c(L(S)+1) の平均

評価値よりも良い．

3.3.2 個体部分集合の生成手順

最も平均評価値の高い個体部分集合は，最良個体 c1

だけからなる集合 {c1} である．半順序関係によれば，
{c1}の次に平均評価値の高い部分集合として，{c1, c2}
と {c2}ができる．さらに，{c1, c2}からは {c1, c2, c3}
と {c1, c3} が生成でき，{c2} からは {c2, c3} と {c3}
が生成できる．このようにして生成した個体部分集合

を平均評価値の降順にソートしてできたリストの例が
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表 1 個体部分集合リストの例
Table 1 Example of subset list.

Rank Subset

1 {c1}
2 {c1, c2}
3 {c2}
4 {c1, c2, c3}
5 {c1, c3}
.
.
.

.

.

.

表 2 テスト問題の特徴
Table 2 Features of test functions.

関数 設計変数間の依存関係 関数の形状
Sphere 関数 なし　 単峰性
Rastrigin 関数 なし　 多峰性
Schwefel 関数 なし　 多峰性
Ridge 関数 あり　 単峰性
Rosenbrock 関数 あり　 単峰性
Griewank 関数 あり　 多峰性

表 1 である．

この処理を箇条書きにすると次のようになる．

( 1 ) リストの先頭の要素に {c1} を格納する．i = 1

とする．

( 2 ) リストの i 番目の要素において，格納されてい

る個体部分集合から，半順序関係に従って 2つ

の新しい個体部分集合を生成する．

( 3 ) 生成した 2つの個体部分集合を，i + 1 番目以

降の要素に平均評価値の降順に従って格納する．

リストからあふれた要素は捨てる．

( 4 ) i < M − 1 ならば i = i + 1 として，( 2 )から

( 3 )を繰り返す．そうでなければ終了する．

4. テスト問題

実際の実数値最適化問題は，設計変数間に依存関係

があり局所解が多数存在する場合が多い．実問題の有

効な解探索手法として発展させるためには，まず，設

計変数間の依存関係の有無や単峰性，多峰性の特徴な

どを組み合わせた実数値テスト問題を用いて，解の探

索精度や探索特性を検討する必要がある．そこで，本

研究では，これらの特徴を組み合わせた実数値テスト

問題として，Sphere関数，Rastrigin関数，Schwefel

関数，Ridge 関数，Rosenbrock 関数，Griewank 関

数15),16)を用いてRSSEとRGAの解探索性能を比較

する．これらの関数は，最小値が 0 となる関数最小化

問題である．これらの関数には表 2 に示すような特

徴がある．

4.1 Sphere関数

Sphere 関数は，単峰性の関数であり，設計変数間

に依存関係はない．

Fsp(x) =

n∑
i=1

x2
i (−5.12 < xi < 5.12) (8)

xi = 0 （i = 1, · · · , n）のとき最小値 0 をとる．n は

設計変数の数であり，本研究では n = 10 とする．

4.2 Rastrigin関数

Rastrigin関数は，大域的最適解の周辺に格子状に

多数の局所解を持つ多峰性の関数であり，設計変数間

に依存関係はない．

Fra(x) = 10n +

n∑
i=1

{
x2

i − 10 cos(2πxi)
}

(−5.12 ≤ xi < 5.12) (9)

設計変数の値が xi = 0 （i = 1, · · · , n）のとき最小
値 0 をとる．n は設計変数の数であり，本研究では

n = 10 とする．

4.3 Schwefel関数

Schwefel関数は，定義域の境界付近に最適解を持つ

多峰性の関数であり，設計変数間に依存関係はない．

Fsc(x) =

n∑
i=1

−xi sin
{√

|xi|
}

+418.98288727 · n
(−512 ≤ xi < 512) (10)

設計変数の値が xi = 420.968750（i = 1, · · · , n）の
とき最小値 0 をとる．定義域の境界付近に最適解を

持つので，局所解に収束する可能性が高い．n は設計

変数の数であり，本研究では n = 10 とする．

4.4 Ridge関数

Ridge関数は単峰性の関数であり，設計変数間に強

い依存関係が存在する．

Fri(x) =

n∑
i=1

( i∑
j=1

xj

)2

(11)

(−64 ≤ xi < 64)

設計変数の値が xi = 0（i = 1, · · · , n）のとき最小
値 0 をとる．n は設計変数の数であり，本研究では

n = 10 とする．

4.5 Rosenbrock関数

Rosenbrock関数は単峰性の関数であり，設計変数

間に依存関係がある．

Fro(x) =

n−1∑
i=1

{
100(xi+1 − x2

i )
2 + (1 − xi)

2
}

(−2.048 ≤ xi < 2.048) (12)
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表 3 突然変異率
Table 3 Mutation rate.

関数 RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

Sphere 関数 0.00e-0 0.00e-0 1.00e-1 0.00e-0

Rastrigin 関数 0.00e-0 5.00e-5 2.65e-1 7.00e-3

Schwefel 関数 1.20e-4 5.00e-5 1.70e-1 5.00e-3

Ridge 関数 2.00e-6 0.00e-0 1.40e-1 5.00e-6

Rosenbrock 関数 1.00e-5 5.00e-6 2.85e-1 3.00e-3

Griewank 関数 1.00e-3 1.00e-4 1.00e-1 1.00e-3

表 4 解を探索できた回数（Sphere 関数の場合）
Table 4 Number of searchable trials (Sphere function).

RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

閾値 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250

1.0e-2 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30

1.0e-5 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30

1.0e-8 0 / 30 / 0 30 / 30 / 0 30 / 30 / 12 30 / 30 / 30

設計変数の値が xi = 1（i = 1, · · · , n）のとき最小値
0 をとる．単峰性の関数であるが，準最適解が湾曲し

た形状に分布している非凸関数である．n は設計変数

の数であり，本研究では n = 10 とする．

4.6 Griewank関数

Griewank関数は大域的には単峰性の形状であるが，

多数の局所解が存在する多峰性の関数であり，設計変

数間に依存関係がある．

Fgr(x) = 1 +

n∑
i=1

x2
i

4000
−

n∏
i=1

(
cos

( xi√
i

))

(−512 ≤ xi < 512) (13)

設計変数の値が xi = 0（i = 1, · · · , n）のとき最小値
0 をとる．設計変数間に依存関係が存在し，多峰性の

関数であるので，最適解を得るのはきわめて困難であ

る．n は設計変数の数であり，本研究では n = 10 と

する．

5. 探索性能の比較

前章で述べた実数値最適化問題を用いて，RGA，

RSSEの探索性能を比較する．RGA，RSSEともに，

実数値交叉として SPX 交叉，または，UNDX-m 交

叉を用いた探索性能を示す．UNDX-m交叉における

m は，RGA，RSSEともに 2とする．RGA，1世代

に母集団の個体数に相当する M 個の子個体を生成す

る．RGA，RSSEともに，個体数を 50，100，250と

とる．各探索手法ともに 1世代あたりの適合度評価に

よる計算負荷は同じであるので，実行世代数で探索性

能を評価することが可能となる．また，RGA，RSSE

ともに，突然変異率を変えて十分に実験し，最も良い

性能を示した値を用いる（表 3）．

各問題において，各探索手法を異なる初期個体集団

から 30回実行し平均値をとり，各探索手法の探索性能

とする．また，各関数において実行世代数は，Sphere

関数は 3000，Rastrigin関数は 20000，Schwefel関数

は 30000，Ridge 関数は 20000，Rosenbrock 関数は

50000，Griewank関数は 30000とする．

探索性能を比較するために，2つの方法で比較を行

う．1 つは，異なる初期集団から行った 30 回の試行

において，解を得ることができた回数である．解を得

たと判定できる閾値に異なる値をとって比較する．そ

して，もう 1つは，各世代における最良個体の収束曲

線である．

5.1 Sphere関数の実験結果

閾値を 1.0e-2，1.0e-5，1.0e-8として解を探索し，閾

値を下回る解を探索できた回数を表 4 に示す．P50，

P100，P250は，それぞれ個体数 50，100，250を表

す．また，各個体数における，最良個体の解の平均値

のグラフを図 3，図 4，図 5 に示す．各グラフにおい

て，横軸に世代数をとり，縦軸に最良個体の解の平均

値をとる．

表 4 より，閾値が大きい場合は，RGAと RSSEの

探索性能に違いはないが，閾値を 1.0e-8 と小さくす

ると，RGAよりも RSSEのほうが解を探索できた回

数が多くなっており，良い解を探索できていることが

分かる．

図 3～5 より，すべての個体数において，RSSE-

UNDX-2 が他の手法と比べて速い収束速度を示して

いることが分かる．特に，個体数 250 では，RSSE-

UNDX-2は他の手法と比べて非常に優れた収束速度を

示している．また，個体数 100，250において，RSSE-

SPX は RGA よりも速い収束速度を示していること
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表 5 解を得ることができた回数（Rastrigin 関数の場合）
Table 5 Number of searchable trials (Rastrigin function).

RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

閾値 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250

1.0e-2 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30

1.0e-5 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30

1.0e-8 28 / 26 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30

図 3 Sphere 関数における到達解の平均値（個体数 50）
Fig. 3 Mean fitness of best solution (Sphere function,

Pop. size = 50).

図 4 Sphere 関数における到達解の平均値（個体数 100）
Fig. 4 Mean fitness of best solution (Sphere function,

Pop. size = 100).

図 5 Sphere 関数における到達解の平均値（個体数 250）
Fig. 5 Mean fitness of best solution (Sphere function,

Pop. size = 250).

が分かる．

5.2 Rastrigin関数の実験結果

解を探索することができた回数を表 5 に示す．各個

図 6 Rastrigin 関数における到達解の平均値（個体数 50）
Fig. 6 Mean fitness of best solution (Rastrigin function,

Pop. size = 50).

図 7 Rastrigin 関数における到達解の平均値（個体数 100）
Fig. 7 Mean fitness of best solution (Rastrigin function,

Pop. size = 100).

図 8 Rastrigin 関数における到達解の平均値（個体数 250）
Fig. 8 Mean fitness of best solution (Rastrigin function,

Pop. size = 250).

体数における最良個体の解の平均値のグラフを図 6，

図 7，図 8 に示す．

表 5 より，閾値が大きい場合RGAとRSSEは同等
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表 6 解を探索できた回数（Schwefel 関数の場合）
Table 6 Number of searchable trials (Schwefel function).

RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

閾値 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250

1.0e-2 30 / 30 / 30 30 / 30 / 6 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30

1.0e-5 30 / 30 / 30 30 / 30 / 4 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30

1.0e-8 30 / 16 / 30 30 / 30 / 2 30 / 30 / 6 30 / 30 / 30

図 9 Schwefel 関数における到達解の平均値（個体数 50）
Fig. 9 Mean fitness of best solution (Schwefel function,

Pop. size = 50).

図 10 Schwefel 関数における到達解の平均値（個体数 100）
Fig. 10 Mean fitness of best solution (Schwefel function,

Pop. size = 100).

の探索性能を示しているが，閾値を 1.0e-8とすると，

個体数 50および個体数 100の SPXにおいて，閾値

1.0e-8より多く解を探索できており，良い探索性能を

示していることが分かる．

図 6～8 より，すべての個体数において，RSSE-

UNDX-2 が他の手法と比べて速い収束速度を示して

いることが分かる．特に，個体数 250 では，RSSE-

UNDX-2 は他の手法と比べて非常に優れた収束速度

を示している．また，RSSE-SPXは，RSSE-UNDX-2

に次いで収束速度が速いことが分かる．

5.3 Schwefel関数の実験結果

解を探索することができた回数を表 6 に示す．各個

体数における，最良個体の解の平均値のグラフを図 9，

図 10，図 11 に示す．

表 6 より，閾値が大きい場合は，RSSEは RGAと

図 11 Schwefel 関数における到達解の平均値（個体数 250）
Fig. 11 Mean fitness of best solution (Schwefel function,

Pop. size = 250).

同程度の探索性能を示していることが分かる．閾値を

1.0e-8 とすると，RSSE-UNDX-2 は他のアルゴリズ

ムより多く探索できており，良い探索性能を示してい

ることが分かる．

図 9～11 より，すべての個体数において RSSE-

UNDX-2 が他の手法と比べて速い収束速度を示して

いることが分かる．特に，個体数 250 では，RSSE-

UNDX-2 は他の手法と比べて非常に優れた収束速度

を示している．RSSE-SPXは，個体数 50，100では

RSSE-UNDX-2 に次いで速い収束速度を示している

が，個体数 250 では 1.0e-4付近から収束速度が遅く

なっていることが分かる．

5.4 Ridge関数の実験結果

解を探索することができた回数を表 7 に示す．各

個体数における，最良個体の解の平均値のグラフを

図 12，図 13，図 14 に示す．

表 7 より，閾値が大きい場合は，RSSEは RGAと

同程度の探索性能を示していることが分かる．閾値

を 1.0e-8と小さくすると，RGA-UNDX-2と RSSE-

UNDX-2 がすべての試行で解を探索できていること

が分かる．

図 12～14 より，すべての個体数において，RSSE-

UNDX-2 が他の手法と比べて速い収束速度を示して

いることが分かる．特に，個体数 250 では，RSSE-

UNDX-2は他の手法と比べて非常に優れた収束速度を

示している．また，RSSE-SPXは，個体数 100，250

において，他の手法と比べ収束速度が遅いことが分
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表 7 解を得ることができた回数（Ridge 関数の場合）
Table 7 Number of searchable trials (Ridge function).

RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

閾値 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250

1.0e-2 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 0 30 / 30 / 30

1.0e-5 30 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 0 30 / 30 / 30

1.0e-8 0 / 30 / 30 30 / 30 / 30 30 / 30 / 0 30 / 30 / 30

図 12 Ridge 関数における到達解の平均値（個体数 50）
Fig. 12 Mean fitness of best solution (Ridge function,

Pop. size = 50).

図 13 Ridge 関数における到達解の平均値（個体数 100）
Fig. 13 Mean fitness of best solution (Ridge function,

Pop. size = 100).

図 14 Ridge 関数における到達解の平均値（個体数 250）
Fig. 14 Mean fitness of best solution (Ridge function,

Pop. size = 250).

かる．

5.5 Rosenbrock関数の実験結果

解を探索することができた回数を表 8 に示す．各

個体数における，最良個体の解の平均値のグラフを

図 15，図 16，図 17 に示す．

表 8 より，RSSE-SPXは RGA-SPXよりも探索性

能が良くないことが分かる．そして，RGA-UNIDX-2

と RSSE-UNDX-2を比較すると，閾値が大きいとき

には同程度の探索性能を示すが，閾値を小さくする

と RSSE-UNDX-2 は RGA-UNIDX-2 より多くの個

体を必要とすることが分かる．

図 15～17 より，RGAと比べ RSSEは，収束速度

が遅く，このことからより良い閾値に到達するには時

間がかかると思われる．

5.6 Griewank関数の実験結果

解を探索することができた回数を表 9 に示す．ま

た，各個体数における，最良個体の解の平均値のグラ

フを図 18，図 19，図 20 に示す．

表 9より，いずれの場合においても，RSSEはRGA

よりも解を探索できた回数が少なくなっていることが

分かる．図 18～20 より，RGA，RSSEは，急速に収

束したあと，ほとんど解が向上していないことが分か

る．悪い到達解を示す試行が若干でもある場合，平均

性能は大幅に悪化してしまうので，RGAにおいても，

RSSEと同様の推移をした解の収束となる．これより，

Griewank関数では，RGA，RSSEどちらにおいても，

初期母集団に設定に依存して局所解に陥ってしまうこ

とが多いことが分かる．

5.7 最適解の座標をオフセットしたRastrigin関

数の実験結果

SPX と UNDX-m は交叉により生成される子個体

が親個体集団の共分散行列をよく保存するので，親個

体が分布している領域の中心部を重点的にサンプリン

グする性質がある9),10),17)．そこで，Rastrigin関数に

おいて最適解の位置を原点からずらした（オフセット

した）Rastrigin関数の解探索問題を考える．30回の

試行において解を探索できた世代数の平均値を表 10

に示す．表においてO0.0/O2.0/O3.0は各設計変数に

おいて最適値を原点からずらした値を示す．したがっ

て，O0.0はオフセットしない場合を示す．

RGAでは，オフセットしない場合（O0.0）に比べ

て多くの世代数が必要であることが分かる．O1.0 よ
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表 8 解を探索できた回数（Rosenbrock 関数の場合）
Table 8 Number of searchable trials (Rosenbrock function).

RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

閾値 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250

1.0e-2 27 / 30 / 30 30 / 30 / 30 0 / 13 / 30 30 / 30 / 30

1.0e-5 1 / 29 / 30 30 / 30 / 30 0 / 0 / 0 30 / 30 / 30

1.0e-8 0 / 3 / 30 30 / 30 / 30 0 / 0 / 0 0 / 30 / 30

図 15 Rosenbrock 関数における到達解の平均値（個体数 50）
Fig. 15 Mean fitness of best solution (Rosenbrock

function, Pop. size = 50).

図 16 Rosenbrock 関数における到達解の平均値（個体数 100）
Fig. 16 Mean fitness of best solution (Rosenbrock

function, Pop. size = 100).

図 17 Rosenbrock 関数における到達解の平均値（個体数 250）
Fig. 17 Mean fitness of best solution (Rosenbrock

function, Pop. size = 250).

りも O2.0において多くの世代数を必要とすることか

ら，最適解の位置が原点から遠ざかるほど解探索が困

難になることが分かる．これに対して，RSSEは，オ

フセットの程度によらず解を探索できていることが分

かる．

RGAは，親個体をランダムに選択するので，その結

果解空間全体から均一に親個体を選択することになる．

SPXとUNDX-mが親個体が分布している中心部に重

点的にサンプリングすることから，RGAでは結果的

に解空間の中心付近を重点的に探索し，中心から離れ

たところの解探索が困難になる場合がある．これに対

して，RSSEは評価値の高い個体を親個体に選択する

ので，最適解が中心から離れていても，探索が解空間

の中心から（それより離れた）最適解付近に移動でき

るので，最適解の位置を中央からずらした Rastrigin

関数においても，通常の Rastrigin関数と同様の探索

性能を示すことができたと考えられる．

5.8 探索性能のまとめ

設計変数間に依存関係がない問題では，単峰性関数，

多峰性関数どちらにおいても，RSSE-SPX，RSSE-

UNDX-2ともに，全試行において，RGAと同様に解

を探索できていることが分かった．また，RSSE-SPX，

RSSE-UNDX-2ともに，RGAと比べて速い収束速度

を示している．特に，RSSE-UNDX-2 は，他の探索

手法と比べて優れた収束速度を示すことが分かった．

RSSEでは，良い親個体を多く集め，そこから似通っ

た構造を持つ子個体を生成する．これにより，RGA

と比べて優れた収束速度を示すことができた．また，

RSSE-SPXに比べRSSE-UNDX-2は，速い収束速度

を示している．SPX は，親個体の実数値ベクトルか

らランダムに子個体を生成するのに対して，UNDX-

m は，正規分布により各親個体の重心の近くに子個

体を生成する．これにより RSSE-SPXに比べ RSSE-

UNDX-2 は親個体に近い構造を持つ子個体を生成し

ており，母集団の個体が似通った構造に早く集中して，

より速い収束速度を示した．

次に，設計変数間に依存関係がある問題について述

べる．

単峰性関数では，RSSE-SPXは，他の探索手法と比

べて収束が遅く，全試行において解を探索できなかっ

た．それに対して，RSSE-UNDX-2は，全試行におい

て，RGAと同様の解探索性能を示した．単峰性関数で
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表 9 解を探索できた回数（Griewank 関数の場合）
Table 9 Number of searchable trials (Griewank function).

RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

閾値 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250

1.0e-2 23 / 30 / 30 14 / 23 / 28 1 / 8 / 1 1 / 3 / 3

1.0e-5 17 / 19 / 28 6 / 17 / 26 1 / 5 / 0 0 / 0 / 3

1.0e-8 0 / 0 / 4 0 / 17 / 25 1 / 5 / 0 0 / 0 / 3

表 10 解を探索するまでに要した平均世代数（オフセットされた Rastrigin 関数の場合）
Table 10 Mean generation to search solution (Off-set Rastrign function).

RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

閾値 O0.0 / O1.0 / O2.0 O0.0 / O1.0 / O2.0 O0.0 / O1.0 / O2.0 O0.0 / O1.0 / O2.0

1.0e-2 3142 / 8859 / 10647 11624 / 13980 / 14405 621 / 575 / 604 334 / 222 / 219

1.0e-5 4542 / 8902 / 10789 13646 / 15669 / 16701 1540 / 1484 / 1517 342 / 233 / 228

1.0e-8 6008 / 9198 / 10906 16045 / 18533 / 19056 2909 / 2882 / 2861 357 / 263 / 265

図 18 Griewank 関数における到達解の平均値（個体数 50）
Fig. 18 Mean fitness of best solution (Griewank function,

Pop. size = 50).

図 19 Griewank 関数における到達解の平均値（個体数 100）
Fig. 19 Mean fitness of best solution (Griewank function,

Pop. size = 100).

ある Ridge関数において，RSSE-UNDX-2は，RGA

と比べて優れた収束速度を示した．しかし，同じ単峰性

関数であるRosenbrock関数において，RSSE-UNDX-

2は，RGAと比べて収束速度が遅くなった．Ridge関

数は単峰性かつ凸関数なのに対して，Rosenbrock関

数は単峰性の関数であるが，準最適解が湾曲した形状

に分布している非凸関数である．RSSE-UNDX-2は，

その特性から最適解近傍の局所解に集中する場合があ

図 20 Griewank 関数における到達解の平均値（個体数 250）
Fig. 20 Mean fitness of best solution (Griewank function,

Pop. size = 250).

り，良い閾値に到達するには RGAよりも多くの世代

数を必要とする結果となった．

次に，多峰性関数における結果について述べる．Gri-

wank関数では，RSSE-SPX，RSSE-UNDX-2ともに，

RGAに比べて探索性能が劣っていた．多峰性関数は局

所解が多数存在するので，大域的探索性能を改善する

ために多様性を維持することが重要である．適合度の

良い親個体に似通った解構造を持つ子個体を生成する

RSSEでは，ランダムな親個体の選択をする RGAよ

りも多様性を維持しにくい．よって，多峰性関数では，

RGAと比べ RSSEの探索性能は劣った結果となった

と考えられる．これより，設計変数間に依存関係があ

る多峰性関数では，RGAに比べ多様性の維持が困難

であるRSSEは，より大きな母集団が必要であると考

えられる．

ところで，Griwank関数では RSSE は RGAと比

べてより小さい閾値で解を探索できる試行回数が少な

かったが，その少ない試行回数の中に RGAよりも早

く収束できた試行があった．そこで，Griewank関数

を例に，RGAと RSSEが最も早く解を探索できたと
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表 11 最も早く解を探索できた場合の世代数（Griewank 関数の場合）
Table 11 Min. generation to search solution (Griewank function).

RGA-SPX RGA-UNDX-2 RSSE-SPX RSSE-UNDX-2

閾値 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250 P50 / P100 / P250

1.0e-2 6922 / 2251 / 3818 1936 / 3151 / 10301 10340 / 404 / 331 279 / 44 / 17

1.0e-5 7583 / 6849 / 14665 2842 / 4216 / 12534 11251 / 1002 / - - / - /26

1.0e-8 - / - / - - / 5280 / 15060 12533 / 2086 / - - / - / 35

きの世代数をまとめて表 11に示す．これより，RSSE

は RGAよりもかなり早く解を探索できていることが

分かる．特に，個体数 250 での RSSE-UNDX-2 は，

RGAと比べて非常に早く解を探索できている．この

ことは，初期集団などのパラメータを適切に設定でき

れば，Griwank関数などの多峰性関数でも RSSEは

RGAよりもかなり優れた収束特性を示すといえる．

最後に，Rastrigin関数において最適解を解空間の

中央からオフセットした問題における探索性能を比較

した．その結果，RSSEは，RGAと比べて探索性能

を低下させずに解探索することができた．RSSE は，

必ずしも最適解が中央にない問題においても，RGA

よりも優れた探索性能を示すことが分かった．

6. ま と め

本論文では，多数の個体を用いる実数値交叉手法で

ある SPXと UNDX-mを用いて，SSEを実数値問題

へ拡張した RSSE を提案した．そして，実数値最適

化問題を通して，RGAと RSSEの探索性能を比較し

た．その結果，以下のことが分かった．

RSSE-SPX は，設計変数間に依存関係のない単峰

性関数と多峰性関数において，RGAと同様の最も良

い閾値を探索していることが分かった．また，RSSE-

UNDX-2 は，設計変数間に依存関係がない単峰性関

数と多峰性関数，さらに，設計変数間に依存関係があ

る単峰性関数において，RGAと同様の最も良い閾値

を優れた収束速度で探索していることが分かった．

設計変数間に依存関係がある多峰性関数では，RSSE-

UNDX-2 は，多くの試行において良い閾値を示すこ

とができなかったが，RGAと比べて優れた早さで最

も良い閾値を探索している試行があることが分かった．

RSSE-UNDX-2 は，設計変数間に依存関係がある多

峰性関数においても，個体数を十分に大きくとること

で，優れた収束速度で RGAと同等の最も良い閾値を

示す解探索が安定して実現できると考えられ，今後の

課題である．
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