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Octree型AMRを導入した格子ボルツマン法のC++テンプ
レートを用いたカーネル生成によるGPU計算の高速化
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概要：格子ボルツマン法に Octree-based Adaptive Mesh Refinement（AMR）を導入すると細分化の末端
のリーフに割り当てる格子サイズが小さくなるため，GPU計算の実行性能が大きく低下する．特に D3Q27
型では，リーフの外殻部分にある格子（外殻格子）の計算は，隣接格子点参照に対して多数の条件分岐を
含む．同一の計算を行いながら外殻格子数を削減するために，Octreeの 1段上のノードを利用した冗長計
算を行うマザーリーフ法を提案し，1.96倍に計算を高速化させることができた．また，外殻格子計算にお
ける条件分岐を排除するために，すべての参照パターンを列挙し，異なる GPUカーネル関数に分割する
方法を提案した．参照パターンが 702通りと非常に多く，手動での記述は困難である．C++テンプレート
展開を用いて参照パターンに対応する GPUカーネル関数を自動生成することにより，プログラムの生産
性を維持しながら，外殻格子の計算速度を 2.29倍に向上させることができた．

キーワード：適合細分化格子法，AMR，Octree，格子ボルツマン法，D3Q27，GPUカーネル関数，C++
テンプレート
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Abstract: It is a severe problem that D3Q27 Lattice Boltzmann Method (LBM) with Octree-based Adaptive
Mesh Refinement (AMR) has a low GPU computational performance due to small-size meshes assigned to
the leaves located at the end of the octree structure. In particular, the computations contains a lot of branch
divergences at the outer leaf boundary when it refers to the grid on the neighbor leaves. We propose a method
which uses the upper node to reduce the number of grids at the outer leaf boundary by executing redundant
computations (Mother-Leaf Method), so that we have achieved 1.96 times speed-up for the same computa-
tion. In order to exclude the branch divergences in the GPU kernel function on the grid at the outer leaf
boundary, we divide it into individual kernels depending on each different access pattern to the neighbor leaf
grid. It is too heavy for a handwritten program to make GPU kernel functions corresponding to 702 access
patterns. We utilize the C++ Template expansion to generate GPU kernel functions in compiling and have
succeeded in 2.29 times speed-up for the computation at the outer leaf boundary. The automatic generation
of numerous GPU kernel functions also makes it possible to keep the productivity of the AMR-LBM code.
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1. はじめに

規則的に並んだ格子点データをある一定の規則で更新す

る計算をステンシル計算といい，特に隣接する n個の格子
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点の値を用いて計算する場合を n点ステンシル計算と呼

ぶ．たとえば，2次元で上下左右 4点と斜め 4点の隣接格

子および自分自身を参照する 9点ステンシル計算，3次元

で上下左右・奥・手前の隣接点を参照する 7点ステンシル

計算，7点に加えて斜め方向まですべての隣接点を参照す

る 27点ステンシル計算がある．ステンシル計算は，拡散

方程式や流体方程式を有限差分法などで離散化して計算す

る際に必要となるため，連続体で記述される物理現象のシ

ミュレーションにおいて最も重要かつ基本的な計算カーネ

ルである．

近年，計算機の急速な発展にともない膨大な数の格子点

を扱う大規模計算が可能となり，理工学のさまざまな分野

において高解像度計算や広域計算が行われている．特に

GPU（Graphics Processing Unit）のようなアクセラレー

タ（演算加速器）は細粒度の並列化が可能なステンシル計

算に適しているため，さまざまな大規模物理シミュレー

ションに用いられている [1], [2], [3]．

ステンシル計算の一種である格子ボルツマン法（Lattice

Boltzmann Method; LBM）は，非圧縮性流体の解法とし

て広く用いられている．従来の非圧縮性流体の解法に比べ

て格子ボルツマン法は，大規模な連立一次方程式を解く必

要がなく，ペタスケールを超える大規模計算に適した手法

として研究が進められている [2], [4], [5], [6], [7]．

これまでの大規模 GPU計算では，計算領域の全体を一

様な解像度とする等間隔格子が用いられてきた [8], [9]．等

間隔格子はステンシル計算のメモリアクセス効率が良く，

高い実行性能を得ることができる．しかし，実際の物理現

象に対して，計算の全領域で高い解像度が要求されること

は稀であり，等間隔格子による計算は無駄な計算を多く含

んでいるといえる．任意の計算空間の解像度を変更する手

法を導入することで，高精度かつ大規模な計算を行うこと

ができるようになる．従来の有限要素法や有限体積法で

は，局所的に解像度を高めることのできる三角形や四面体

要素の非構造格子が用いられてきたが，メモリアクセスが

間接参照であるため不規則となり，将来的な大規模計算に

は不向きとされている．

等間隔格子の実行性能を維持しつつ，高解像度の計

算が必要な部分に局所的に細かい格子を配置する手法

として，適合細分化格子法（Adaptive Mesh Refinement;

AMR，図 1）[10], [11]が使われている．AMRには Block-

structured，Unstructured，Tree-basedなどさまざまな種類

があるが，なかでも大規模計算に適した手法としてOctree

型 AMRに関する研究が多く行われている [12], [13]．以降

ではOctree型AMRのみを取り上げるため，単にAMRと

称した場合には Octree型 AMRを指すものとする．

AMRは，木データ構造で表される再帰的な領域分割に

よって計算領域中に複数の解像度の格子を割り当てる手法

である．図 2 のように，木データ構造の根ノードは計算領

図 1 適合細分化格子法（AMR）の例

Fig. 1 Example of Adaptive Mesh Refinement (AMR).

図 2 Octree に基づく AMR のデータ構造

Fig. 2 Data structure of octree-based AMR.

域全体に相当し，共通の親を持つ子ノードは親ノードの計

算領域を分割した小領域に対応する．葉ノード（リーフ）

に対応する小領域には一定の格子点数の格子が割り当てら

れるため，領域分割の再帰深度が高い場所ほど高解像度の

格子が割り当てられる．

AMRの大規模計算に関する既往研究 [14], [15], [16]で
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図 3 リーフの外殻格子と内部格子

Fig. 3 Outer shell lattices and inner lattices in a leaf mesh.

は，CPUによる大規模計算が広く行われているが，GPU

計算では十分な実行性能が得られていない．リーフの格子

点数は全計算領域を等間隔格子にする場合と比べて非常に

少ないため，GPUで十分な並列数を確保することが難し

い．また，ステンシル計算と隣接リーフ間のデータ交換と

を分離してプログラム実装するためにリーフに袖領域の格

子（Halo）を設けている場合が多く，計算格子点より多く

のメモリ容量が必要となる．GPUは CPUに比べてメモ

リ容量が小さいため，リーフに袖領域をとる方法では計算

格子点数がより厳しく制限される．このため，AMRを導

入した大規模なステンシル計算の GPUへの実装には課題

が多く，高い実行性能を得るためには GPU計算に適した

データ構造や高速化手法について検討する必要がある．

本論文では，メモリ使用量を抑えるため，リーフに袖領

域を設けず隣接するリーフの格子を直接参照する実装方法

を採用する．しかし，リーフの境界部分の格子点（外殻格

子，Outer shell lattices，図 3）でステンシル計算のため

の隣接点参照のパターンが複雑になり，Näıveな実装では

実行性能の大幅な低下を招く．この性能低下を改善するた

め，次の 2つの手法を導入する．まず，同一の計算を行い

ながら外殻格子数を削減するためにマザーリーフ法を提案

する．Octreeのリーフの 1段上のノードを利用した冗長計

算により，総格子点数に占める外殻格子点数の割合を減少

させる．次に，複雑なアクセスパターンを適切に分類し，

複数の GPUカーネルに分割して計算する方法を試みる．

AMRを導入した格子ボルツマン法のアクセスパターンは

702通りと非常に多数であり，それらを手動で列挙するこ

とは現実的ではない．本論文では，C++テンプレートを用

いて GPUカーネル関数を記述し，702通りのアクセスパ

ターンに対応した GPUカーネル関数を自動生成すること

で，プログラムの生産性・保守性を維持しながら計算を高

速化する．

図 4 3 次元 27 速度（D3Q27）モデル

Fig. 4 Illustration of D3Q27 velocity model.

2. 数値計算手法

2.1 格子ボルツマン法

格子ボルツマン法（Lattice Boltzmann Method; LBM）

は，流体をいくつかの離散化速度を持った仮想粒子の集合

体と仮定し，仮想粒子の並進と衝突の時間発展を計算する

手法である．仮想粒子の速度には，1タイムステップで粒

子がちょうど隣の格子点に移動するような速度が選ばれ

る．本論文では，仮想粒子の速度として，図 4 に示す 3次

元 27速度（D3Q27）モデルを用いる．D3Q27モデルにお

ける粒子の速度は，次のように定義される．

cα =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(0, 0, 0), α = 0

(±c, 0, 0), (0,±c, 0), (0, 0,±c), 1 ≤ α ≤ 6

(±c,±c, 0), (±c, 0,±c), (0,±c,±c), 7 ≤ α ≤ 18

(±c,±c,±c), 19 ≤ α ≤ 26
(1)

ここで，cは定数で，格子間隔と時間刻みの比（c = Δx/Δt）

と定義される．

格子ボルツマン法では，流体の粘性は仮想粒子どうしの

衝突によって生じると仮定される．衝突項には，広く用い

られている BGK（Bhatnagar-Gross-Krook）衝突緩和モデ

ル [17]を適用する．このとき，格子ボルツマン法の支配方

程式は次のように表される．

fα(x + cαΔt, t + Δt) − fα(x, t)

= −1
τ

(fα(x, t) − feq
α (x, t)) + Fα

(2)

ここで，fα は速度 cα を持つ仮想粒子の速度分布関数であ

る．τ は BGKモデルにおける緩和時間係数で，以下の式

により求められる．
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τ =
1
2

+
3ν

c2Δt
(3)

ν は流体の動粘度である．feq
α は速度分布関数の平衡分布

で，次のように定義される．

feq
α = wαρ

(
1 +

3cα · u
c2

+
9(cα · u)2

2c4
− 3u · u

2c2

)
(4)

ただし，wα は各速度方向の重みづけ係数で，以下のよう

な値を持つ．

wα =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

8/27, α = 0

2/27, 1 ≤ α ≤ 6

1/54, 7 ≤ α ≤ 18

1/216, 19 ≤ α ≤ 26

(5)

また，ρ，uは流体の密度，流速であり，以下のように速度

分布関数の 0次，1次モーメントをとることにより求めら

れる．

ρ =
26∑

α=0

fα (6)

u =
1
ρ

26∑
α=0

cαfα (7)

Fα は外力項であり，体積力によって生じる加速度 aを用

いて次のように求められる．

Fα = wαρ
3cα · a

c2
Δt (8)

格子ボルツマン法の計算は，並進ステップと衝突ステッ

プに分かれる．並進ステップは 27個それぞれの速度分布

関数を速度に応じた上流点から移流させる計算で，静的に

決められたパターンで隣接点参照を行う．並進ステップで

は，速度分布関数の値は 1ステップにつき 1度だけ参照さ

れるため，キャッシュメモリが有効に働かない．一方で，

衝突ステップは，同一格子点上の 27個の速度分布関数の

相互作用計算であり，隣接格子点情報をいっさい参照しな

いため，単純な実装でも十分に高い実行性能を出すことが

できる．

2.2 適合格子細分化法（AMR）

AMRの構造には，図 2 に示すような木データ構造で表

される再帰的な領域分割によって生成される細分化格子を

用いる．3次元格子の場合，1回の領域分割によって元の

領域は 8つに分割され，octreeデータ構造となる．Octree

の各節点（図 2 (a)において白色の丸，および図 2 (b)にお

いて白色の丸または色付きの四角の記号で表される要素）

をノードと呼ぶ．上下に実線でつながれたノードどうしは

親子関係にあるといい，上側のノードを親ノード，下側の

ノードを子ノードと呼ぶ．親ノードが共通であるような 2

図 5 ノードセンタおよびセルセンタの格子配置

Fig. 5 Lattice alignment of node-center and cell-center grid.

つ以上のノードは互いに兄弟ノードであるという．子を持

たないノードはリーフと呼ばれる．さらに本論文では，1

個以上の子がリーフであるようなノードが特別な意味を持

つため，これをマザーリーフと名付ける．

それぞれのリーフには一定数の格子点で構成される等間

隔格子が割り当てられる．リーフの格子配置には，図 5 に

示すように，グリッド線の交点上に値を配置するノードセ

ンタと，グリッド線が囲う領域の中心に値を配置するセル

センタの 2つの方式がある．本論文で用いているノードセ

ンタの格子配置は，解像度差（レベル差）のあるリーフが

隣接する位置において粗い格子の位置に必ず細かい格子が

重複して存在しているため，空間補間の精度が良い．ノー

ドセンタを用いると，格子点数は各空間軸の方向に 2の累

乗+1個となる．また，局所的に要求される解像度の適合

性から，リーフの格子点数は大きすぎない（無駄に細かい

格子を割り当てない）ことが求められる．このため本論文

では，各リーフにノードセンタで 173 の数の格子点を割り

当てることにする．

Octreeのリーフのノード深さを，細分化レベル，または

単にレベルと称し，リーフの格子解像度を表す指標とする．

最も粗い格子を持つリーフのレベルを 0とし，レベルが 1

大きくなるごとにリーフの格子解像度を 2倍にする．たと

えば，図 2 (a)では，最も粗いリーフは 2，3，4，最も細か

いリーフは 5，6，7，8であり，全体で 2倍の解像度（格子

間隔）の違いがある．図 2 (b)の例では，最も細かい橙色

リーフの細分化レベルは 2で，全体で 4倍の格子解像度の

違いがある．なお，AMRによる計算の安定性を確保する

ため，互いに隣接するリーフのレベル差は 0または 1に限

定される．

3. AMRのGPU実装における高速化手法

3.1 Näıveな実装

「Näıveな実装」とは，「高速化などをまったく考慮せず，

アルゴリズムのとおりに単純にプログラミングした実装」

を意味する．GPUカーネル関数を 1種類だけ記述し，1格
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子点の計算に 1スレッドを割り当てて計算を行う．GPU

カーネル関数のレジスタがあふれないよう，ブロック内の

スレッド数のみ調整している．リーフには複数の格子点が

割り当てられているため，リーフの内側（内部格子）と外

殻部分（外殻格子）で隣接点参照のアクセスパターンが異

なる．内部格子は，全計算空間に対して等間隔格子で計算

する場合と同じ単純なインデックス計算により隣接点を参

照することができる．一方，外殻格子では隣接点の一部が

自身のリーフではなく隣接リーフに存在する．隣接リーフ

の格子点を参照するためにはインデックス計算に加えて隣

接リーフの探索を行う必要があり，メモリアクセスの回数

が増加する．また，隣接格子点のメモリアドレスが不連続

になり，アクセスパターンも連続的でなくなる．隣接リー

フにレベル差がある場合には，隣接リーフの格子が自身よ

りも粗いときと細かいときとでさらに処理が分岐する．隣

接リーフのレベルが低い（格子が粗い）場合には，隣接点

の位置に格子点が存在しないため，近傍の 8点から値を補

間する．隣接リーフのレベルが高い場合は隣接点の位置に

必ず格子点が存在するため，その格子点の値を参照する．

したがって，外殻格子では多数の条件分岐を含んだ計算と

なる．

NVIDIA社のCUDAフレームワークに基づいたGPU計

算では，Warpと呼ばれる 32個のスレッドが SIMT（Single

Instruction Multiple Thread）で実行される．同一Warp

内のスレッドが条件分岐によって互いに異なる処理を行う

場合，Warp divergenceと呼ばれる冗長な命令実行が起こ

る．本 AMRではリーフの格子点数が 173 と小さいため，

ほとんどのWarpに内部格子だけでなく数個の外殻格子が

含まれる．このとき，内部格子の計算を担当するスレッド

は自身のWarp内の外殻格子の計算が完了するまで待機す

ることになる．それぞれの外殻格子が異なるアクセスパ

ターンを持つ場合には，外殻格子をアクセスパターンごと

に分けて計算する必要があり，スレッドの待機時間はさら

に長くなる．

ほとんどのWarpは，28個の内部格子と 4個の外殻格

子の計算を行う．たとえば，外殻格子点が x軸方向の境界

面にある場合，アクセスパターンは x軸の正方向の（右）

面の格子と x軸の負方向の（左）面の格子で 2つに分かれ

る．このため，1 Warpの計算は，内部格子，左面の外殻格

子，右面の外殻格子の 3種類の処理に分岐する．条件分岐

が多くなると，待機状態のスレッドの数が増加し，命令を

実行しているスレッド（アクティブスレッド）の数が減少

する．外殻格子の計算を行っている間のアクティブスレッ

ド数は 1 Warp（32スレッド）あたりわずか 2スレッドで

あり，残りの 30スレッドが待機状態となるため，並列化

効率が非常に低くなる．

3.2 内部格子と外殻格子のカーネル分割

外殻格子の計算は内部格子に比べて低速で，内部格子と

外殻格子の計算スレッドの間で発生するWarp divergence

は深刻な実行性能低下を招く．Warp divergenceの影響を

低減させるため，内部格子と外殻格子を異なるカーネル関

数に分割して計算する．これにより，内部格子に対する計

算カーネルでは実行性能が著しく向上する．さらに内部格

子の計算を高速化するため，リーフ内格子のメモリアドレ

スの並べ替えによるコアレッシングの改善，スレッドの冗

長化やWarp Shuffleを利用した完全なコアレスアクセス

も実装している [18]．一方，外殻格子の計算カーネルでは

外殻格子点の計算スレッドどうしの間でWarp divergence

が発生するため，外殻格子の計算は低速のままである．

3.3 マザーリーフ法による外殻格子点数の削減

リーフの外殻格子は隣接点参照のメモリアクセスパター

ンが悪く，高い実行性能が得られない．外殻格子の数が内

部格子に比べて相対的に少ないほど，計算の実行性能は高

くなる．リーフあたりの外殻格子の数は，3次元の場合リー

フの格子点数の 3分の 2乗に比例するため，リーフの格子

点数を 173 から 333，653 などと増加させることで外殻格

子の数を相対的に減少させることができる．しかし，リー

フの格子点数が増加すると細分化の徹密さが低下する（無

駄に細かい格子を多く使う）ことにつながるため，AMR

法の実装として適していない．

AMRの格子適合性を維持しつつ外殻格子の数を削減す

る手法として，マザーリーフ法を提案する．マザーリーフ

法では，本来末端のリーフが持つべき格子を，兄弟リーフ

でまとめて共通の親ノード（マザーリーフ）に持たせる．

兄弟ノードの中にリーフと単なるノードの両方が存在する

場合には，単なるノードにも仮の格子を割り当て，マザー

リーフでまとめて管理する．簡単のため，図 6 に示す 2

次元の例を用いて説明する．(a)はリーフに格子を割り当

てるような元のデータ構造，(b)はマザーリーフ法を用い

たときのデータ構造である．木構造において緑色で示した

ノードに対して格子を割り当てている．図 6 のようにノー

ド 2，3，4，5，6，7，8がリーフであるような場合，図 6 (b)

のようにリーフ 5，6，7，の格子をマザーリーフ 1で管理

し，リーフ 2，3，4の格子およびノード 1の仮の格子をマ

ザーリーフ 0で管理する．このとき，マザーリーフ 0，1の

重複する領域では複数の解像度の格子が重なって存在して

いるが，細かい格子（マザーリーフ 1）から粗い格子（マ

ザーリーフ 0）へのとき，空間補間を行い，粗い格子の値

を補間値で上書きする．

マザーリーフ法は細分化格子の構造を変化させることな

く外殻格子数を削減することができ，連続アドレスで計算で

きる格子点数を増加させることができる．計算領域の総格

子点数は粗い格子と細かい格子が重なり合う分だけ増大す
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図 6 マザーリーフ法（2 次元の例）

Fig. 6 Mother-Leaf Method (2D example).

るが，総格子点数の増大率は，兄弟ノードのうち 7つのノー

ドに子ノードを生成するような領域分割を繰り返した場合

でも最大で 4.50%（limd→∞(
∑d−1

l=0 7l + 7d × 8)/
∑d

l=0 7l）

であり，冗長な計算に対するメモリ使用量や計算量は小

さい．マザーリーフの格子点数は，リーフの 173 に対して

333となり，そのうち外殻格子点数はマザーリーフで 6,146

個（333 − 313），リーフで 1,538個（173 − 153）である．マ

ザーリーフ 1つあたりの外殻格子点数はリーフに比べて 4

倍程度に増加するが，マザーリーフの総数はリーフの 8分

の 1程度に減少するため，計算領域全体の外殻格子点数は

2分の 1程度に減少する．

Octreeのリーフの 1段上のノードを利用する手法がメモ

リアクセスの効率向上に有効であることは，Crassinらの

CGレンダリング手法 [19]によってすでに示されている．

しかし，本手法をステンシル計算に適用した例はなく，外

殻格子点数の削減による高速化の効果も未知であるため，

本論文においてその効果を確かめる．

3.4 C++テンプレートによる外殻格子のカーネル分割

外殻格子には，格子点の位置によって複数のアクセスパ

ターンが存在する．Näıveな実装ではそのアクセスパター

ンをカーネル内の条件分岐文で判定していた．多数の条件

分岐があるため，条件分岐の評価に多大な計算時間が費や

されて，アクセスパターンの異なる外殻格子が同一Warp

内で計算されることによるWarp divergenceも発生し，実

行性能は著しく低下していた．

外殻格子計算の高速化のためには，存在しうるアクセス

パターンをすべて列挙し，複数のカーネル関数に分割して

記述する方法が考えられる．しかし，D3Q27格子ボルツ

マン法においては，外殻格子点の位置によってパターンが

26通りあることに加え，そのそれぞれに 27通りの隣接点

図 7 隣接点参照パターンに基づく格子の分類

Fig. 7 Classification of lattices based on stencil access patterns.

参照があるため，それらの組合せによるアクセスパターン

の総数は 702に達する．これほど多数のパターンを手動で

記述することは，プログラムの生産性を考えると現実的で

ない．

本研究では，Harrisの C++テンプレートを用いたGPU

カーネル生成による最適化手法 [20]を応用し，プログラ

ムの生産性を損なうことなく，外殻格子における 702通り

すべてのアクセスパターンを列挙する高速化手法を提案す

る．まず，格子点の位置を同一のアクセスパターンごとに

分類する．リーフの格子点について，隣接点へのアクセス

パターンごとの分類を図 7 に示す．リーフの格子点は次の

27パターンに分類される．

(i, j, k) ∈ {1, 2, . . . , m − 2}3 (9)

(i, j, k) ∈ {0,m − 1} × {1, 2, . . . , m − 2}2 (10)

(i, j, k) ∈ {0,m − 1}2 × {1, 2, . . . , m − 2} (11)

(i, j, k) ∈ {0,m − 1}3 (12)

ここで，m3 はリーフあたりの格子点数であり，

(i, j, k)∈{0, 1, 2, . . . , m−1}3はリーフの格子点のインデッ

クスである．式 (9)は内部格子，式 (10)–(12)は外殻格子

である．外殻格子はさらに，式 (10)の 6種類の面，式 (11)

の 12種類の辺，式 (12)の 8種類の頂点に分けられる．面

の格子は 1 つの隣接リーフを参照し，辺の格子は 3 つの

隣接リーフへの参照を必要とする．頂点格子には 7つの隣

接リーフにアクセスするパターンが存在する．隣接点参照

のパターンごとに分類した格子のパターンを示す変数とし

て，gi，gj，gkを次のように定義する．

gi =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−1 (i = 0)

0 (i = 1, 2, . . . , m − 2)

1 (i = m − 1)

(13)
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Program 1 C++ template kernel for boundary grids.

template <int gi , int gj , int gk >

__global__ void leaf_bound (...) {

/* 格子ボルツマン法の速度分布関数 */

float f[27];

/* リーフの番号および格子点のインデックスli ,j,を計算k */

const int l = ...;

const int i = ..., j = ..., k = ...;

/* 格子ボルツマン法の並進過程に基づく隣接点参照 */

f[0] = read_stencil <gi , gj, gk , 0, 0, 0>(l, i, j, k, 0 ,...);

f[1] = read_stencil <gi , gj, gk , 1, 0, 0>(l, i, j, k, 1 ,...);

f[2] = read_stencil <gi , gj, gk , 0, 1, 0>(l, i, j, k, 2 ,...);

... /* 残り個の24関数も同様に呼び出すread_stencil */

/* 格子ボルツマン法の衝突項を計算 */

f[0] = ...;

f[1] = ...;

...

/* f[] の計算結果をグローバルメモリに書き込む */

......

}

Program 2 Detail of the subroutine “read stencil.”

template <int gi , int gj , int gk , int si , int sj , int sk >

__device__ float read_stencil(int l, int i, int j, int k, int alpha , ...) {

float retval;

const int ni = (gi == si) ? si : 0;

const int nj = (gj == sj) ? sj : 0;

const int nk = (gk == sk) ? sk : 0;

if(ni != 0 || nj != 0 || nk != 0) {

/* 隣接リーフの格子点を参照 */

retval = read_stencil_neighbor_leaf <ni, nj , nk >(l, i + si , j + sj , k + sk , alpha );

} else {

/* 自分自身のリーフの格子点を参照 */

retval = fg[ idx(l, i + si , j + sj , k + sk , alpha) ];

}

return retval;

}

gj =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−1 (j = 0)

0 (j = 1, 2, . . . , m − 2)

1 (j = m − 1)

(14)

gk =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−1 (k = 0)

0 (k = 1, 2, . . . , m − 2)

1 (k = m − 1)

(15)

gi，gj，gk をテンプレート引数とし，Program 1のよう

な GPUカーネル関数を記述する．各スレッドの担当する

リーフの番号や格子点のインデックスは，gi，gj，gkおよ

びスレッド番号（threadIdx，blockIdx）の組合せによって

定める．Program 1のカーネル関数を，

leaf_bound<-1,0,0><<<gridDim,blockDim>>>(...),

leaf_bound<1,0,0><<<gridDim,blockDim>>>(...)

などと，gi，gj，gk を変化させて呼び出すことで，C++

テンプレートの機能によってそれぞれのアクセスパターン

に対応する 26 通りのカーネル関数が生成される．なお，

leaf_bound<0,0,0>は内部格子に対応しており，実際には

使用しない．

read_stencil は隣接点の値を参照するデバイス関数

である．gi，gj，gk に加えて隣接点の方向を表す変数

(si, sj, sk) ∈ {−1, 0, 1}3 をテンプレート引数にとり，

Program 2 のように記述する．(gi, gj, gk) の組合せは

26 通り，(si, sj, sk) の組合せは 27 通りあり，全部で

702 通りのアクセスパターンに対応する read_stencil

関数がテンプレート展開によって生成される．また，

read_stencil_neighbor_leafは，隣接リーフの方向（ni，

nj，nk）に従って隣接リーフの探索および格子の値の参照

を行うサブルーチンである．idxはリーフ内の格子を参照
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するためのインデックス計算を行う関数である．fgはグ

ローバルメモリ上に記憶されている速度分布関数の値への

ポインタである．Program 2における if文は隣接点がリー

フ内にあるかどうかの判定であり，隣接点がリーフ外（隣

接リーフ）にあるとき真，隣接点がリーフ内にあるとき偽

となる．格子ボルツマン法の場合は条件分岐がすべて静的

であるため，以上のようなアクセスパターンを適切に分類

したテンプレート関数がコンパイル時に展開される．これ

により，条件分岐の評価に要する時間やWarp divergence

による実行性能の低下がなくなり，実行性能の向上を図る

ことができる．

カーネル関数を 26通りに分割したことでそれぞれのカー

ネルが担当する格子点数が少なくなっており，単一のカー

ネルではGPU計算に十分な並列数をとることができない．

そこで，CUDAのストリームを用いて複数のカーネルを同

時実行することで並列数を確保する．ストリームの実行は

ランタイム時に動的にスケジューリングされるが，表 1 に

示す実行環境において最大で 11個のカーネルが同時実行

されることを確認している．

4. 実行性能測定

AMRを導入した格子ボルツマン法に 3 章で説明した高

表 1 実行環境

Table 1 Execution environment.

CPU Intel Xeon X5670 (2.93 GHz)

Main memory 54GB

Operating system SUSE Linux Enterprise Server 11 SP3

GPU NVIDIA K20Xm

C++ Compiler GNU Compiler Collection 4.3.4

CUDA driver version 6.5

表 2 計算条件（マザーリーフ法なし）

Table 2 Computational condition without mother-leaf

method.

mesh size per leaf 4,913 (173)

number of leaves 512

number of total grids 2,515,456

(number of inner lattices) (1,728,000)

(number of outer shell lattices) (787,456)

type of floating point number single precision

表 4 それぞれの高速化手法の適用前後の計算時間

Table 4 Computation time on each tuning applied.

Inner Outer Shell Total

time [msec] speedup time [msec] speedup time [msec] speedup

[3.1] — — — — 142.187 —

[3.2] 2.642 — 23.731 — 26.373 5.39

[3.3] 2.705 0.98 12.111 1.96 14.816 1.78

[3.4] 2.705 1.00 5.270 2.29 7.975 1.86

速化手法を適用し，実行性能測定を行った．実行環境を

表 1 に示し，計算条件を表 2，表 3 に示す．3.3 節で説明

したマザーリーフ法の適用により，同一の問題であっても

総格子点数，内部格子点数および外殻格子点数が変化する

ため，マザーリーフ法あり・なし両方の計算条件を示して

いる．空間補間や境界条件などの特殊な処理を含まないス

テンシル計算の部分のみで性能を測定するため，全計算領

域でリーフの細分化レベルは一定，境界条件は周期境界条

件とした．また，浮動小数点演算はすべて単精度とした．

チューニングを行っていない Näıveな実装に対して，3

章で説明した高速化手法を 1つずつ加える形で適用してい

き，1タイムステップの計算時間を測定することで，それ

ぞれの手法の効果を確かめた．計算時間は，内部格子，外

殻格子，全格子合計（内部＋外殻）のそれぞれについて測

定した．計算時間の測定にはCUDAプロファイラ（nvprof

および NVIDIA Visual Profiler）を用い，内部格子カーネ

ルの実行時間，および 26個の外殻格子カーネルのうち最

初のカーネルの起動から最後のカーネルの実行完了までの

時間を測定した．なお，GPUカーネルの起動にかかる時

間は 1カーネルあたり数百ナノ秒と非常に短いため，測定

から除外した．

4.1 実行時間の測定

計算時間の測定結果を表 4 に示す．Innerは内部格子の

計算時間，Outer Shellは外殻格子の計算時間であり，Total

は合計の計算時間を表している．表 4 の [3.1]は高速化手

法を適用していない Näıveな実装を指している．Näıveな

実装では内部格子と外殻格子を同一カーネルで計算してい

たため，合計の計算時間のみを示している．[3.2]，[3.3]，

[3.4]は適用した高速化手法を表しており，その数字は 3 章

の節番号に対応している．

表 3 計算条件（マザーリーフ法あり）

Table 3 Computational condition with mother-leaf method.

mesh size per mother-leaf 35,937 (333)

number of mother-leaves 64

number of total grids 2,299,968

(number of inner lattices) (1,906,624)

(number of outer shell lattices) (393,344)

type of floating point number single precision
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内部格子と外殻格子のカーネル分割 [3.2]によって 5.39

倍の高速化を達成した．外殻格子の計算に内部格子の 8.98

倍程度の時間を要しており，外殻格子は計算効率が非常に

低いことが分かる．

マザーリーフ法 [3.3]の適用により，外殻格子の格子点数

が削減され，外殻格子の計算を 1.96倍に高速化することが

できた．内部格子は，格子点数が増加したために計算時間

もわずかに増大しているが，外殻格子の高速化の方が効果

は大きく，全体でも 1.78倍の高速化を達成した．

C++テンプレートによるカーネル分割 [3.4]により，外

殻格子の計算速度を 2.29倍に向上させることができた．内

部格子の計算には変化がなく，全体としては 1.86倍の高速

化となった．

以上の高速化手法の適用により，Näıveな実装に対して

合計で 17.8倍の高速化を達成した．特に 2度の計算カーネ

ルの分割（[3.2]および [3.4]）で，計算速度をそれぞれ 5.39

倍および 1.86倍に高速化した点は，AMR法に特有の新し

い高速化手法といえる．

4.2 Rooflineモデルによる評価

4.1 節におけるすべての高速化手法を適用し，実行性能

の上限値を予測する Rooflineモデル [21]を用いて評価す

る．計算の所要時間に対しメモリアクセスの時間と浮動小

数点演算時間の長いほうを選ぶ単純なモデルである．

Preachable = min(Ppeak, Bpeak × I),

I =
F

B

(16)

ここで，Ppeakは浮動小数点演算器のピーク性能，Bpeakは

メモリバンド幅のカタログ性能である．F は 1格子点あた

りの浮動小数点数演算の回数，B は 1格子点あたりのメモ

リアクセス量である．また，I は演算強度と呼ばれる値で，

浮動小数点数演算の回数とメモリアクセス量の比として与

えられる．本計算条件においては，

Ppeak = 3953.23 GFLOPS，Bpeak = 249.6 GB/sec，

F = 377 flop，B = 220 byte，I = 1.713

であり，したがって実行性能の上限値は Preachable = 427.6

GFLOPSと予測される．

Ppeak/Bpeak = 15.8に対して演算強度が I = 1.713とい

うことから，格子ボルツマン法はメモリアクセスが律速

の計算であることが分かる．以下の改良型 Rooflineモデ

ル [22]を用いると上限値の予測精度を少し改善することが

できる．

Preachable =
F

F/Ppeak + B/Bpeak

=
I

I + Ppeak/Bpeak
Ppeak

(17)

実行性能の上限値は Preachable = 385.8 GFLOPSと予測さ

表 5 実行性能

Table 5 Results of performance.

Performance [GFLOPS] Ratio [%]

Reachable 385.8 —

Inner 265.7 68.9

Outer Shell 28.14 7.29

Total 108.7 28.2

れる．改良型 Rooflineモデルによる実行性能の上限値，な

らびに，内部格子，外殻格子および全格子合計の実行性能

を表 5 に示す．内部格子の実行性能は上限値の 68.9% で

あり，333という小さいマザーリーフの格子をGPUで計算

するという厳しい条件の下では，十分に最適化された性能

であるといえる．また，合計の実行性能が上限値の 28.2%

であることから，AMRの格子点数が等間隔格子の格子点

数に対して 28.2% よりも少なければ，AMRの方が等間隔

格子よりも高速に計算を行うことができることが分かる．

すなわち，AMRによって格子点数を 4分の 1以下に削減

することで，メモリ使用量だけでなく計算速度においても

AMRが優位となる．

5. 応用計算

本論文で提案する高速化手法を適用した例として，自転

車競技の選手の周りの流れの計算を行った．計算領域の中

で自転車競技の選手と自転車は静止した物体として扱い，

自転車の進行方向から一定速度で風が流入すると仮定して

いる．このような空力計算では，計算境界において圧力波

が反射し，計算精度を悪化させることが知られており，精

度良く計算するためには計算領域を物体の遠方までとる必

要がある．等間隔格子では広い計算領域をとるために物体

近傍で格子解像度が不足するおそれがあるが，AMRを用

いることで物体近傍を局所的に高解像度にすることがで

きる．

計算領域に割り当てた AMRの格子配置を図 8 に示す．

白枠線はマザーリーフの境界線を表しており，各マザー

リーフには 333 の格子が割り当てられている．AMRの最

深の細分化レベルを 3 とし，物体近傍に高解像度格子を

集中させた．最高の格子解像度は，計算領域全体に 10253

の等間隔格子を割り当てた解像度に相当し，格子点数は，

10253の等間隔格子に比べて 5%にまで削減されている．な

お，細分化レベルの異なる格子間の補間処理に要する時間

は全体の計算時間に対してわずかであるため，補間処理に

対するチューニングは特に行っていない．

本計算では，流体の計算と同時に速度場に沿って移流

するトレーサ粒子（パッシブ・スカラー粒子とも呼ばれ

る）を計算し，計算結果を可視化している．乱流が十分

に発達した時刻のスナップショットを図 9 に示す．レイ

ノルズ数 40万の流れになっているため，衝突ステップに
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図 8 複雑形状物体周りの流れの計算領域

Fig. 8 Computational area for a flow around a complex shape

body.

図 9 複雑形状物体周りの流れの計算結果

Fig. 9 Result of a calculation for a flow around a complex

shape body.

Multiple Relaxation Time（MRT）モデル [23]を適用し，

さらに LESモデルとしてコヒーレント構造スマゴリンス

キーモデル（CSM）を導入している [2], [24]．同じ位置か

ら発生させているトレーサ粒子が不規則に乱れていて，妥

当な乱流速度場が計算されていることが分かる．

本計算は 1台のGPU（NVIDIA K80：メモリ 12 GB）で

行っており，時間ステップ数は約 15万，トレーサ粒子の計

算やファイルの出力などを含めない場合の全実行時間は約

14時間であった．AMRを適用しない場合，1台の GPU

で 10253 の等間隔格子を計算するには 248.7 GBのメモリ

が必要になる．1台の GPUでは計算できないために実行

時間を直接計測することができないが，10253 の等間隔格

子で計算した場合の実行時間を改良型Rooflineモデルから

予測することができる．ただし，MRTおよび CSMを導

入したため，演算量 F とメモリアクセス量 B の値は 4 章

とは異なる．本計算はすべて単精度浮動小数点数で計算し

ており，

Ppeak = 2.8 TFLOPS，Bpeak = 240 GB/sec，

F = 3056 flop，B = 468 byte

である．式 (17)による実行性能の上限値は Preachable = 1.0

TFLOPSである．Preachable を用いると，10253 の等間隔

格子で 15万ステップを計算した場合の実行時間は以下の

ように予測できる．

Testimated =
3056 × 10253 × 150, 000 [flop]

1.0 × 1012 [flop/sec]

= 4.9 × 105 sec

≈ 136 hour

したがって，AMR法の適用とその高速化により，全計

算領域を等間隔格子で計算する場合とほぼ同じ計算結果を

得ることに対して，Time-to-Solutionで 9.7倍の高速化を

達成したといえる．AMRの細分化の深度を上げれば物体

近傍を物体形状に適合して細分化することができ，等間隔

格子との計算時間の差はますます広がる．

6. おわりに

本研究では，ステンシル計算の一種である格子ボルツマ

ン法に適合細分化格子法（AMR）を導入したGPU計算の

高速化手法を提案した．AMRのリーフに割り当てられる

格子は等間隔直交格子に比べて小さいため，GPUで高効

率な並列計算を行うことが難しい．特に，リーフの境界部

分にある外殻格子は隣接参照のために他のリーフの格子を

参照する必要があり，アクセスパターンが悪く高い実行性

能が出ない．外殻格子点を削減するため，Octreeのリーフ

の 1段上のノードに格子を割り当てる「マザーリーフ法」

を提案し，外殻格子計算で 1.96倍（全体で 1.78倍）の高速

化を達成した．さらに，外殻格子計算では隣接格子へのア

クセスパターンを適切に分類して実装する必要があるが，

D3Q27格子ボルツマン法による 3次元計算の場合，リー

フの外殻格子のアクセスパターンは 702通りになり，すべ

てのパターンを手動で列挙して実装することはプログラム

の生産性や保守性の観点から現実的でない．これまで格子

ボルツマン法やAMRには適用されていない「C++テンプ

レートによる GPUカーネル関数の生成」の方法により，
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実行性能の低い外殻格子計算を 2.29倍に高速化した（全

体でも 1.86倍の高速化）．1種類のみのテンプレート関数

を記述し，テンプレート引数を変化させコンパイル時にア

クセスパターンの判定をすることで，プログラムの生産性

を維持しながら計算を高速化することができた．本手法は

D3Q27以外の D3Q15や D3Q19格子ボルツマン法にも適

用できるが，D3Q27より条件分岐の数が少ないため，高速

化率は低下することが予想される．また，計算中のデータ

に応じた条件分岐でなければ，他のステンシル計算の一部

に適用し高速化できる可能性がある．
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