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文脈計算の環境計算による解釈

櫻 田 英 樹†

本研究では，プログラミング言語における文脈と環境の関係を調べる．プログラミング言語におい
て文脈とは，穴を持つプログラムのことである．文脈はプログラミング言語の操作的意味論を定義す
るときなどに用いられる．橋本，大堀 (1996)は文脈をファーストクラスのオブジェクトとして持つ
型付き λ 計算を考えた．ファーストクラスの文脈を用いて，モジュールシステムやモバイルコードを
柔軟に扱うことができると期待されている．一方，プログラミング言語において環境とは，変数の名
前とその値の組の集合のことである．環境は局所的束縛を扱うためにしばしば用いられる．LISPの
letなどは環境を作り，その中でプログラムを評価するものである．環境をファーストクラスのオブ
ジェクトとして持つような λ 計算はいくつかあり，佐藤，Burstall，桜井 (1999)による λε はその
1つである．ファーストクラスの環境を用いてオブジェクト指向プログラミングなどを扱うことがで
きると期待されている．本研究では，橋本，大堀の型付文脈計算を，佐藤，Burstall，桜井の λε を
用いて解釈し，解釈の健全性を証明した．また，これにより型付文脈計算が強正規性を満たすことが
分かった．

An Interpretation of a Context Calculus in an Environment Calculus

Hideki Sakurada†

We investigate the relationship between contexts and environments in programming lan-
guages. In programming languages, a context is a program with a hole. We often use contexts
in defining operational semantics of programming languages. Hashimoto and Ohori (1996)
have studied a typed context calculus, a typed λ-calculus with first-class contexts. We expect
that we can build flexible module systems using first-class contexts. On the other hand, an
environment in programming languages is a set of variable-value tuples. We use environments
to express local bindings. For example, “let” construct in LISP creates an environment and
evaluates a program in it. There are several works on λ-calculus with first-class environments.
λε by Sato, Sakurai and Burstall (1999) is one of them. We expect that first-class environ-
ments are useful for object-oriented programming. In this work, we develop an interpretation
of Hashimoto-Ohori’s typed context calculus in λε. We prove its soundness and show that
the context calculus is strongly normalizing.

1. は じ め に

1.1 文 脈

文脈とは，穴を持つプログラムである．文脈はもと

もとプログラムの意味を記述する際に用いられてきた

ものである3)．型無し λ 計算では，

λx.λy.[]

は穴 [] を持つ文脈である．文脈には，穴埋めという

操作が定義されている．上の文脈の穴を項 (x y)で埋

めると，

λx.λy.x y

という項が得られる．ここでは，項 (x y) の自由変数
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x および y がそれぞれ文脈の λx および λy によって

束縛される．λ 計算の通常の関数適用では，引数の自

由変数が関数適用によって束縛されることはない．こ

の点が文脈と関数の違いである．また，これは文脈で

は動的束縛が行われているということもできる．

近年，文脈をプログラミング言語の意味を記述する

ために補助的に用いるだけでなく，プログラミング言

語の構成要素としても用いるという研究が進められ

ている．Leeらは文脈を用いたプログラムの段階的作

成8)を考えた．LISPの方言の 1つである Scheme言

語を用いて彼らの方法を簡単に説明する．彼らは，次

のような文脈をプログラム作成の初期状態として，

(letrec (□ 1)

□ 2))

プログラムの断片を入力するごとに穴が埋まっていく

8
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モデルを考えた．たとえば

(define (square num)

(* num num))

を評価した後は次のような状態になる．

(letrec ((square

(lambda (num) (* num num)))

□ 1)

□ 2))

そして

(length ’(3 4))

のように (define · · ·)の形ではないプログラムを評
価したときに穴 □ 2 を埋めて次の形になる．

(letrec ((square

(lambda (num) (* num num)))

(length

(lambda (vector)

(sqrt

(+ (square (car x))

(square (cdr x)))))))

(length ’(3 4)))

彼らは上のようなプログラムの断片をコンパイルし

て穴を持たないプログラムを作る方法を，λ 計算の枠

組みで定式化した．彼らの方法では，穴を持つプログ

ラムは穴を持たないプログラムに変換されてから実行

されるものである．このため，彼らの文脈はファース

トクラスではない．つまり，文脈を返す関数や文脈を

引数にとる関数などを扱うことができない．

これに対し，Hashimotoらは文脈も項の一種であ

るような型付き λ 計算6) として型付文脈計算を定義

した．彼らの体系はファーストクラスの文脈を扱うこ

とができる．ファーストクラスの文脈を用いることに

より，より柔軟なモジュールシステムを作ることが可

能であると期待されている．また，文脈をネットワー

クのホスト上に分散させ，それを実行時にリンクする

ことにより，モバイルプログラミング言語を作成する

試み13) もなされている．本稿では，文脈を持つ λ 計

算（文脈計算）として，型付文脈計算を扱う．

1.2 環 境

環境とは，変数とその値の 2つ組の集合である．環

境は変数に現在どのような値が束縛されているかを表

す．環境はもともと，プログラミング言語の局所変数

のしくみを実装するために LISP 9)などで用いられて

きた．環境に対してその環境のもとで項を評価すると

いう操作を考えることができる．次のプログラム

(let ((x 1)

(y 2))

(+ x y))

は環境 {(x, 1), (y, 2)} を作ってそのもとで (+ x y)

を評価する．この環境では x，y はそれぞれ 1，2に

束縛されている．

処理系の内部で用いられている環境をプログラ

ムから操作できるとしばしば便利なことがあるた

め，いくつかの Scheme 言語の処理系5) では言語

を独自に拡張してファーストクラスの環境を扱うた

めの関数 the-environment と eval を持っている．

the-environmentはそれが評価された場所の環境を

返し，evalは与えられた環境のもとで項を評価する．

たとえば，次のプログラムでは環境 {(x, 1), (y, 2)}を
作って (+ x y)を評価する．

(define env

(let ((x 1)

(y 2))

(the-environment)))

(eval ’(+ x y) env)

ファーストクラスの環境を用いると，手続きのモジュー

ル化やオブジェクト指向プログラミング7)などが容易

になる．

ファーストクラスの環境を持つ λ 計算もいく

つか研究されている．Nishizaki による λ→env
10) は

the-environmentと evalを持つ λ計算である．λ→env

は明示的代入の体系1) をベースにし，明示的代入

M [N/x] の [N/x] の部分も単独で項になるようにし

た体系である．

Satoらの λε は，単純型付き λ 計算に環境を追加

した体系である11)．彼らの体系は the-environment

を持たない．一般に the-environmentを持つ体系で

は，次のようなプログラムに相当する項での x の出

現は，それが自由な出現かどうかがわからない．

(eval ’x (the-environment))

このため，λ→env では α 変換等を定義することがで

きず，簡約規則は制限されたものであった．λε は

the-environmentを持たないため，変数の型情報を

利用して束縛変数や α 合同性を定義することができ

る．その結果 λε は λβ 計算の保存的拡大になって

いる．

本稿では，環境を持つ λ 計算（環境計算）の体系

として，λε を扱う．

1.3 解 釈

本研究では型付文脈計算を λεで解釈し，その健全

性を示す．また，これを用いて型付文脈計算が強正規

化可能であることを示す．
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我々の解釈は以下の考えに基づいている．次の文脈

(let ((x 1)

(y 2))

(sqrt □))

を次の項

(+ (* x x) (* y y))

で穴埋めしたものは次のようにしてシミュレートで

きる．

((lambda (M)

(let ((x 1)

(y 2))

(sqrt (M (the-environment)))))

(lambda (e)

(eval ’(+ (* x x) (* y y)) e)))

ここでは，まず環境を引数とする関数を作り，その関

数に the-environmentが返す環境を渡している．

我々の解釈はこのシミュレーションの仕方を λ 計

算の枠組みで厳密に述べたものである．また，これが

正しいシミュレーションになっていることは，この解

釈が健全であることと等価である．

さらに，健全性を用いて型付文脈計算の強正規性を

λε の強正規性に帰着することができる．これにより

型付文脈計算の強正規性を証明することができる．強

正規性により，型付文脈計算の計算はその順序によら

ず必ず停止することが分かる．

本稿では，2 章で文献 6)に従って型付文脈計算を

定義する．

次に 3 章で型付文脈計算で用いられている代入，穴

埋めなどの諸概念を，型付文脈計算の型導出のうえに

も定義し，その性質を調べ，健全性の証明に必要ない

くつかの補題を導く．

4 章では文献 11)に従って λε を定義する．また，

後の証明に必要な補題を証明する．

これらの準備のもとで，型付文脈計算を λεで解釈

し（5 章），その健全性を証明する（6 章）．また，こ

れを用いて型付文脈計算の強正規性を証明する．

最後にまとめと今後の課題について述べる（7 章）．

2. 型付文脈計算

本章では文献 6)に沿って型付文脈計算を定義する．

型付文脈計算は，単純型付き λ 計算にファースト

クラスの文脈を追加して得られる体系である．体系の

定義の前に，これから用いられるいくつかの概念につ

いて簡単に説明する．

型付文脈計算では文脈も項の一部であるため，文脈

を部分項として含むような文脈を作ることができる．

このため，文脈 λx.λy.[] を部分項とする文脈を次の

ように記述すると，どの穴がどの文脈に対応するのか

分からない．

λz.[] λx.λy.[]

このため型付文脈計算では，穴の名前 X,Y, . . .と，穴

抽象 δX.M, δY.M, . . . を用いる．これらはそれぞれ，

λ 計算の変数および λ 抽象に対応する概念である．い

ま，仮に文脈を

δY.λx.λy.Y

のように書くとする．このとき変数 y について次の

ように α 変換を行うと矛盾が生じる．

δY.λx.λy.Y ≡α δY.λx.λw.Y

実際に Y を y で埋めれば両辺は意味が異なる項であ

ることが分かる．このような矛盾を回避するため，型

付文脈計算では新しい変数 x′，y′ を導入して次のよ

うに書く．

δY.λx′.λy′.Y {x′/x,y′/y}

この {x′/x, y′/y}によって文脈の中で束縛される変数
がどの変数に置きかえられたかを記録しておく．そし

て穴 Y を項 M で埋めた場合には，M 中の x，y の

自由な出現はそれぞれ x′，y′ に置きかえられる．こ

のようにして矛盾なく α 変換ができる．

δY.λx′.λy′.Y {x′/x,y′/y}

≡α δY.λv.λw.Y
{v/x,w/y}

たとえば，この両辺の Y を (z x) で埋めて得られる

項は次のように α 同値になる．

λx′.λy′.z x′ ≡α λv.λw.z v

型付文脈計算は，λ 計算の関数適用に対応する概念

として文脈適用を持つ．文脈

δX.λz′.X{z′/z}

の項 z x への適用は，

δX.λz′.X{z′/z}�{z/w}w x

と書かれる．これにより，変数 c を用いて

c�{z/w}w x

という項を考え，後で cに文脈 δX.λz′.X{z′/z} を代

入する，ということができる．また，w x 中の w が

文脈適用によって束縛されることが分かり，α 変換

c�{z/w}w x≡α c�{z/v}v x

も可能になる．このような方針で構築された型付文脈

計算の体系を定義する．

まず，関数についての記法を準備しておく．

記法 1 関数 f の定義域，値域をそれぞれ dom(f),
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cod(f)と書く．x�∈dom(f) のとき f(x) = ⊥と書く．
関数 f，g が dom(f)∩dom(g) = ∅ のとき，f∪g を
f ; g と書く．また誤解のないときに限り ‘ ; ’ を省略し

て fg と書く．

δX.λz.X{z/y}�{y/x}x の {z/y} や {y/x} などを
変数変換子と呼び，次のように定義する．体系が繁雑

にならないようにするため，変数変換子の定義域と値

域に条件を付けておく．

定義 1（変数変換子） 変数の有限集合から変数の有

限集合への単写 ν が

dom(ν)∩cod(ν) = ∅
であるか，または恒等関数であるとき，ν を変数変換

子と呼ぶ．変数変換子を表すメタ変数として ν, µ, . . .

を用いる．

dom(ν) = {x1, . . ., xn}
ν(xi) = yi (i = 1, . . ., n)

のとき，

{y1/x1, . . ., yn/xn}
のように 2つ組 yi/xi の集合で ν を表す．また，こ

れを {ỹ/x̃} のように略記する．変数変換子 ν，ν′ が

dom(ν′)⊂cod(ν) を満たすとき，変数変換子の合成

ν′◦ν を，

dom(ν′◦ν)
∆
= dom(ν)

(ν′◦ν)(x)
∆
= ν′(ν(x))

と定義する．

型付文脈計算の型と項を定義する．以下では，基底型

の集合，変数の集合および穴の集合があらかじめ与え

られているとする．基底型を表すメタ変数に b, b′, . . .

変数を表すメタ変数に x, y, . . . 穴を表すメタ変数に

X, Y, . . . などを用いる．

定義 2（型，項） 型付文脈計算の型を次のように定

義する．

τ ::= b ; 基底型

| τ→τ ; 関数型

| (τ,Γ)⇒τ ; 文脈型

ただし，型環境 Γは変数の有限集合から型の集合への

関数である．変数 x1, . . ., xn をそれぞれ型 σ1, . . ., σn

に対応させる型環境を

{x1 : σ1, . . ., xn : σn}
と書く．また，nが明らかな場合や，nが重要でない

場合には

{x̃ : σ̃}
と略記する．

　基底型はたとえば整数型 intや真偽値型 boolなど

である．関数型はふつうの λ 計算の関数の型である．

文脈型

(τ1, {x1 : σ1, . . ., xn : σn})⇒τ2
は，文脈の型である．この型を持つ文脈は，穴を型 τ1

を持つ項で埋めると，型 τ2 を持つ項が得られる．ま

た，それぞれ型 σ1, . . ., σn を持つ変数 x1, . . ., xn が

この文脈によって束縛される．

型付文脈計算の項を次のように定義する．

M ::= x ; 変数

| λx : τ.M ; λ 抽象

| M M ; 関数適用

| Xν ; 穴

| δX.M ; 文脈

| M�νM ; 文脈適用

型付文脈計算の型システムを定義する．型付文脈計

算では変数変換子を用いて文脈が束縛する変数と，そ

の名前換えの情報を明示する．たとえば次の文脈

δX.λx′ : σ.λy.X{x′/x}

の {x′/x}は，この文脈が xを束縛することと，穴 X

を項 M で埋めたときは M 中の自由な xが x′ に置

きかえられることを意味している．変数変換子 {x′/x}
は文脈の中で束縛される変数を宣言するものなので，

x′ は自由であってはならない．つまり，次のような項

は許されない．

δX.λy : σ.X{x′/x}

型付文脈計算では型導出の各段階で穴環境と呼ばれる

関数を保持しておくことにより，この制約が満たされ

ることを保証する．

定義 3（穴環境） 穴を変数変換子，型環境，文脈の

3 つ組に対応させる関数を穴環境と呼ぶ．穴環境を

{X : (τ,Γ, ν), . . .} のように記述する．穴環境を表す
メタ変数として ∆,∆′, . . . などを用いる．穴環境に対

する演算 Clos を図 1 で定義する．

穴環境 {X : (τ,Γ, ν), . . .}は型 τ を持つ穴の出現に

対し，dom(Γ)の変数はすでに束縛されており，cod(ν)

の変数はまだ束縛されていないことを表す．次の項

λx′ : σ1.X
{y′/y,x′/x}

に対応する穴環境は，たとえば

{X : (τ, {x : σ1}, {y′/y})}
である．次の項のように，

λy′ : σ2.λx
′ : σ1.X

{y′/y,x′/x}
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Clos({x : σ}, (τ,Γ, ν))
∆≡ (τ,Γ, ν) (x�∈cod(ν) のとき)

Clos({x : σ}, (τ,Γ, ν{x/y}))
∆≡ (τ,Γ{y : σ}, ν)

Clos(Γ{x : σ}, (τ,Γ′, ν))
∆≡ Clos(Γ,Clos({x : σ}, (τ,Γ′, ν)))

Clos(Γ, ∅)
∆≡ ∅

Clos(Γ,∆{X : (τ,Γ′, ν)})
∆≡ Clos(Γ,∆){X : Clos(Γ, (τ,Γ′, ν))}

図 1 Clos の定義
Fig. 1 Definition of Clos.

(var)
Γ, ∅�x : τ

Γ(x) = τ

(abs)
Γ{x : τ1},∆�M : τ2

Γ,Clos({x : τ1},∆)�λx : τ1.M : τ1→τ2
(app)

Γ,∆1�M1 : τ1→τ2 Γ,∆2�M2 : τ1

Γ,∆1; ∆2�M1 M2 : τ2

(hole) Γ, {X : (τ, ∅, ν)}�Xν : τ
cod(ν)⊂dom(Γ)

(habs)
Γ1,∆{X : (τ1,Γ2, ∅)}�M : τ2

Γ1,∆�δX.M : (τ1,Γ2)⇒τ2

(happ)
Γ1,∆1�M1 : (τ1, {x̃ : σ̃})⇒τ2 Γ1{x̃′ : σ̃},∆2�M2 : τ1

Γ1,∆1; Clos({x̃′ : σ̃},∆2)�M1�{x̃/x̃′}M2 : τ2

図 2 型付文脈計算の型付け規則
Fig. 2 Typing rules of Typed Context Calculus.

{x : int}, {X : (int, ∅, {x/a})}�X{x/a} : int

∅, {X : (int, {a : int}, ∅)}�λx : int.X{x/a} : int→int ∅, ∅�3 : int

∅, {X : (int, {a : int}, ∅)}�(λx : int.X{x/a}) 3 : int

∅, ∅�δX.(λx : int.X{x/a})3 : (int, {a : int})⇒int

図 3 型付文脈計算の型導出の例
Fig. 3 Example of type inference.

さらに λy′ によって束縛された場合には，次の穴環境

が対応する．

Clos({y′ : σ2}, {X : (τ, {x : σ1}, {y′/y})})

≡{X : (τ, {x : σ1, y : σ2}, ∅)}
定義 4（型付け規則） 型付文脈計算の型判定は 4つ

組 Γ,∆�M : τ である．型付文脈計算の項の型付け規

則を図 2 で定義する．

　型導出を表すメタ変数に D,D′, . . . などを用いる．

Γ,∆�M : τ を導く型導出 D を
D

Γ,∆�M : τ

と書く．

　特に，D から abs，habs を用いてできる型導出を

それぞれ λx : τ1.D, δX.D と略記する．D1，D2 から

app，happ を用いてできる型導出をそれぞれ D1 D2

および
D1�{x̃/x̃′ :̃σ}D2

と略記する．

図 3 に型導出の例を示す．

前述したように，f ; g という表記は関数 f，g が

dom(f)∩dom(g) = ∅
を満たすときにのみ許される．型付文脈計算の型シス

テムでは，f ; g と書いたときには，f，gについての上

の条件が暗黙に仮定されているとする．たとえば app

では dom(∆1)∩dom(∆2) = ∅ であると仮定する．こ
の仮定により，項 δX.M が型を持つとき M に X は
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1度だけ必ず出現する．

型付文脈計算の自由変数，束縛変数などを定義する．

λ 抽象 λx : τ.M では M 中の変数 x の自由な出現

は束縛される．文脈適用 M1�νM2 では dom(ν) の

要素の M2 中の自由な出現は束縛される．δX.M に

よって M 中の X の自由な出現が束縛される．

定義 5 項 M に対し，M に出現する自由変数の集

合 FV(M)，束縛変数の集合 BV(M)，自由変数の候

補の集合 FVC(M)，インタフェース変数の候補の集

合 IVC(M) および自由穴の集合 FH(M) を次のよう

に定義する．

FV(x)
∆
= {x}

FV(λx : τ.M)
∆
= FV(M) − {x}

FV(M1 M2)
∆
= FV(M1)∪FV(M2)

FV(Xν)
∆
= ∅

FV(δX.M)
∆
= FV(M)

FV(M1�νM2)
∆
= FV(M1)

∪(FV(M2) − dom(ν))

BV(x)
∆
= ∅

BV(λx : τ.M)
∆
= BV(M)∪{x}

BV(M1 M2)
∆
= BV(M1)∪BV(M2)

BV(Xν)
∆
= ∅

BV(δX.M)
∆
= BV(M)

BV(M1�νM2)
∆
= BV(M1)∪BV(M2)∪dom(ν)

FVC(x)
∆
= ∅

FVC(λx : τ.M)
∆
= FVC(M) − {x}

FVC(M1 M2)
∆
= FVC(M1)∪FVC(M2)

FVC(Xν)
∆
= cod(ν)

FVC(δX.M)
∆
= FVC(M)

FVC(M1�νM2)
∆
= FVC(M1)

∪(FVC(M2) − dom(ν))

IVC(x)
∆
= ∅

IVC(λx : τ.M)
∆
= IVC(M)

IVC(M1 M2)
∆
= IVC(M1)∪IVC(M2)

IVC(Xν)
∆
= dom(ν)

IVC(δX.M)
∆
= IVC(M)

IVC(M1�νM2)
∆
= IVC(M1)∪IVC(M2)

FH(x)
∆
= ∅

FH(λx : τ.M)
∆
= FH(M)

ν(x) =

{
ν(x) x∈dom(ν) のとき

x x�∈dom(ν) のとき

ν(λx : τ.M) = λx : τ.ν|(dom(ν)−{x})(M)

ν(M1 M2) = ν(M1) ν(M2)

ν(Xν′
) = Xν◦ν′

ν(δX.M) = δX.ν(M)

ν(M1�ν′M2) = ν(M1)

�ν′ν|(dom(ν)−dom(ν′))(M2)

図 4 変数変換の定義
Fig. 4 Definition of variable renaming.

FH(M1 M2)
∆
= FH(M1)∪FH(M2)

FH(Xν)
∆
= {X}

FH(δX.M)
∆
= FH(M) − {X}

FH(M1�νM2)
∆
= FH(M1)∪FH(M2)

IVC(M)をインタフェース変数の候補の集合と呼ぶ

のは，IVC(M)の要素が文脈の変数と，文脈を適用す

る項の変数を結び付けるためだけに使われるためであ

る．たとえば文脈適用

δX.λz′.X{z′/z}�{z/w}w x

では，z は z′ と w を結び付けるためだけに用いら

れる．

後に詳しく定義するが，文脈適用

δX.λz′.X{z′/z}�{z/w}w x

は，次のように計算される．

δX.λz′.X{z′/z}�{z/w}w x→λz′.z′ x

ここでは，項 (w x) の変数 w がいったん z に置きか

えられ，さらにそれが z′ に置きかえられる．この変

数の置きかえの操作を変数変換と呼ぶ．

定義 6（変数変換） 変数変換子 ν および項 M に対

し，M に ν を適用して得られる項 ν(M) を図 4 で

定義する．

項の間の α 合同性を変数変換を用いて定義する．た

とえば，次の両辺は α 合同である．

δX.λz′.X{z′/z}�{z/w}w x

≡α δX.λv.X
{v/z}�{z/u}u x

定義 7（α 合同性） 項の合同関係 ≡α を次の等式を

含む最小の合同関係とする．
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• 変数 y が M に出現しないとき，

λx.M ≡α λy.{y/x}(M)

• {x̃′} の各変数が M2 に出現しないとき，

M1�{ỹ/x̃}M2 ≡αM1�{ỹ/x̃′}{x̃′/x̃}(M2)

α 合同性について，次が成り立つ．

補題 1 Γ,∆�M : τ かつ M ≡αM
′ ならば

Γ,∆�M ′ : τ .

α 合同な項を同一視することにより，必要に応じて

束縛変数の名前を変えることができる．これにより，

以降では項に出現する束縛変数はすべて互いに異なり，

項に出現する束縛変数の集合は同じ項に出現する自

由変数の集合，自由変数の候補の集合，インタフェー

ス変数の候補の集合と共通部分を持たないものと仮定

する．

型付文脈計算の簡約規則は代入と穴埋めを用いて定

義される．穴と穴埋めの関係は，λ 計算の変数と代入

の関係と同じである．

定義 8（型付文脈計算の代入，穴埋め） 型付文脈計

算の代入および穴埋めを次のように定義する．

{M/x}x ∆≡M

{M/x}(λx : τ.N)
∆≡ λx : τ.{M/x}N

{M/x}(N1 N2)
∆≡ {M/x}N1 {M/x}N2

{M/x}(Xν)
∆≡ Xν

{M/x}(δX.N)
∆≡ δX.{M/x}N

{M/x}(N1�νN2)
∆≡ ({M/x}N1)�ν{M/x}N2

x[M/X]
∆≡ x

(λx : τ.N)[M/X]
∆≡ λx : τ.(N [M/X])

(N1 N2)[M/X]
∆≡ N1[M/X] (N2[M/X])

Y ν [M/X]
∆≡


ν(M)

Y = X のとき

Y ν

Y �=X のとき

(δY.N)[M/X]
∆≡


δY.N

Y = X のとき

δY.(N [M/X])

Y �=X のとき
(N1�νN2)[M/X]

∆≡ N1[M/X]�ν(N2[M/X])

型付文脈計算の簡約関係を定義する．

定義 9（型付文脈計算の簡約関係） 型付文脈計算の

項の簡約関係 →β および →fill をそれぞれ

• (β 簡約) FH(M1) = FH(M2) = ∅ のとき
(λx : τ.M1)M2→β{M2/x}M1

• (fill 簡約)

(δX.M1)�νM2→fillM1[Xν/X][M2/X]

から生成される簡約関係とする．また →∆
=→β∪→fill

と定義する．以降では，関係 R の推移閉包，反射推

移閉包をそれぞれ R+，R∗ と書く．

→β に関する条件のうち，FH(M1) = ∅ は

(λx′.X{x′/x}) M

のような関数適用は X に項が埋められるまで簡約を

遅らせるためのものである．また FH(M2) = ∅ は，
δX.(λx.f x x) Xν→βδX.λx.f X

ν Xν

のような簡約を許したときに X が複数出現してしま

うのを禁止するためのものである．

型付文脈計算の簡約関係について，型保存定理およ

び合流性が成り立つ．

定理 1（型保存定理） Γ,∆�M : τ かつ M→∗M ′ な

らば Γ,∆�M ′ : τ .

定理 2（合流性）項M0が型を持つとき，項M1，M2

について M0→∗M1，M0→∗M2 ならば，M1→∗M3，

M2→∗M3 を満たす M3 が存在する．

3. 型付文脈計算の型導出の簡約

本章では前章で項に対して定義した代入，変数変換，

穴埋め，α 合同性および簡約関係を，型付文脈計算の

型導出に対しても定義する．

定義 10（拡張） 型導出

D
Γ,∆�M : τ

が

x�∈dom(Γ)∪BV(M)

を満たすとき，D に出現する型判定
Γ0,∆0�M0 : τ0

をすべて

Γ0{x : τ ′},∆0�M0 : τ0

で置きかえて得られる型導出もまた正しい型導出にな

る．この型導出を D{x : τ ′} と書く．また，

D{x1 : τ1, · · ·, xn : τn}∆
=D{x1 : τ1}· · ·{xn : τn}

と定義する．

定義 11（変数変換） 型導出

D
Γ{x̃ : σ̃},∆�M : τ

および変数変換子 ν = {x̃′/x̃} が
cod(ν)∩(dom(Γ)∪BV(M)∪IVC(M)) = ∅
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ν
(

Γ{x̃ : σ̃}, ∅�y : τ

)
∆≡ Γ{x̃′ : σ̃}, ∅�ν(y) : τ

ν (λy : τ1.D1)
∆≡ λy : τ1.ν(D1)

ν (D1 D2)
∆≡ ν(D1) ν(D2)

ν
(

Γ{x̃ : σ̃}, {X : (τ, ∅, µ)}�Xµ : τ

)
∆≡ Γ{x̃′ : σ̃}, {X : (τ, ∅, ν◦µ)}�Xν◦µ : τ

ν (δX.D1)
∆≡ δX.ν(D1)

ν
(
D1�{ỹ′/ỹ:̃σ}D2

)
∆≡ ν(D1)�{ỹ′/ỹ:̃σ}ν(D2)

図 5 型導出の変数変換
Fig. 5 Variable renaming of type derivation.

{D′/x}
(

Γ{x : τ ′}, ∅�y : τ

)
∆≡

{
D′ if x = y

Γ, ∅�y : τ otherwise

{D′/x} (λy : τ1.D1)
∆≡ λy : τ1.{D′{y : τ1}/x}D1

{D′/x} (D1 D2)
∆≡ ({D′/x}D1 {D′/x}D2)

{D′/x}
(

Γ{x : τ ′}, {X : (τ, ∅, ν)}�Xν : τ

)
∆≡ Γ, {X : (τ, ∅, ν)}�Xν : τ

{D′/x} (δX.D1)
∆≡ δX.{D′/x}D1

{D′/x}
(
D1�{x̃′/x̃:̃σ}D2

)
∆≡

(
{D′/x}D1�{x̃′/x̃:̃σ}{D

′{x̃ : σ̃}/x}(D2)
)

図 6 型導出の代入
Fig. 6 Substitution of type derivation.

を満たすとき，型導出

ν(D)

Γ{x̃′ : σ̃}, ν(∆)�ν(M) : τ

を図 5 で定義する．ただし，

∆ = {X1 : (τ1,Γ1, ν1), . . .}
のとき，

ν(∆)
∆
={X1 : (τ1,Γ1, ν◦ν1), . . .}

とする．

定義 12（代入） 型導出

D′

Γ, ∅�M ′ : τ ′

D
Γ{x : τ ′},∆�M : τ

が

BV(M)∩BV(M ′) = ∅
x�∈FVC(M)

を満たすとき，代入 {D′/x}D を図 6 のように定義

する．

定義 13（型導出の穴埋め） 型導出

D
Γ{x̃′ : σ̃},∆{X : (τ ′,Γ′, {x̃′/x̃})}�M : τ

D′

Γ; Γ′{x̃ : σ̃},∆′�M ′ : τ ′

について

(BV(M)∪{x̃′})∩(IVC(M ′)∪BV(M ′)) = ∅
BV(M)∩(dom(Γ′)∪{x̃}) = ∅

が成り立つとき，穴埋め

D[D′/X]

Γ{x̃′ : σ̃},∆; ∆′′�M [M ′/X] : τ

を図 7 で定義する．ただし，

∆′′ = Clos(Γ′, {x̃′/x̃}(∆′))

とする．

定義 14 型導出の α 合同性を図 8の等式から生成さ

れる合同関係として定義する．

以下，α 合同な型導出は同一視する．この同一視の

もとで，型導出の簡約関係を定義する．

定義 15（簡約関係） 型導出の簡約関係 →β，→fill
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(λy : τ1.D1) [D′/X]
∆≡ λy : τ1.D1[D′{y : τ1}/X]

(D1 D2) [D′/X]
∆≡ D1[D′/X] D2

X∈FH(D1) のとき

(D1 D2)[D′/X]
∆≡ D1 (D2[D′/X])

X∈FH(D2) のとき(
Γ{x̃′ : σ̃}, {X : (τ, ∅, {x̃′/x̃})}�X{x̃′/x̃} : τ

)
[D′/X]

∆≡ {x̃′/x̃}(D′)

(δY.D1) [D′/X]
∆≡ δY.D1[D′/X](

D1�{x̃′/x̃:̃σ}D2

)
[D′/X]

∆≡ D1[D′/X]�{x̃′/x̃:̃σ}D2

X∈FH(D1) のとき(
D1�{x̃′/x̃:̃σ}D2

)
[D′/X]

∆≡ D1�{x̃′/x̃:̃σ}(D2[D′{x̃ : σ̃}/X])

X∈FH(D2) のとき

図 7 型導出の穴埋め
Fig. 7 Hole filling of type derivation.

D
Γ{x : τ1},∆�M : τ1

Γ,Clos({x : τ1},∆)�λx : τ1.M : τ1→τ2
≡α λy : τ1.{y/x}(D)

y �∈BV(M)∪dom(Γ)∪{x}∪IVC(M) のとき

D1

Γ,∆1�M1 : (τ1, x̃)⇒τ2
D2

Γ{x̃ : σ̃},∆2�M2 : τ1

Γ,∆1; Clos(Γ2,∆2)�M1�{ỹ/x̃}M2 : τ2

≡α D1�{ỹ/x̃′ :̃σ}{x̃/x̃′}(D2)

BV({x̃′})∩(BV(M2)∪dom(Γ)∪{x̃}∪IVC(M2)) = ∅
のとき

図 8 型導出の α 合同性
Fig. 8 α-congruence between type derivations.

D1

Γ{x : τ1}, ∅�M1 : τ2

Γ, ∅�λx : τ1.M1 : τ1→τ2
D2

Γ, ∅�M2 : τ1

Γ, ∅�(λx : τ1.M1) M2 : τ2

→β {D2/x}D1

D1

Γ,∆1; {X : (τ1, {ỹ : σ̃})}�M1 : τ2

Γ,∆1�δX.M1 : (τ1, {ỹ : σ̃})⇒τ2
D2

Γ{x̃ : σ̃},∆2�M2 : τ1

Γ,∆1,Clos({x̃ : σ̃},∆2)�M1�{ỹ:̃x}δX.M2 : τ2

→fill D1[X{ỹ/x̃}/X][D2/X]

図 9 型導出の簡約関係
Fig. 9 Reduction relation between type derivations.

を，それぞれ図 9 の 2つの等式から生成される簡約

関係とする．また，→∆
=→β∪→fill と定義する．

以上のように定義した簡約関係について次が成り立

つ．これにより，型導出の簡約関係が，項の簡約関係

を自然に拡張したものであることが分かる．

補題 2 型導出

D
Γ,∆�M : τ

および項 M ′ が

M→M ′

を満たすならば，次を満たす型導出 D′ が存在する．
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D
Γ,∆�M : τ

→ D′

Γ,∆�M ′ : τ

4. 環境計算：λε

本章では文献 11)に従って λε を定義する．

λε は単純型付き λ 計算にファーストクラスの環境

を追加した体系である．

λε では変数 x1, . . ., xn を項 M1, . . .,Mn に束縛す

る環境を

{M1/x1, . . .,Mn/xn}
と書き，この環境のもとでの項 N の評価を

{M1/x1, . . .,Mn/xn}[[N ]]

と書く．これは LISPの

(let ((x1 M1)

· · ·
(xn Mn))

N)

というプログラムに対応する．λε はファーストクラ

スの環境を持つので，環境を引数にとるような関数を

書くことができる．たとえば環境を引数にとり，その

環境での変数 x の値を返す関数を次のように書くと，

λy.[[y[[x]]]]

xが y によって束縛されるかどうかが引数が与えられ

るまで分からず，α 変換などができなくなる．λε で

は，各変数に型を明示的に書くことでこの問題を解決

している．上の例では，次のように書く．

λy{xσ}.[[y{xσ}[[xσ]]]]

ここでは，{xσ} は型 σ を持つ変数 xσ を束縛する環

境の型である．このようにして設計された体系 λε を

以下で定義する．

あらかじめ基底型の集合および型無しの変数の集合

が与えられているとする．基底型を表すメタ変数に

b, b′, · · · などを用いる．型無しの変数を表すメタ変数
に x, y, · · · などを用いる．
定義 16（型，項） λε の型，環境型，項を次のよう

に定義する．

τ ::= b ; 基底型

| τ→τ ; 関数型

| {xτ , . . ., xτ} ; 環境型

M ::= xτ ; 変数

| λx.M ; λ 抽象

| M M ; 関数適用

| {M/xτ , . . .,M/xτ} ; 環境

| M [[M ]] ; 評価

変数 xτ はその型も変数の一部であるとする．すなわ

ち，τ �=τ ′ ならば xτ � ≡xτ ′
である．また，誤解のない

ときに限り xτ を単に x と書く．

　環境型は変数の集合である．したがって，たとえば

{xτ , yσ} と {yσ, xτ} を同一視する．環境型は，変数
に型を対応させる関数と見なすことができる．たとえ

ば環境型

{xτ1
1 , . . ., x

τn
n }

は，各変数 xτi
i に型 τi を対応させる関数である．この

ため環境型のことを型環境と呼び，メタ変数 Γ,Γ′, · · ·
などを用いて表すことがある．誤解のないときに限り，

{xτ1
1 , . . ., x

τn
n }

を {x̃τ̃} のように省略する．
　環境 {M1/x

τ1
1 , . . .,Mn/x

τn
n } は 2つ組 Mi/x

τi
i の

集合である．したがって，たとえば {M/xτ , N/yσ}
と {N/yσ,M/xτ} を同一視する．環境を変数に項を
対応させる関数と見なすことがある．誤解のないとき

に限り，

{M1/x
τ1
1 , . . .,Mn/x

τn
n }

を {M̃/x̃τ̃} のように省略する．
定義 17（型付け規則） λεの型判定は 3つ組 Γ�M : τ

で与えられる．λε の型付け規則を図 10 で定義する．

上の型付け規則では，型を持つ項に対して，その型

導出は一意に定まる．これにより次のように定義で

きる．

定義 18（自由変数，項の型） 型を持つ項 M に出現

する自由変数 FV(M)，M の型 TY(M) を次のよう

に定義する．Γ�M : τ のとき，

TY(M)
∆
= τ

FV(M)
∆
= Γ

と定義する．

本稿では以下，型を持つ項のみを考える．項に出現

する自由変数の集合，項の型を定義しておく．

項の α 合同性を定義するために，型付文脈計算で

定義されていた変数変換子および変数変換を λεにも

導入する．

定義 19（変数変換子，変数変換） 次の形をした環境

E を変数変換子と呼ぶ．

E≡{x′σ1
1 /xσ1

1 , . . ., x
′σn
n /xσn

n }
変数変換子 E および変数の集合

Γ = {xi1 , . . ., xim}⊂{x1, . . ., xn}
に対し，E の Γ への制限 E|Γ を

E|Γ ≡{x′σi1
i1

/x
σi1
i1
, . . ., x

′σim
im

/x
σim
im

}

と定義する．
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(var) {xτ}�xτ : τ

(abs)
Γ�M : τ2

Γ − {x : τ1}�λxτ1 .M : τ1→τ2
(app) Γ1�M1 : τ1→τ2 Γ2�M2 : τ1

Γ1∪Γ2�M1 M2 : τ2

(env)
Γ1�M1 : τ1 · · · Γn�Mn : τn

Γ1∪· · ·∪Γn�{M1/x
τ1
1 , . . .,Mn/x

τn
n } : {xτ1

1 , . . ., x
τn
n }

(eval)
Γ1�M1 : Γ2 Γ3�M2 : τ

Γ1∪(Γ3 − Γ2)�M1[[M2]] : τ

図 10 λε の型付け規則
Fig. 10 Typing of λε.

　変数変換子 E = {x̃′/x̃} に対し，各 x′i が M に出

現しないとき，E による項 M の変数変換 E(M) を

次のように定義する．

E(y)
∆≡

{
x′i y = xi∈{x̃} のとき
y y �∈{x̃} のとき

E(λw.M)
∆≡ λw.E|(TY(E)−{x})(M)

E(M1 M2)
∆≡ E(M1) E(M2)

E({Ñ/ỹ})
∆≡ {E(Ñ)/ỹ}

E(F [[M ]]) ≡ F [[E|(TY(E)−TY(F ))(M)]]

変数変換 E(M) は型を保存する．

補題 3 変数変換子 E，項 M に対し E(M) が定義

されているものとする．このとき，

{x1
σ1 , . . ., xn

σn}�M : τ

ならば

{E(x1
σ1), . . ., E(xn

σn )}�E(M) : τ

である．

証明 M の構成に関する帰納法． ��
項の α 合同関係を変数変換を用いて定義する．

定義 20（α 合同性） 項の α 合同関係 ≡α を次の等

式から生成される合同関係とする．

λx.M ≡α λy.{y/x}(M)

以下，α 合同な項を同一視する．

項の簡約関係を定義する．簡約関係は明示的代入1)

の簡約関係と同様に，β 変換を表す →β と代入操作

を表す →ε の 2つからなる．λε では環境がファース

トクラスであるため，

{{M/x}/y}[[y[[x]]]]

のように，環境の変数への代入を扱うことができる．

この点がこれまでの明示的代入の体系と大きく異なる

点である．

定義 21（簡約規則） λε の簡約関係 →β，→ε をそ

(λx.M1) M2 →β {M2/x}[[M1]]

M1[[M2]] →ε M2

TY(M1)∩FV(M2) = ∅ のとき
{M̃/x̃}[[xi]] →ε Mi xi∈{x̃} のとき
M1[[λx.M2]] →ε λx.M1[[M2]]

x�∈TY(M1)∪FV(M2) のとき

M1[[N1 N2]] →ε M1[[N1]] M1[[N2]]

M [[{Ñ/x̃}]] →ε {M [[Ñ ]]/x̃}
M [[N [[x]]]] →ε M [[N ]][[x]] x∈TY(N) のとき

図 11 λε の簡約関係
Fig. 11 Reduction relation of λε.

れぞれ図 11 の →β，→ε から生成される簡約関係と

する．また，→∆
=→β∪→ε と定義する．→ε から生成

される同値関係を =ε 書く．

項 M，N に対し，M→ε
∗N かつ，N→εLなる Lが

存在しないとき，N を M の ε 正規形であるといい，

これを ε(M) と書く．

λ 抽象の評価

M1[[λx.M2]]→λx.M1[[M2]]

の際の条件

x�∈TY(M1)∪FV(M2)

は，α 合同な項を適当にとることによりつねに満たす

ことができる．

ε 正規形は次のように特徴付けられることが知られ

ている．

補題 4 ε 正規形の集合は次の文法で生成される項の

集合と一致する．

N ::= x | λx.N | N1 N2 | M [[x]]

ただし，M は {M̃/x̃}の形をしていない ε 正規形で，

x∈TY(M) であるとする．

以下，この文法に従った帰納法を ε 正規形の構成に関

する帰納法と呼ぶ．

λε の簡約関係に対し，型保存定理が成り立つこと
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が知られている．

定理 3（型保存定理） Γ�M : τ かつ M→M ′ ならば

ある Γ′⊂Γ に対し Γ′�M ′ : τ .

→ε は合流性と強正規性を満たす．これにより，任

意の項 M に対して ε 正規形 ε(M) がただ 1つ存在

することが分かる．

定理 4（→ε の合流性） 型を持つ項 M につ

いて，M→ε
∗M1，M→ε

∗M2 ならば，M1→ε
∗M3，

M2→ε
∗M3 を満たす M3 が存在する．

定理 5（→ε の強正規性） Γ�M : τ ならば

M→εM1→εM2→· · ·
を満たす無限列 M,M1,M2, . . . は存在しない．

また，→ についても合流性と強正規性が成り立つ．
定理 6（→ の合流性） Γ�M : τ かつ，M→∗M1，

M→∗M2ならば，M1→∗M3,M2→∗M3を満たすM3

が存在する．

定理 7（強正規性） Γ�M : τ ならば

M→M1→M2→· · ·
を満たす無限列 M1,M2, . . . は存在しない．

以上で λεを定義し，その性質をいくつか紹介した．

以下では，後の健全性の証明に必要な補題をいくつか

証明する．

F [[E[[M ]]]] のような入れ子になった評価について，

次が成り立つことが知られている．

補題 5 ε 正規形 M および，項 E，N が

x�∈TY(E)∪FV(E)

を満たすとき，

E[[{N/x}[[M ]]]]=ε{E[[N ]]/x}[[E[[M ]]]]

補題 6 型を持つ項 M，M ′ に対し M→M ′ ならば

ε(M)→∗ε(M ′)

証明 項の集合上の関係 ⇒ を文献 11) と同様に定

義する．いま，M→M ′ とする．M→βM
′ ならば，

文献 11) の補題 5 より，ε(M)⇒ε(M ′). M→εM
′

ならば ε(M)≡ ε(M ′) なので，いずれの場合も

ε(M)⇒∗ε(M ′). また，文献 11) の補題 2 より，

ε(M)→∗ε(M ′). ��
変数変換と，評価，簡約関係および ε 正規形の関係

について補題をいくつか証明する．

補題 7 変数変換子 E および 項 M が

FV(E)∩(FV(M)∪BV(M)) = ∅
を満たすとき，

E[[M ]]=εE(M)

証明 ε 正規形についての帰納法によって，M が ε

正規形の場合を示せる．これを用いて，

E[[M ]]=εE[[ε(M)]]=εE(ε(M))=εE(M)

��

補題 8 E(M) が定義されているとき，M→εM
′ な

らば E(M)→εE(M ′)

証明 M の構成に関する帰納法． ��
補題 9 dom(E)∩(FV(M)∪BV(M)) = ∅ を満たす
変数変換子 E, 項 M について，

E(ε(M))≡ ε(E(M)).

証明

E(ε(M)) =ε E(M) (補題 8)

=ε ε(E(M))

E(ε(M)), ε(E(M)) はともに ε 正規形なので，

E(ε(M))≡ ε(E(M)) ��

5. 型付文脈計算の λε での解釈

1 章で説明した方針で，型付文脈計算を λε で解釈

する．我々の解釈は，直感的には文脈

(δX.· · ·X{ỹ′/ỹ}· · ·)�νM

に対して項

(λx.· · ·x {ỹ′/ỹ}· · ·) λe.e[[ν(M)]]

を対応させるものである．しかし，型付文脈計算の項

に対して λε の項を対応させようとすると，型情報が

不足してしまう．たとえば，型付文脈計算の最も簡単

な項である変数 x の解釈は λε の変数であるべきだ

が，λεの変数は型情報を明示的に持つため，xの型が

分からなければ解釈を与えることができない．このた

め，解釈を型付文脈計算の型導出 D に対して λε の

項 〈D〉 を対応させる関数 〈·〉 によって与える．
以下，型付文脈計算の型，型導出および変数変換子

に対して順に λε での解釈を与える．

解釈に先だって，型付文脈計算の変数 x，穴変数 X

をそれぞれ λεの型無しの変数 〈x〉，〈X〉 に対応させ
る単写 〈·〉 が与えられているとする．また，型付文脈
計算の基底型 b についても λε の基底型 〈b〉 が存在
するものとする．

定義 22（型の解釈） 対応 〈·〉 を型付文脈計算の型に
対し次のように拡張する．

〈τ1→τ2〉 ∆
=〈τ1〉→〈τ2〉

〈(τ1, {x1 : σ1, . . ., xn : σn})⇒τ2〉
∆
= ({〈x1〉 〈σ1〉, . . ., 〈xn〉 〈σn〉}→〈τ1〉 )→〈τ2〉

型付文脈計算の型導出 D の解釈 〈D〉 を次のように
定義する．

定義 23（型導出の解釈） 型付文脈計算の型導出 D
に対し，λε の項 〈D〉 を図 12 のように対応させる．
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〈
Γ, ∅�x : τ

〉
∆≡ 〈x〉 〈τ〉〈 D1

Γ{x : τ1},∆�M : τ2

Γ,Clos({x : τ1},∆)�λx : τ1.M : τ1→τ2

〉
∆≡ λ〈x〉 〈τ1〉.〈D1〉〈

D1

Γ,∆1�M1 : τ1→τ2
D2

Γ,∆2�M2 : τ1

Γ,∆1; ∆2�M1 M2 : τ2

〉
∆≡ 〈D1〉 〈D2〉〈

Γ, {X : (τ, ∅, {ỹ/x̃})}�X{ỹ/x̃} : τ

〉
∆≡ 〈X〉

{
〈Γ(ỹ)〉

}
→〈τ〉〈

D
Γ,∆{τ1,Γ2, ∅}�M : τ2

Γ1,∆�δX.M : {τ1,Γ2}⇒τ2

〉
∆≡ λ〈X〉 〈Γ〉→〈τ2〉.〈D〉

〈 D1

Γ1,∆1�M1 : (τ1, {x̃ : σ̃})⇒τ

D2

Γ1{x̃′ : σ̃},∆2�M2 : τ1

Γ1,∆1;Clos(Γ2,∆2)�M1�{x̃/x̃′}M2 : τ

〉
∆≡ ε((λ〈X〉 .〈D1〉 λe.e[[〈D3〉 ]]) (λe′.e′[[〈D2〉 ]]))

図 12 解釈 〈·〉
Fig. 12 Interpretation 〈·〉 .

〈 {x : int}, {X : (int, ∅, {x/a})}�X{x/a} : int

∅, {X : (int, {a : int}, ∅)}�λx : int.X{x/a} : int→int ∅, ∅�3 : int

∅, {X : (int, {a : int}, ∅)}�(λx : int.X{x/a}) 3 : int

∅, ∅�δX.(λx : int.X{x/a})3 : (int, {a : int})⇒int

〉

≡λ〈X〉 {〈a〉〈int〉}→〈int〉.(λ〈x〉 .〈X〉 {〈x〉 /〈a〉 }) 3

図 13 解釈の例
Fig. 13 Example of interpretation.

ただし，〈D1�D2〉 の解釈では e，e′，〈X〉 はそれぞ
れ型 {〈x̃′〉 〈̃σ〉}，{〈x̃′〉 〈̃σ〉}，{〈x̃〉 〈̃σ〉}→〈τ1〉 を持つ新
しい変数．D3 は次の型導出とする．

D3 ≡Γ{x̃ : σ̃}, {X : (τ1, ∅, σ̃)}�X{x/x′} : τ1

図 13 に解釈の例を示す．

定義 24（変数変換子） cod(ν)⊂dom(Γ) のとき，λε

の環境 〈Γ, ν〉 を次のように定義する．
〈Γ, {y1/x1, . . ., yn/xn}〉

∆
={〈y1〉 〈σ1〉/〈x1〉 〈σ1〉, . . ., 〈yn〉 〈σ1〉/〈xn〉 〈σ1〉}

ただし，σi ≡Γ(yi) とする．

6. 解釈の健全性

本章では，前節で定義した解釈が両体系の簡約規則

について健全であることを証明する．具体的には，型

付文脈計算で

D→D′

ならば，

〈D〉→+〈D′〉
であることを証明する．

以下，次のような方針で証明する．まず，型付文脈

計算の変数変換が λε の変数変換に対応するすること

（補題 10）を示し，これを用いて α 合同性に関しての

健全性（補題 11）を示す．次に，型付文脈計算の代入

と穴埋めについての補題を証明する（補題 12，13）．

これらを用いて →β，→fill および → が λε の →+

に対応することを証明する（定理 8，9，10）．

補題 10（変数変換についての健全性） 型付文脈計算

の型導出

D
Γ{x̃ : σ̃},∆�M : τ

および，変数変換子 {ỹ/x̃} に対し {ỹ/x̃}(D)が定義

されているとき，〈
{ỹ/x̃}(D)

〉
≡{〈ỹ〉 〈̃σ〉

/〈x̃〉 〈̃σ〉}(〈D〉 )

証明 D の構成に関する帰納法で証明する．最後に
用いた推論規則が happ のときのみ示す．µ，E，µ′，

E′ を
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µ = {ỹ/x̃}
E = {〈ỹ〉 〈̃σ〉

/〈x̃〉 〈̃σ〉}
µ′ = µ|(dom(µ)−TY(e))

E′ = E|(dom(E)−TY(e))

とする．変数変換の定義と帰納法の仮定により次がい

える．

(λ〈X〉 .〈µ(D1)〉 λe.e[[D3]])

λe.e[[µ′(D2)]])

≡ (λ〈X〉 .E(〈D1〉 ) λe.e[[D3]])

λe.e[[E′(〈D2〉 )]]

(帰納法の仮定)

≡E((λ〈X〉 .〈D1〉 λe.e[[D3]])

λe.e[[〈D2〉 ]])

これより

〈µ(D)〉
≡ ε(E((λ〈X〉 .〈D1〉 λe.e[[D3]]) λe.e[[〈D2〉 ]]))

≡E(ε((λ〈X〉 .〈D1〉 λe.e[[D3]]) λe.e[[〈D2〉 ]]))

(補題 9)

≡E(〈D〉 )

��
型付文脈計算では互いに α 合同な型導出を同一視

した．同一視した 2つの型導出の解釈もまた α 合同

性によって同一視できなければならない．

補題 11（α 合同性についての健全性） 型付文脈

計算の型導出 D1，D2 について，D1 ≡ αD2 ならば

〈D1〉 ≡ α〈D2〉
証明 α 合同性の定義に関する帰納法．補題 10 を用

いて

〈λx : τ.D〉 ≡α

〈
λy : τ.{y/x}D

〉
〈
D1�{ỹ/x̃:̃σ}D2

〉
≡

〈
D1�{ỹ/x̃′ :̃σ}{ỹ′/x̃}D2

〉
がいえる． ��
型付文脈計算の代入と λε の評価は，→ε を通して

次のように対応する．

補題 12（代入についての健全性） 型導出

D
Γ{x : τ ′},∆�M : τ

D′

Γ, ∅�M ′ : τ ′

および変数 x に対して代入 {D′/x}D が定義されて
いるとき，

{〈D′〉/〈x〉 〈τ ′〉}[[〈D〉 ]] →ε
+

〈
{D′/x}D

〉

証明 D の構成に関する帰納法．(happ) のときのみ

示す．E≡{〈D′〉 /〈x〉 } として，
E[[〈D〉 ]] ≡ E[[ε((λ〈X〉 .〈D〉

λe.e[[〈D3〉 ]])

λe.e[[〈D2〉 ]])]]

=ε E[[(λ〈X〉 .〈D〉
λe.e[[〈D3〉 ]])

λe.e[[〈D2〉 ]]]]

→ε
+ (λ〈X〉 .E[[〈D〉 ]]

λe.E[[e[[〈D3〉 ]]]])

λe.E[[e[[〈D2〉 ]]]]

=ε (λ〈X〉 .E[[〈D〉 ]]

λe.e[[E[[〈D3〉 ]]]])

λe.e[[E[[〈D2〉 ]]]]

(補題 5)

→ε
+ (λ〈X〉 .

〈
{D′/x}D

〉
λe.e[[

〈
{D′/x}D3

〉
]])

λe.e[[
〈
{D′/x}D2

〉
]]

(帰納法の仮定)

→ε
∗ ε((λ〈X〉 .

〈
{D′/x}D

〉
λe.e[[

〈
{D′/x}D3

〉
]])

λe.e[[
〈
{D′/x}D2

〉
]])

→ε
∗ 〈

{D′/x}D
〉
.

ここで，〈{D′/x}D〉 が ε正規形であることと，→ε
∗

の合流性（定理 4）を用いて，

{〈D′〉/〈x〉 }[[〈D〉 ]]→∗〈{D′/x}D
〉
.

また，〈{D′/x}D〉 が評価 −[[ − ]] の形になることは

ないので，

{〈D′〉/〈x〉 }[[〈D〉 ]] � ≡
〈
{D′/x}D

〉
.

したがって

{〈D′〉/〈x〉 }[[〈D〉 ]]→ε
+
〈
{D′/x}D

〉
.

��
型付文脈計算の穴埋めと λε の評価は，→+ を通し

て次のように対応する．

補題 13（穴埋めについての健全性） 型導出

D
Γ1{x̃′ : σ̃},∆{X : (τ1,Γ2, {x̃′/x̃})}�M : τ2

および，D′ に対して穴埋め D[D′/X] が定義されて

いるとき，

{λeΓ2

{
〈̃x〉〈̃σ〉}

.e[[〈D′〉 ]]/〈X〉 }[[〈D〉 ]]

→+〈D[D′/X]〉 .
証明 D についての帰納法．hole，happ のときのみ

示す．N ≡λe.e[[〈D′〉 ]] とおく．
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(hole)

{N/〈X〉 }[[〈D〉 ]]

≡ {N/〈X〉 }[[〈X〉 {〈x̃′〉 /〈x̃〉 }]]

→ε
+ N {〈x̃′〉 /〈x̃〉 }

→β {{〈x̃′〉 /〈x̃〉 }/e}[[e[[〈D〉 ]]]]

→ε
+ ε({{〈x̃′〉 /〈x̃〉 }/e}[[e[[〈D〉 ]]]])

≡ ε({〈x̃′〉 /〈x̃〉 }[[〈D〉 ]]) (*)

≡ ε({〈x̃′〉 /〈x̃〉 }(〈D〉 )) (補題 7)

≡
〈
{x̃′/x̃}(D)

〉
(補題 10)

ただし，(*)では，ε 正規形 M について

{{〈x̃′〉/〈x̃〉 }/e}[[e[[M ]]]]=ε{〈x̃′〉/〈x̃〉 }[[M ]]

であることを用いた．これは ε 正規形 M についての

帰納法で証明できる．

(happ-1)

{N/X}[[〈D〉 ]]

≡{N/〈X〉 }[[ε((λ〈Y 〉 .〈D1〉
λe.e[[〈D3〉 ]]) λe.e[[〈D2〉 ]])]]

≡{N/〈X〉 }[[(λ〈Y 〉 .〈D1〉
ε(λe.e[[〈D3〉 ]])) ε(λe.e[[〈D2〉 ]])]]

→ε
+(λ〈Y 〉 .{N/〈X〉 }[[〈D1〉 ]]

ε(λe.e[[〈D3〉 ]])) ε(λe.e[[〈D2〉 ]])

→+(λ〈Y 〉 .
〈
D1[D′/X]

〉
ε(λe.e[[〈D3〉 ]])) ε(λe.e[[〈D2〉 ]])

≡ [[
〈
D[D′/X]

〉
]]

(happ-2)

{N/X}[[〈D〉 ]]

≡{N/〈X〉 }[[ε((λ〈Y 〉 .〈D1〉
λe.e[[〈D3〉 ]])

λe.e[[〈D2〉 ]])]]

≡{N/〈X〉 }[[(λ〈Y 〉 .〈D1〉
ε(λe.e[[〈D3〉 ]]))

λe.ε(e[[〈D2〉 ]])]]

→ε
+(λ〈Y 〉 .〈D1〉
ε(λe.e[[〈D3〉 ]]))

λe.{N/〈X〉 }[[ε(e[[〈D2〉 ]])]]

→ε
+(λ〈Y 〉 .〈D1〉
ε(λe.e[[〈D3〉 ]]))

λe.ε({N/〈X〉 }[[e[[〈D2〉 ]]]])

≡ (λ〈Y 〉 .〈D1〉
ε(λe.e[[〈D3〉 ]]))

λe.ε(e[[{N/〈X〉 }[[〈D2〉 ]]]])

(補題 5)

→∗(λ〈Y 〉 .〈D1〉
ε(λe.e[[〈D3〉 ]]))

λe.ε(e[[
〈
D2[D′/X]

〉
]])

(帰納法の仮定および補題 6)

≡
〈
D[D′/X]

〉
��

定理 8（→β についての健全性） 型導出 D，D′ につ

いて，D→βD′ ならば 〈D〉→+〈D′〉 .

証明

D =

D1

Γ{τ1}, ∅�M1 : τ2

Γ, ∅�λx : τ1.M1 : τ1→τ2
D2

Γ, ∅�M2 : τ1

Γ, ∅�(λx : τ1.M1) M2 : τ2

かつ D′ = {D2/x}D1 のときのみを考えればよい．補

題 12 を用いて，

〈D〉 ≡ (λ〈x〉 〈τ1〉.〈D1〉 ) 〈D2〉
→ {〈D2〉 /〈x〉 〈τ1〉}[[〈D1〉 ]]

→+ 〈{D2/x}D1〉

��
定理 9（→fill についての健全性） 型導出 D，D′ に

ついて，D→fillD′ ならば 〈D〉→+〈D′〉 .

証明

D1

Γ,∆1{X : (τ1, {x̃ : σ̃}, ∅)}�M1 : τ2

D2

Γ{x̃′ : σ̃},∆2�M2 : τ1

また，D3 を次の型導出として，

Γ{x̃ : σ̃}, {Y : (τ1, ∅, {x̃/x̃′})}�Y {x̃/x̃′} : τ1

次を示せばよい．

(δX.D1)�{x̃/x̃′ :̃σ}D2→+D1[D3/X][D2/Y ]

ここで

N2 ≡ λe.e[[〈D2〉 ]]

N3 ≡ λe.e[[〈D3〉 ]]

とおくと，

左辺 ≡ ε((λ〈Y 〉 .(λ〈X〉 .〈D1〉 ) N3) N2)

≡ (λ〈Y 〉 .(λ〈X〉 .〈D1〉 ) ε(N3)) ε(N2)

→β
+ {ε(N2)/〈Y 〉 }[[{ε(N3)/〈X〉 }[[〈D1〉 ]]]]

→ε ε({N2/〈Y 〉 }[[{N3/〈X〉 }[[〈D1〉 ]]]])

ここで，

{N2/〈Y 〉 }[[{N3/〈X〉 }[[〈D1〉 ]]]]

→+{N2/〈Y 〉 }[[〈D1[D3/X]〉 ]] (補題 13)

→+〈D1[D3/X][D2/Y ]〉 (補題 13)

より，
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〈D〉 →+ ε({N2/〈Y 〉 }[[{N3/〈X〉 }[[〈D1〉 ]]]])

→∗ ε(〈D1[D3/X][D2/Y ]〉 ) (補題 6)

≡ 〈D1[D3/X][D2/Y ]〉
��

→β，→fill についての健全性からただちに → に

てついての健全性がいえる．

定理 10（健全性） 型導出 D，D′ について

D→D′

ならば，

〈D〉→+〈D′〉.
また，これを用いて，型付文脈計算の強正規化性が

いえる．

系 1（型付文脈計算の強正規化性） 型を持つ任意の

型付文脈計算の項 M に対し，

M→M1→M2→· · ·
なる無限列 {M1,M2, . . .} は存在しない．
証明 M の型導出を

D
Γ,∆�M : τ

とする．項の簡約の無限列

M→M1→M2→· · ·
が存在すると仮定すると．補題 2を繰り返し用いるこ

とにより，型導出の簡約の無限列

D
Γ,∆�M : τ

→ D1

Γ,∆�M1 : τ
→ D2

Γ,∆�M2 : τ
→· · ·

が存在する．したがって定理 10 より，

〈D〉→+〈D1〉→+〈D2〉→+· · ·
が存在する．これは λε の強正規化性に矛盾する．��

7. ま と め

本稿では，ファーストクラスの文脈を持つ λ 計算

である型付文脈計算をファーストクラスの環境を持つ

λ 計算である λε を用いて解釈し，その健全性を示し

た．また，その応用として型付文脈計算の強正規性を

示した．

本稿で与えた解釈は，直感的には文脈

(δX.· · ·X{ỹ′/ỹ}· · ·)�M
に対して項

(λx.· · ·x {ỹ′/ỹ}· · ·) λe.e[[M ]]

を対応させるものである．この対応から，穴 X{ỹ′/ỹ}

の変数変換子 {ỹ′/ỹ} はファーストクラスの環境を用
いて自然に表現できることが分かる．この解釈のもと

では，穴抽象，文脈適用はそれぞれ λ 抽象，関数適用

にすぎないことが分かる．Satoらはこのようなアイ

ディアに基づいて，ファーストクラスの文脈とファー

ストクラスの環境を同時に持つような体系について研

究している12)．

本稿では項の型に関する情報を補うため，型付文脈

計算の型判定の導出木を解釈した．しかし，型情報を

補うためには，型判定があれば十分であると予想され

る．具体的には，型判定からその導出木が一意に決ま

ることが示されれば，型判定の解釈を与えればよいこ

とになる．この場合，健全性の証明などをより簡潔に

与えることができる．この点についての改良は今後の

課題である．

また，文脈と環境の計算体系は，動的束縛を持つ λ

計算2) や，モジュールを持つ言語4) との関連も深い．

これらの体系の関係を調べることは今後の課題である．

そして，実際に環境と文脈を関数型言語に実装し，

それを基にしたモジュールシステムの構築も興味深い

テーマである．
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