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多相環境計算における強正規化可能性

清 水 亮† 西 崎 真 也††

多相環境計算は，環境をファーストクラスオブジェクトとして扱うことができる λ 計算に，多相
型体系を導入したものである．これまでに，ML 多相型体系を持つ環境計算とその型推論アルゴリズ
ムは提案し，その主部簡約定理を得ていたが，強正規化可能性定理はまだ得ていなかった．本論文で
はML多相型体系を包含する，2階型体系を提案し，その強正規化可能性定理を証明する．この性質
は，多相環境計算から多相 λ 計算（2 階型付 λ 計算）への変換をもちいて，多相環境計算の強正規
化可能性を多相 λ 計算の強正規化可能性に帰着することによって得られる．

Strong Normalization in Polymorphic Environment Calculus

Ryo Shimizu† and Shin-ya Nishizaki††

Polymorphic environment calculus is a polymorphic lambda calculus with first-class envi-
ronments. We proposed environment calculus with ML-polymorphic type system and its type
inference algorithm and proved principal type theorem with respect to the type system. In
this paper, we propose second-order type system for the environment calculs, which includes
the ML-polymorphic type system and prove strong normalization theorem with respect to the
second-order type system. The theorem is proved by using transformation of the environment
calculus to the polymorphic lambda calculus.

1. は じ め に

多くのプログラムは変数を含んでいる．変数名から

値への対応は環境により管理されている．環境は，変数

の有限集合から値への関数として形式化される．Lisp

の方言である Scheme 7)では，その多くの実装4)にお

いて，環境を，整数や論理値のように関数の引数とし

て渡したり返り値としたりすることが可能となってい

る．このような機構は，しばしば，ファーストクラス

環境（first-class environment）と呼ばれる．Scheme

ではファーストクラス環境のために，いくつかのプリ

ミティブが用意されているが，以下に主要なもの 2つ

を紹介する．

• the-environment は 0個の引数をとる手続きで

あり，現在の環境を表す値を返す．

• eval は 2引数の手続きである．第 1引数は，式

を表現するリストをとり，第 2引数は環境を表す

データをとる．第 1引数が表現する式を第 2引数
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が表現する環境のもとで評価し，その結果を返り

値とする．

代入は，環境を形式化したものであることはよく知

られている．たとえば，

(λf.(ff))(λx.x) →
β

(ff)[x:=(λx.x)] ≡ (λx.x)(λx.x)

という簡約において，第 2項の [x:=(λx.x)] は，変数

x への代入であるが，これは，(ff) という項を評価

する時点での変数 x の束縛を記述した環境ととらえ

ることもできるわけである．

代入は通常の λ 計算では，メタレベルの操作とし

て定義されるものであるが，これを明示的に扱った体

系としてAbadiらによる明示的代入（explicit substi-

tution）1) がある．これは代入の機構をオブジェクト

レベルにおいて，簡約として定義し，変数の参照機構

をより詳細にとらえようとしたものであった．彼らの

体系，λσ 計算では，項と代入は別の構文クラスとし

て与えられていた．環境計算は，代入を項として定義

することにより，ファーストクラス環境を形式化する

ことを可能としたものである．

論文 5)では単純型付の環境計算を提唱し，合流性，

強正規化可能性定理，型推論アルゴリズム，主要型定

理（principal typing theorem）について研究した．そ

35



36 情報処理学会論文誌：プログラミング Apr. 2005

して，さらに論文 6) では，ML多相型体系を持つ環

境計算を提唱し，型推論アルゴリズムと主要型定理を

研究した．

ML多相 λ 計算およびその拡張となっている多相 λ

計算 System F（以降，単に F）2),3)の持つ顕著な性質

として，強正規化可能性，すなわち，すべての項はど

のような順序で簡約を行ってもその正規形に至る，と

いう性質があげられる．ML多相な環境計算において

も強正規化可能性定理を持つことが予想される．本論

文では，ML多相環境計算を拡張した体系である多相

環境計算 Fenv を提唱する．この型体系は，System F

の拡張であり，（ML多相環境計算MLenvと同様に）型

の抽象，型の具体化を項の中では明示的に表さないス

タイル，いわゆる，暗黙的型付け（implicit typing）

カリースタイル（à la Curry）である．そして，その

強正規化可能性定理を証明する．

2. 多相環境計算

あらかじめ，項変数の可算集合，型変数の可算集合，

環境型変数の可算集合が与えられているものと仮定す

る．項変数のメタ変数として，x，y，z などが用いら

れ，型変数のメタ変数として，α，β，γ などが用いら

れ，環境型変数のメタ変数として，ρ，ρ′ などが用い

られるものとする．各環境型変数には以下のように禁

止変数と呼ばれる項変数が有限個割り当てられている

ものとする．

定義 1 （禁止変数） 環境型変数 ρ に対して，以

下の条件をみたす項変数の有限集合を対応させる関数

PVar を禁止変数割当てと呼び，有限集合 PVar(ρ) の

要素を，環境型変数 ρ の禁止変数と呼ぶ：

|PVar−1({x1, . . . , xn})| = ∞
すなわち，禁止変数の有限集合が 1 つ与えられたら，

それを禁止変数とする環境型変数は無限個あるという

ことである．また以下では，環境型変数 ρ が禁止変数

の集合 X を持つとき，ρX と書き，明示的に表すこ

ともある．

定義 2 （型） Fenvの型（type）と環境型（envi-

ronment type）は以下の文法により定義される．型の

メタ変数として，A，B などが使用され，環境型のメ

タ変数として，Γ，∆ などが使用される．
A ::= α 型変数

| (A1 → A2) 関数型

| ∀α.A 普遍型

| Γ 環境型

Γ ::= ρ 環境型変数

| {x1 : A1} · · · {xn : An}ρ

x1, . . . , xn は相異なるものとし，{x1, . . . , xn} ⊆
PVar(ρ) をみたすものとする．

型変数は，型が代入されうる変数であり，関数型

(A1 →A2) は，引数の型が A1 で，返り値の型が A2

であるような関数の型を表す．型普遍型 ∀α.A は，型

変数 α によって抽象された項の型である．環境普遍

型 ∀ρ.A は，環境型変数 ρ によって抽象された項の

型である．環境型変数は，環境型のみが代入される変

数である．環境型 {x1 : A1} · · · {xn : An}ρ は，変数
x1, . . . , xn に型 A1, . . . , An の値を各々束縛する環境

の型である．環境型変数 ρ には他の環境型が具体化

（instantiate）されうる．ただ，無制限に具体化する

と，「変数が相異なる」という条件が維持できない．た

とえば，環境型 {x : A}{y : B}ρ の環境型変数 ρ に

{x : C}{z : D}ρ′ の代入を許してしまうと，

{x : A}{y : B}{x : c}{z : C}ρ′

という環境型ができるが，これは変数 x の束縛が重

複してしまっている．このような現象を抑制するため

に，環境型変数の代入（後述：付録 A.1）では，禁止

変数に関して制限を設けている．禁止変数の機構は，

型推論アルゴリズム6) において重要な役割を果した．

本論文で扱う強正規化可能性の証明においては，特に

重要な役割を果すわけではない．

また，型 A の自由型変数 Ftv(A) を次のように定

義する．

Ftv(α) = {α},
Ftv(A → B) = Ftv(A) ∪ Ftv(B),

Ftv(∀.A) = Ftv(A) − {α},
Ftv({x1 : A1}· · ·{xn : An}ρ)=Ftv(A1)∪· · ·Ftv(An).

注 意

以降，定義のいくつかは，本論文の最後の付録にお

いて与えているので注意してほしい．

定義 3 （項） Fenvの項は以下の文法により定義さ

れる．
M ::= x （項）変数

| λx.M ラムダ抽象

| (MN) 関数適用

| id 恒等環境

| (M/x) · N 環境拡張

| (M ◦ N) 環境合成

変数 x，ラムダ抽象 λx.M，関数適用 (MN)，型抽

象 Λα.M，型適用 (MA) は，通常の多相 λ 計算

と同様である．恒等環境 id は現在の環境を評価値

として返すようなプリミティブであり，Scheme の

(the-environment)に相当する．環境拡張 (M/x)·N
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は，項 N を評価した結果が環境値であり，それに，変

数 x と項 M の評価値との束縛を追加した環境値を返

すようなプリミティブである．環境合成は，項 N の

評価値が環境で，その環境のもとでの項 M の評価値

を表し，Schemeの (eval M N) に相当する．

定義 4 （型付規則）

{x : A}Γ � x : A
Var

{x : A}Γ � M : B

{x : C}Γ � λx.M : (A → B)
Abs

Γ � M : (A → B) Γ � N : A

Γ � (MN) : B
App

Γ � M : A α 	∈ Ftv(Γ)

Γ � M : ∀α.A
TypeAbs

Γ � M : ∀α.A
Γ � M : A[α := B]

TypeApp

Γ � M : {x : A}∆ α 	∈ Ftv(Γ)

Γ � M : {x : ∀α.A}∆
TypeAbs-

InEnv

Γ � M : {x : ∀α.A}∆
Γ � M : {x : A[α := B]}∆

TypeApp-

InEnv

Γ � id : Γ
Id

Γ � M : A Γ � N : {x : B}∆
Γ � (M/x) · N : {x : A}∆ Extn

Γ � N : ∆ ∆ � M : A
Γ � M ◦ N : A

Comp

型付けの簡単な例をあげておく．項

(f f) ◦ ((λf.id)(λx.x))

という項を考える．項 λf.id は 1 引数関数で，引数

であたえられた値を変数 f に束縛した環境を返り値

とする関数である．よって，項 (λf.id)(λx.x) の値は，

変数 f に恒等関数 λx.x を束縛した環境である．よっ

て，この環境での (f f) は，恒等関数に恒等関数を引

数として適用することを意味する．前者の f と後者

の f は異なる型を持たなければならず，多相的でな

ければ型が付かない．

ここで与えた型体系では，項 (λf.id)(λx.x) は，

{f : β}{x : γ}ρ � (λf.id)(λx.x) : {f : α → α}ρ
という型付けになり，型抽象して，

{f : β}{x : γ}ρ � (λf.id)(λx.x) : {f : ∀α.α → α}ρ
という型を持つ．この環境で評価される項 (f f) は，

前者の f の型として (α′ →α′)→ (α′ →α′) というふ

うに instantiateして，後者の f の型として α′ → α′

というふうに instantiateすると，

{f : ∀α.α → α}ρ � (f f) : α′ → α′

というふうに型付けされ，

{f : β}{x : γ}ρ � (f f) ◦ ((λf.id)(λx.x)) : α′ → α′

という型になる．このように，多相環境計算では，let

多相性（ML多相性）は，環境に関する多相性により

表現することができる．

定義 5 （簡約） 簡約関係 M → N は，以下の規

則により定義される．
(λx.M)N → M ◦ (N/x) · id Beta

((λx.M) ◦ L)N → M ◦ (N/x) · L BetaClos

id ◦ M → M IdL

M ◦ id → M IdR

x ◦ (M/x) · N → M VarRef

y ◦ (M/x) · N → y ◦ N VarSkip

(M ◦ N) ◦ L → M ◦ (N ◦ L) Assoc

(MN) ◦ L → (M ◦ L)(N ◦ L) DApp

((M/x) · N) ◦ L→((M ◦ L)/x) · (N ◦ L) DExtn

N → N ′

C[N ] → C[N ′]
Context

ここで，C[−] は，文脈（穴あき項）を表す．穴 [−]

が 1カ所だけ出現する項であり，C[N ] は，その穴に

項 N をはめこんだものを意味する．

定義 6 （部分簡約：β 簡約と σ 簡約） β 簡約 →
β

は，簡約の部分関係であり，規則Beta，BetaClos，

Context により定義されるものである．

σ 関係 →
σ
は，簡約の部分関係であり，規則 Beta，

BetaClos以外の規則により定義されるものである．

明らかに，

→ = →
β
∪→

σ
, →

β
∩→

σ
= ∅

が成り立つ．

以下に簡約の例をあげておく．項 λy.λx.id は，引

数を 2つとり，それらの値を変数 x，y に束縛し，そ

の環境を返り値として返すという関数である．下の例

では，そのような関数に項 M，N を適用している．

(λy.λx.id)MN

→
β

((λx.id) ◦ ((M/y) · id))N

→
β

id ◦ ((N/y) · (M/x) · id)

→
σ

(N/y) · (M/x) · id

定義 7 （総称包摂 ≤） まず，総称包摂 ≤ を定義
する準備として，関係 � を以下のように定義する．
• ∀α.A � A[α := B],

• A � ∀α.A.
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総称包摂（generic subsumption）A ≤ B は，型の間

の二項関係であり，以下の条件と反射則と推移則をみ

たす最小のものである．

• A � B ならば A ≤ B,

• A � B ならば {x : A}Γ ≤ {x : B}Γ.

たとえば，

∀α.α → α ≤ ∀α.(α → α) → (α → α),

∀α.{f : α → α}ρ ≤ ∀α.{f : (α → α) → (α → α)}ρ,

{f : ∀α.α → α}ρ ≤ {f : ∀α.(α → α) → (α → α)}ρ
が成り立つ．しかしながら，

{f : ∀α.α → α}ρ 	� {f : ∀α.(α → α) → (α → α)}ρ
であるから，

{e : {f : ∀α.α → α}ρ}ρ′

	≤ {e : {f : ∀α.(α → α) → (α → α)}ρ}ρ′

となってしまう．

総称包摂の両辺が関数型の場合，右辺は左辺の型変

数を単に instantiateしたものとなることがいえる．

補題 1 (A → B) ≤ (A′ → B′) ならば，(A →
B)[αn := An] ≡ (A′ → B′) をみたす型変数

α1, . . . , αn と型 A1, . . . , An が存在する．

環境型上では以下のことがいえる：

補題 2 {x : A}Γ ≤ {x : A′}Γ′ ならば，A � A′，

かつ，Γ ≤ Γ′.

次に定義する制限つき総称包摂 A ≤Γ B は，右辺

が左辺の型抽象となる場合において，束縛型変数が Γ

の自由型変数ではないという制限を課したものである．

定義 8 （制限付き総称包摂） まず，準備として，

関係 �Γ を以下のように定義する．

• ∀α.A �Γ A[α := B]，

• α 	∈ Ftv(Γ) ならば A �Γ ∀α.A.

型 A，B，環境型 Γ の間の制限付き総称包摂（re-

stricted generic subsumption）A ≤Γ B は，以下の

条件と反射則と推移則をみたす最小のものである．

• A �Γ B ならば A ≤Γ B，

• A �Γ B ならば {x : A}∆ ≤Γ {x : B}∆．
この制限付き総称包摂の定義より，明らかに，以下

の性質が成り立つことが分かる．

命題 1 Ftv(∆) ⊆ Ftv(Γ) かつ A ≤Γ B ならば，

A ≤∆ B．A ≤Γ B ならば，A ≤ B

命題 2 Γ � M : Aとする．A ≤Γ A′ ならば，型付

け規則 TypeAbs，TypeApp，TypeAbsInEnv，

TypeAppInEnv を何回か適用して Γ � M : A′ を

導くことができる．

上で与えた型付けは，項の構造に関して帰納的に

定義したものではない．たとえば，Γ � (MN) : A

という型付けがあるとき，その導出木の最後に適

用された型付け規則は必ずしも，App であるとは

限らず，TypeAbs，TypeApp，TypeAbsInEnv，

TypeAppInEnv など，普遍型・普遍環境型の抽象

や具体化に関する規則であることがありうる．しかし，

下から上（根から葉の方向）へたどると，かならず，

Appの規則が適用されていることがいえる．これが

以下の generation lemma（生成補題）である．

補題 3 （生成補題 generation lemma） 以下の

1～6が成り立つ．

1. Γ � x : A ならば，A′ ≤ A，かつ，{x : A′} ∈ Γ

をみたす型 A′ が存在する．

2. Γ � λx.M : A ならば，{x : A1}Γ′ � M : A2，

Γ ≡ {x : C}Γ′ (A1 →A2) ≤ A をみたす A1，A2，C

が存在する．

3. Γ � (MN) : B ならば，Γ � M : A → B′，

Γ � N : A，B′ ≤ B をみたす型 A，B′ が存在する．

4. Γ � id : A ならば，Γ ≤ A が成り立つ．

5. Γ � (M/x) · N : A ならば，Γ � M : B，

Γ � N : {x : C}∆，{x : B}∆ ≤ A をみたす型

B，C，環境型 ∆ が存在する．

6. Γ � M ◦ N : A ならば，Γ � N : ∆，∆ � M : A′，

A′ ≤ A をみたす型 A′，環境型 ∆ が存在する．

（証明の方針）型付けの導出の長さに関する帰納法の

もとで，項 M の構造に関して場合分けを行えばよい．

生成補題は，項の構造と型付け導出木の構造との対

応を表したものである．たとえば，この補題の 5 は，

型付け導出木が，
....

Γ � M : B

....
Γ � N : {x : C}∆

Γ � (M/x) · N : {x : B}∆ Extn
.... (∗)

Γ � (M/x) · N : A

という形をしていて，(∗) の部分では，TypeAbs，

TypeApp，TypeAbsInEnv，TypeAppInEnvの

規則が何回か適用されていることを意味している．

補題 4 Γ � C[N ] : A ならば，∆ � N : B をみた

す ∆，B が存在する．

補題 5 Γ � C[N ] : A，∆ � N : B，∆ � N ′ : B

ならば，Γ � C[N ′] : A.

補題 4，5 の証明の概略 Γ � C[N ] : A の導出の構造

に関する帰納法を用いればよい．

補題 6 （右具体化，right instantiation lemma）

Γ � M : A′，かつ，A′ ≤Γ A ならば，Γ � M : A.

（証明の概略）制限付き総称包摂 A′ ≤Γ A の定義

と，型付け規則TypeAbs，TypeApp，TypeAb-

sInEnv，TypeAppInEnv より明らか．
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補題 7 （左汎化，left generalization lemma）

∆ � M : A，かつ，Γ ≤ ∆ ならば，Γ � M : A.

（証明の概略）型付け ∆ � M : A の導出の構造に関

する帰納法による．

また，型変数の具体化について以下の補題が成り立

つ．型付けの導出の構造に関する帰納法により，証明

は容易である．

補題 8 Γ � M : A ならば，Γ[αn := An] � M :

A[αn := An]

定理 1 （主部簡約定理） Γ � M : A，かつ，

M → M ′ ならば，Γ � M ′ : A が成り立つ．

（証明）Γ � M : A の導出のサイズに関する帰納法に

より証明する．簡約 M →M ′ を導く最後の規則に関

して場合分けを行う．

規則Contextの場合：M ≡ C[N ]，M ′ ≡ C[N ′]，

N →N ′ と仮定する．補題 4 より，∆ � N : B をみた

す∆，B が存在する．帰納法の仮定より，∆ � N ′ : B．

そして，補題 5 より，Γ � C[N ′] : A が成り立つ．

規則 BetaClos の場合：M ≡ ((λx.M1) ◦ L)M2，

M ′ ≡ M1 ◦ (M2/x) · L とおく．Γ � M : A と補題 3

より，

Γ � (λx.M1) ◦ L : B → A′，Γ � M2 : B，A′ ≤Γ A

なる型 A′，B が存在する．そして，型付けの前者と

補題 3（generation lemma）より，
Γ � L : {x : C}∆，{x : C}∆ � λx.M1 : D，

D ≤{x:C}∆ (B → A′)

をみたす型 C，D，環境型 ∆ が存在する．型付けの

後者と補題 3 により，

{x : B′}∆ � M1 : A′′，(B′ → A′′) ≤{x:B′}∆ D

をみたす型 B′，A′′ が存在する．

Γ � M2 : B と Γ � L : {x : C}∆ とに，型付け規
則 Extnを適用して，Γ � (M2/x) · L : {x : B}∆ を
得る．

命題 1 より，B′ → A′′ ≤ D ≤ B → A′ を得

る．これに，補題 1 を適用すると，(B → A′) ≡
(B′ → A′′)[αn := An] をみたす型変数 α1, . . . , αn と

型 A1, . . . , An が存在することが分かる．

補題 8 により，{x : B′}∆ � M1 : A′′ に型代入

[αn := An] を適用して，{x : B}∆ � M1 : A′ を得る．

型付け規則Compを適用して，Γ � M1 ◦ (M2/x) ·
L : A′ を得る．これと A′ ≤Γ A について補題 6 を適

用して，Γ � M1 ◦ (M2/x) · L : A を得る．

規則 DExtn の場合：M ≡ ((M1/x) · M2) ◦ L，

M ′ ≡ ((M1 ◦ L)/x) · (M2 ◦ L) とおく．仮定 Γ � M :

A と補題 3 より，Γ � L : ∆，∆ � (M1/x) ·M2 : A′，

A′ ≤Γ A をみたす環境型 ∆ と型 A′ が存在す

る．後者の型付けと補題 3 より，∆ � M1 : D，

∆ � M2 : {x : C}Φ，{x : D}Φ ≤∆ A′ をみたす

環境型 Φ と型 C，D が存在する．

Γ � L : ∆ と ∆ � M1 : D に，型付け規則 Comp

を適用して，Γ � M1 ◦ L : D．一方，M2 についても

同様に，Γ � M2 ◦ L : {x : C}Φ．型付け規則 Extn

により，Γ � ((M1 ◦ L)/x) · (M2 ◦ L) : {x : D}Φ.

{x : D}Φ ≤∆ A′ ではあったが，このことは残念な

がら {x : D}Φ ≤Γ A′ を意味しない．すなわち，Γ の

自由型変数のうち，∆ には自由に出現しないもので，

{x : D}Φ に自由に出現していて，A′ では 抽象化さ

れるものがあるかもしれないためである：

Ftv({x : D}Φ) ∩ (Ftv(Γ) − Ftv(∆))
?
= ∅.

しかしながら，∆ � (M1/x) · M2 : A′ の導出木にお

いて，Ftv(Γ)− Ftv(∆) の前述のような型変数は名前

替えすることができる☆．

よって，この場合においては，{x : D}Φ ≤Γ A′ が

成り立つ．よって，{x : D}Φ ≤Γ A′ ≤Γ A より，補

題 6 により，Γ � ((M1 ◦ L)/x) · (M2 ◦ L) : A．

規則DAppの場合：上記のDExtnと同様．

規則 VarRef の場合：M ≡ x ◦ (M ′/x) · L とお

く．仮定 Γ � M : A と補題 3 より，Γ � (M ′/x) ·L :

{x : A′′}∆，{x : A′′}∆ � x : A′，A′ ≤Γ A，

A′′ ≤{x:A′′}∆ A′ をみたす，環境型 ∆ と型 A′，A′′

が存在する．この 2 つの型付けのうち前者のものと，

補題 3 より，Γ � L : {x : C}∆′，Γ � M ′ : A′′′，

{x : A′′′}∆′ ≤Γ {x : A′′}∆ をみたす環境型 ∆′ と型

A′′′，C が存在する．

{x : A′′′}∆′ ≤Γ {x : A′′}∆ に補題 2 を適用して，

(∆′ ≤Γ ∆ と) A′′′ ≤Γ A′′ を得る．

制限付き総称包摂の定義より，A′′ ≤{x:A′′}∆ A′

は，型変数の抽象化はなく，具体化だけだというこ

とが分かる．よって，A′′ ≤Γ A′ も成り立つ．した

がって，A′′′ ≤Γ A′′ ≤Γ A′ ≤Γ A を得る．これと，

Γ � M ′ : A′′′ に，補題 6 を適用して，Γ � M ′ : A を

得る．

規則 VarSkip の場合：上記の規則 VarRef の場

合と同様．

規則 IdR の場合：M ≡ M ′ ◦ id とする．仮定

Γ � M : A と補題 3 より，Γ � id : ∆，∆ � M ′ : A′，

☆ 名前替えする型変数は，∆ において自由に出現しないし，
A′ においても抽象化されていて自由に出現しない．よって，
∆ � (M1/x) · M2 : A′ の導出木の途中の judgement

における自由な型変数の名前替えがおこっても，結論である
∆ � (M1/x) · M2 : A′ においては束縛型変数の名前替えがお
こっているにすぎない．
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A′ ≤Γ Aをみたす環境型 ∆と型 A′ が存在する．型付

けのうち前者のものに補題 3 を適用すると，Γ ≤∆ ∆

ということが分かる．したがって，∆ � M ′ : A′ に

補題 7 を適用することができて，Γ � M ′ : A′ を得

る．さらに，A′ ≤Γ A であるから補題 6 を適用して，

Γ � M ′ : A を得る．

規則 IdLの場合：規則 IdRと同様．

［証明終］

後で使用する定義と性質をあげておく．

前述の型付け Γ � M : A は，項の構造とはギャッ

プがあった．補題 3 をふまえると，項の構造と一致す

る型付けを定義することができる．

定義 9 （構文主導型付け） 構文主導型付け

（syntax-directed typing）Γ � M : A は以下の規則

により定義される．

A ≤{x:A}Γ A′

{x : A}Γ � x : A′ SDT-Var

{x : A}Γ� M : B (A→B) ≤{x:C}Γ D

{x : C}Γ � λx.M : D
SDT-Abs

Γ � M : A→B Γ � N : A B ≤Γ B′

Γ � (MN) : B′ SDT-App

Γ ≤Γ Γ′

Γ � id : Γ′ SDT-Id

Γ�M : A Γ�N : {x :B}∆ {x : A}Γ ≤Γ D

Γ �(M/x) · N : D

SDT-

Extn

Γ � N : ∆ ∆ � M : A A ≤Γ A′

Γ � (M ◦ N) : A′ SDT-Comp

命題 3 Γ � M : A ⇔ Γ � M : A

（⇒ の証明）補題 3 による．

（⇐ の証明）制限付き総称包摂の定義と，型付

け規則 TypeAbs，TypeApp，TypeAbsInEnv，

TypeAppInEnv から，Γ � M : A，かつ，A ≤Γ A′

ならば，Γ � M : A である．このことを用いれば，

Γ � M : A の構造に関する帰納法により証明される．

3. 強正規化可能性定理

本章では，強正規化可能性定理を証明することを目

標とする．環境計算Fenvから多相 λ 計算 F への変換

を与え，Fenvの強正規化可能性定理は，多相 λ 計算

F の強正規化可能性定理に帰着することにより証明す

る．環境は，F の直積（ペア）に変換する．Fenv の

各変数は，非負整数にコーディングされるものと考え

られ，変数名による環境への参照は，多重直積に対す

る射影の適用に変換される．

以下では，変数は全順序関係 < が定義されている

と仮定する．

定義 10 （型変換） 変数の有限集合 V = {x1, . . .,

xN}(ただし x1 < · · · < xN ) に対して，Fenvの型か

ら F への型への変換 [[−]]V を以下のように定義する．
[[α]]V≡ α,

[[A → B]]V≡ [[A]]V→[[B]]V ,

[[∀α.A]]V≡ ∀α.[[A]]V ,

[[{yn : An}ρ]]V≡ B1 × · · · × BN × 1,
ただし，{y1, . . . , yn} ⊆ V であり，

Bi ≡ [[Aj ]]V (xi ≡ yjのとき)

Bi ≡ 1 (その他)
をみたすものとする．型 1 は ∀α.α → α を表す（参

照：定義 20）．

たとえば，変数集合 V として，{w, x, y, z} (w < x <

y < z) を考える．このとき，型 {x : A}{z : B}ρ の
変換は，

[[{x : A}{z : B}ρ]]V≡ 1 × [[A]]V×1 × [[B]]V×1

となる．ラベル名を自然数でコーディングすれば，直

積（型）はラベル付き直積の代用となる．これにより，

環境をラベル付き直積として解釈するわけである．

型変換は，型変数の代入に関して以下の性質をみ

たす．

補題 9 （代入補題）

[[A[α := B]]]V≡ [[A]]V [α := [[B]]V ]

この補題は，型 A の構造に関する帰納法により容易

に証明される．

変数名の有限集合 V における，名前のコードを対
応させる関数は以下のように定義される．

定義 11 （変数のコード） 変数の有限集合 V =

{x1, . . . , xN}(ただし x1 < · · · < xN ) と変数 xi に対

して，変数のコード [[xi]]V を

[[xi]]V= i

と定義する．

以降では，議論の対象となる項や型に出現する変数

をすべて含むように，集合 V は十分大きくとる．混
乱がなければ V の記述は省略することがある．また，
特に断わらない限り，πN や ιN で引用される正整数

N は V の要素の数である．
定義 12 （普遍環境型） 環境型の先頭に型抽象が

0 個以上続く型を普遍環境型と呼ぶ．すなわち，

∀α1. · · · ∀αm.Γ (m ≥ 0)

定義 13 （項の変換） Fenvの型のついている項M

と，多相 λ 計算 F の項 L から多相 λ 計算の項
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[[M ]]V(L) への変換 [[−]](−) は以下により帰納的に定

義される．ただし，有限の変数集合 V は，項 M に出

現する変数はすべて含むものとする（以降，[[M ]]V(L)

において，この条件は暗黙に仮定されているものと

する）．
[[x]]V(L) ≡ ιN (πN

[[x]]V (L))(x が普遍環境型をもつ)

≡ πN
[[x]]V (L) (その他)

[[λx.M ]]V(L) ≡ λv.[[M ]]V(ιN (update(ιN (L),

[[x]]V , v)))

[[MN ]]V(L) ≡ ιN ([[M ]](L) [[N ]](L))

((MN) が普遍環境型をもつ場合)

≡ [[M ]](L) [[N ]](L) (その他)

[[id]]V(L) ≡ ιN (L)

[[(M/x) · N ]]V(L)

≡ update(ιN ([[N ]]V(L)), [[x]]V , [[M ]]V(L))

[[(M ◦ N)]]V(L) ≡ ιN ([[M ]]V(ιN ([[N ]]V(L))))

((M ◦ N) が普遍環境型をもつ

≡ [[M ]]V(ιN ([[N ]]V(L))) (その他)

以下では，混乱がない場合は，ιN や πN
i における

“N”を随時省略するものとする．

補題 10 Γ �Fenv M : A かつ ∆ �F L : [[Γ]]V かつ

Ftv(∆) ⊆ Ftv(Γ) ならば，∆ �F [[M ]]V(L) : [[A]]V .

この補題と命題 3（� と � の等価性）により以下の
定理が成り立つ．

定理 2 Γ �Fenv M : A かつ ∆ �F L : [[Γ]]V かつ

Ftv(∆) ⊆ Ftv(Γ) ならば，∆ �F [[M ]]V(L) : [[A]]V .

補題 10 を証明する準備として以下の補題を示して

おく．

補題 11

• ∆ �F M : [[A]]V かつ A �∆ A′ ならば，

∆ �F M : [[A′]]V .

• ∆ �F M : [[A]]V かつ A ≤∆ A′ とする．A′ が普

遍環境型の場合，∆ �F ιn(M) : [[A′]]V．その他

の場合，∆ �F M : [[A′]]V . （ただし，n は集合

V の濃度）
（補題 11 の証明：前半）A �∆ A′ の構造に関する場

合分けにより証明する．

∀α.A ≤∆ A[α :=B] の場合：∆ �F M : [[∀α.A]] と

仮定する．型の変換の定義より，[[∀α.A]]≡ ∀α.[[A]] で

ある．よって，仮定より，∆ �F M : [[A]][α := [[B]]]

が導かれる．この右辺の型について，補題 9 より，

[[A]][α := [[B]]] ≡ [[A[α := B]]] という等式が成り立つ．

よって，∆ �F M : [[A[α := B]]]．

A ≤∆ ∀α.A の場合：同様．

（補題 11 の証明：後半）A ≤∆ A′ の構造に関する帰

納法により証明する．

反射律の場合（step case）は明らか．「A �∆ B な

らば A ≤∆ B」の場合（base case）は，上記の場合

から明らか．

「A �∆ B ならば {x : A}Γ ≤∆ {x : B}Γ」の場合
（base case）：∆ �F M : [[{x : A}Γ]] と A �∆ B を

仮定する．[[{x : A}Γ]] は n 重直積で，[[x]]V 番目の要

素が型 A である．命題 4・命題 5 に述べたとおり，ι

を適用すれば，要素ごとに型抽象・型具体化が可能で

ある．前半の証明より，仮定 A �∆ B は，型変数の

具体化，もしくは，抽象化を意味する．したがって，

∆ �F ιn(M) : [[{x : A}Γ]] が成り立つ．

推移律の場合（step case）：∆ �F M : [[A]]，A ≤∆

A′ ≤∆ A′′ と仮定する．

A ≤∆ A′ に対する帰納法の仮定より，∆ �F M :

[[A′]]，もしくは，∆ �F ι(M) : [[A′]].

前者の場合，A′ ≤∆ A′′ に対する帰納法の仮定より，

∆ �F M : [[A′′]]，もしくは，∆ �F ι(M) : ι([[A′′]]).

後者の場合，同様に A′ ≤∆ A′′ に対する帰納

法の仮定よって，∆ �F ι(M) : [[A′′]]，もしくは，

∆ �F ι(ι(M)) : [[A′′]]. 命題 6 で述べたとおり，

ι(ι(M))
∗→ ι(M)

である．多相 λ 計算 F の主部簡約定理により，∆ �F

ι(M) : [[A′′]] である．

［証明終］

次の補題は，M の構造に関する帰納法により証明

される．

補題 12 Γ �Fenv M : A で，A が普遍環境型なら

ば，[[M ]](L) は，ι で始まる項であるか，もしくは，

update で始まる項である．

（補題 10 の証明）Γ �Fenv M : A の構造に関する帰

納法（すなわち，M の構造に関する帰納法）により

証明する．

変数の場合：
A ≤{x:A}Γ A′

{x : A}Γ � x : A′ SDT-Var，

∆ �F L : [[{x : A}Γ]] かつ Ftv(∆) ⊆ Ftv({x : A}Γ)

と仮定する．

型 A′ が普遍環境型の場合：[[x]](L) ≡ ι(π[[x]](L))．

仮定より，∆ �F π[[x]](L) : [[A]]. A ≤{x:A}Γ A′ だから，

A ≤∆ A′. よって，補題 11 より，∆ �F ι(π[[x]](L)) :

[[A′]].

その他の場合：[[x]](L) ≡ π[[x]](L). 仮定より，∆ �F

π[[x]](L) : [[A]]. A ≤{x:A}Γ A′ だから，A ≤∆ A′．よっ

て，補題 11 より，∆ �F π[[x]](L) : [[A′]].
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λ 抽象の場合：

{x : A}Γ� M : B (A→B) ≤{x:C}Γ D

{x : C}Γ � λx.M : D
SDT-Abs，

∆ �F L : [[{x : C}Γ]] かつ Ftv(∆) ⊆ Ftv({x : C}Γ)

と仮定する．前者より，∆ �F ι(L) : [[{x : C}Γ]] をえ

て，さらに，

{v : [[A]]}∆ �F update(ι(L), [[x]], v) : [[{x : A}Γ]]

であり，

{v : [[A]]}∆ �F ι(update(ι(L), [[x]], v)) : [[{x : A}Γ]]

となる．帰納法の仮定より，

{v : [[A]]}∆ �F [[M ]](ι(update(ι(L), [[x]], v))) : [[B]]

である．F の型付け規則より，

∆ �F λv.[[M ]](ι(update(ι(L), [[x]], v))) : [[A]]→[[B]].

(A→ B) ≤{x:C}Γ D より，(A→ B) ≤∆ D. よって，

補題 11 より，

∆ �F λv.[[M ]](ι(update(ι(L), [[x]], v))) : [[D]].

関数適用の場合：

Γ�M : A→B Γ �N : A B ≤Γ B′

Γ � (MN) : B′ SDT-App，

∆ �F L : [[Γ]] かつ Ftv(∆) ⊆ Ftv(Γ) と仮定する．

帰納法の仮定より，∆ �F [[M ]](L) : [[A]]→[[B]]，

∆ �F [[N ]](L) : [[A]] を得る．型付け規則より，

∆ �F [[M ]](L)[[N ]](L) : [[B]].

B ≤Γ B′ より，B ≤∆ B′.

型 A′ が普遍環境型の場合：補題 11 より，

∆ �F ι([[M ]](L)[[N ]](L)) : [[B′]]，

すなわち，

∆ �F [[(MN)]](L) : [[B′]].

その他の場合：補題 11 より，

∆ �F ([[M ]](L)[[N ]](L)) : [[B′]]，

すなわち，

∆ �F [[(MN)]](L) : [[B′]].

恒等環境の場合：

Γ ≤Γ Γ′

Γ � id : Γ′ SDT-Id，

∆ �F L : [[Γ]] かつ Ftv(∆) ⊆ Ftv(Γ) と仮定する．前

者より，∆ �F ι(L) : [[Γ]] であるが，[[id]](L) ≡ ι(L)

だったから，∆ �F [[id]](L) : [[Γ]]. Γ ≤Γ Γ′ より，

Γ ≤∆ Γ′. よって，補題 11より，∆ �F [[id]](L) : [[Γ′]].

環境拡張の場合：

Γ � M : A Γ � N : {x : B}Π {x : A}∆′ ≤Γ D

Γ � (M/x) · N : D
，

∆ �F L : [[Γ]] かつ Ftv(∆) ⊆ Ftv(Γ) と仮定する．帰

納法の仮定より，

∆ �F [[M ]](L) : [[A]], ∆ �F [[N ]](L) : [[{x : B}Π]].

後者から，∆ �F ι([[N ]](L)) : [[{x : B}Π]] であり，

よって，

∆ �F update(ι([[N ]](L)), [[x]], [[M ]](L)) : [[{x : A}Π]].

{x : A}Π ≤Γ D より，{x : A}Π ≤∆ D. よって，補

題 11 を用いて，

∆ �F update(ι([[N ]](L)), [[x]], [[M ]](L)) : [[D]]，

すなわち，∆ �F [[(M/x) · N ]](L) : [[D]].

環境合成の場合：

Γ � N : Π Π � M : A A ≤Γ A′

Γ � (M ◦ N) : A′ SDT-Comp，

∆ �F L : [[Γ]] かつ Ftv(∆) ⊆ Ftv(Γ) と仮定する．項

N に関する帰納法の仮定より，∆ �F [[N ]](L) : [[Π]]．

よって，∆ �F ι([[N ]](L)) : [[Π]]．項 M に関する帰納

法の仮定より，

∆ �F [[M ]](ι([[N ]](L))) : [[A]].

A ≤Γ A′ より，A ≤∆ A′.

型 A′ が普遍環境型の場合：補題 11 により，

∆ �F ι([[M ]](ι([[N ]](L)))) : [[A′]]，すなわち，∆ �F

[[M ◦ N ]](L) : [[A′]].

その他の場合：補題 11 により，∆ �F [[M ]](ι([[N ]]

(L))) : [[A′]]，すなわち，∆ �F [[M ◦ N ]](L) : [[A′]].

［証明終］

補題 13 ∆ �F L : [[Γ]]，Γ �Fenv M : A, Γ �Fenv

M ′ : A と仮定する．

• M →
σ

M ′ ならば，[[M ]](ι(L))
∗→ [[M ′]](ι(L)).

• M →
β

M ′ ならば，[[M ]](ι(L))
+→ [[M ′]](ι(L)).

（証明）簡約の導出の構造に関する帰納法により証明

する．

Contextの場合：明らか．

Beta の場合：M ≡ (λx.M1)M2, M ′ ≡ M1 ◦
(M2/x) · id と仮定する．L′ ≡ ι(L) とおく．

[[M ]](L′)

≡ [[(λx.M1)M2]](L
′)

≡ [[λx.M1]](L
′) [[M2]](L

′)

≡ λv.[[M1]](ι(update(ι(L′), [[x]], v))) [[M2]](L
′)

→ [[M1]](ι(update(ι(L′), [[x]], [[M2]](L
′) )))

一方，

[[M ′]](L′)

≡ [[M1 ◦ (M2/x) · id]](L′)

≡ [[M1]](ι([[(M2/x) · id]](L′)))

≡ [[M1]](ι(update(ι(L′), [[x]], [[M2]](L
′))))

よって，[[M ]](L′) → [[M ′]](L′).

BetaClosの場合：M ≡ ((λx.M1) ◦ M2)M3, M ′ ≡
M1 ◦ (M3/x) · M2 と仮定する．L′ ≡ ι(L) とおく．
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[[M ]](L′)

≡ [[((λx.M1) ◦ M2)M3]](L
′)

≡ [[(λx.M1) ◦ M2]](L
′) [[M3]](L

′)

≡ [[λx.M1]](ι[[M2]](L
′)) [[M3]](L

′)

≡ λv.[[M1]](ι(update(ι(ι[[M2]](L
′)), [[x]], v)))

[[M3]](L
′)

→ [[M1]](ι(update(ι(ι([[M2]](L
′))), [[x]],

[[M3]](L
′))))

→ [[M1]](ι(update(ι([[M2]](L
′)), [[x]],

[[M3]](L
′))))

一方，

[[M ′]](L′)

≡ [[M1 ◦ (M3/x) · M2]](L
′)

≡ [[M1]](ι([[(M3/x) · M2]](L
′)))

≡ [[M1]](ι(update(ι([[M2]](L
′)), [[x]],

[[M2]](L
′))))

よって，[[M ]](L′)
+→ [[M ′]](L′).

IdLの場合：M ≡ id◦M ′ と仮定する．L′ ≡ ι(L) と

おく．

[[id ◦ M ′]](L′)

≡ [[id]](ι([[M ′]](L′)))

≡ ι(ι([[M ′]](L′)))
+→ ι([[M ′]](L′)).

項 M ′ は普遍環境型だから，補題 12 により，

[[M ′]](L′) は ι で始まる項であることが分かる．よっ

て，ι([[M ′]](L′))
+→[[M ′]](L′). したがって，[[M ]](L′)

+→
[[M ′]](L′)，よって，[[M ]](L′)

∗→ [[M ′]](L′)．

IdRの場合：M ≡ M ′ ◦ id と仮定する．

[[M ]](ι(L))

≡ [[M ′ ◦ id]](ι(L))

≡ [[M ′]](ι([[id]](ι(L))))

≡ [[M ′]](ι(ι(ι(L))))
+→ [[M ′]](ι(L)).

したがって，[[M ]](ι(L))
∗→ [[M ′]](ι(L)).

VarRef の場合：M ≡ x ◦ (M ′/x) ·M ′′ と仮定する．

L′ ≡ ι(L) とおく．

[[M ]](L′)

≡ [[x ◦ (M ′/x) · M ′′]](L′)

≡ [[x]](ι([[(M ′/x) · M ′′]](L′)))

≡ [[x]](ι(update(ι([[M ′′]](L′), [[x]], [[M ′]](L′)))))

≡ π[[x]](ι(update(ι([[M ′′]](L′), [[x]], [[M ′]](L′)))))
+→ π[[x]](update(ι([[M ′′]](L′), [[x]], [[M ′]](L′))))
+→ [[M ′]](L′).

したがって，[[M ]](ι(L))
∗→ [[M ′]](ι(L)).

VarSkipの場合：M ≡ y◦(M1/x)·M2，M ′ ≡ y◦M2

と仮定する．L′ ≡ ι(L) とおく．

[[M ]](L)

≡ [[y ◦ (M1/x) · M2]](L
′)

≡ [[y]](ι([[(M1/x) · M2]](L
′)))

≡ π[[y]](ι(update(ι([[M2]](L
′)), [[x]], [[M1]](L

′))))
+→ π[[y]](update(ι([[M2]](L

′)), [[x]], [[M1]](L
′)))

+→ π[[y]](ι([[M2]](L
′)))

≡ [[y ◦ M2]](L
′)

≡ [[M ′]](L′).

したがって，[[M ]](ι(L))
∗→ [[M ′]](ι(L)).

Assocの場合：M ≡ (M1 ◦ M2) ◦ M3，M ′ ≡ M1 ◦
(M2 ◦ M3) と仮定する．L′ ≡ ι(L) とおく．

[[M ]](L′)

≡ [[(M1 ◦ M2) ◦ M3]](L
′)

≡ [[M1 ◦ M2]](ι([[M3]](L
′)))

≡ [[M1]](ι([[M2]](ι([[M3]](L
′))))).

一方，

[[M ′]](L′)

≡ [[M1 ◦ (M2 ◦ M3)]](L
′)

≡ [[M1]](ι([[M2 ◦ M3]](L
′)))

≡ [[M1]](ι([[M2]](ι([[M3]](L
′))))).

よって，[[M ]](L′) ≡ [[M ′]](L)，すなわち，[[M ]](L′)
∗→

[[M ′]](L).

DApp の場合：M ≡ (M1M2) ◦ M3，M ′ ≡ (M1 ◦
M3)(M2 ◦ M3) と仮定する．L′ ≡ ι(L) とおく．

[[M ]](L′)

≡ [[(M1M2) ◦ M3]](L
′)

≡ [[M1M2]](ι([[M3]](L
′)))

≡ [[M1]](ι([[M3]](L
′))) [[M2]](ι([[M3]](L

′))).

一方，

[[M ′]](L′)

≡ [[(M1 ◦ M3)(M2 ◦ M3)]](L
′)

≡ [[M1 ◦ M3]](L
′) [[M2 ◦ M3]](L

′)

≡ [[M1]](ι([[M3]](L
′))) [[M2]](ι([[M3]](L

′))).

よって，[[M ]](L′) ≡ [[M ′]](L)，すなわち，[[M ]](L′)
∗→

[[M ′]](L).

DExtn の場合：M ≡ ((M1/x) · M2) ◦ M3，M ′ ≡
((M1 ◦ M3)/x) · (M2 ◦ M3) と仮定する．L′ ≡ ι(L)

とおく．
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[[M ]](L′)

≡ [[((M1/x) · M2) ◦ M3]](L
′)

≡ [[(M1/x) · M2]](ι([[M3]](L
′)))

≡ update(ι([[M2]](ι([[M3]](L
′)))), [[x]],

[[M1]](ι([[M3]](L
′)))).

一方，

[[M ′]](L′)

≡ [[((M1 ◦ M3)/x) · (M2 ◦ M3)]](L
′)

≡ update(ι([[M2 ◦ M3]](L
′)), [[x]],

[[M1 ◦ M3]](L
′)),

≡ update(ι([[M2]](ι([[M3]](L
′)))), [[x]],

[[M1]](ι([[M3]](L
′)))).

よって，[[M ]](L′) ≡ [[M ′]](L)，すなわち，[[M ]](L′)
∗→

[[M ′]](L).

［証明終］

次に，σ 簡約の停止性を証明する．

定義 14 (項の大きさ) 項 M の大きさ |M |(> 0)

を以下のように，項の構造に関して帰納的に定義する．

|x| ≡ 1,

|λx.M | ≡ 2|M |,
|(MN)| ≡ |M | + |N | + 1,

|id| ≡ 1,

|(M/x) · N | ≡ |M | + |N | + 1,

|(M ◦ N)| ≡ |M |(|N | + 1).

定理 3 （σ 簡約の停止性） σ 簡約→
σ
は停止する．

すなわち，M1 →
σ

M2 →
σ
· · · という σ 簡約の無限簡約

列は存在しない．

（証明）項の大きさは，1 以上の整数であるので，

M →
σ

M ′ ならば，|M | > |M ′| ということを示せ
ば十分である．このことを簡約の導出の構造に関する

帰納法により証明する．

Contextの場合：明らか．

IdLの場合：|id ◦ M | = |M | + 1 > |M |.
IdRの場合：|M ◦ id| = 2|M | > |M |.
VarRef の場合：|x ◦ (M/x) ·N | = |M |+ |N |+2 >

|M |.
VarSkipの場合：

|y ◦ (M/x) ·N | = |M |+ |N |+2 > |N |+1 = |y ◦N |.
Assocの場合：

|(L ◦ M) ◦ N |
≡ |L ◦ M |(|N | + 1)

≡ |L|(|M | + 1)(|N | + 1)

≡ |L||M ||N | + |L||N | + |L||M | + |L|.

一方，

|L ◦ (M ◦ N)|
≡ |L|(|M ◦ N | + 1)

≡ |L|{|M |(|N |+ 1) + 1}
≡ |L||M ||N | + |L||M | + |L|.

よって，

|(L ◦ M) ◦ N | > |L ◦ (M ◦ N)|.
DAppの場合：

|(MN) ◦ L|
≡ |MN |(|L| + 1)

≡ (|M | + |N | + 1)(|L| + 1)

≡ |M ||L| + |N ||L| + |L| + |M | + |N | + 1.

一方，

|(M ◦ L)(N ◦ L)|
≡ |M ◦ L| + |N ◦ L| + 1

≡ |M ||L| + |M | + |N ||L| + |N | + 1.

よって，

|(MN) ◦ L| > |(M ◦ L)(N ◦ L)|.
DExtnの場合：

|((M/x) · N) ◦ L|
= (|M | + |N | + 1)(|L| + 1)

= |M ||L| + |N ||L| + |L| + |M | + |N | + 1.

一方，

|(((M ◦ L)/x) · (N ◦ L))|
= {|M |(|L| + 1)} + {|N |(|L|+ 1)} + 1

= |M ||L| + |M | + |N ||L| + |N | + 1.

よって，

|((M/x) · N) ◦ L| > |(((M ◦ L)/x) · (N ◦ L))|.
［証明終］

論文 5)において，型なし環境計算において合流性

が成り立つことが示されている．

定理 4 （簡約の合流性） M
∗→M1 かつ M

∗→M2

ならば，M1
∗→M ′ かつ M2

∗→M ′ をみたす項 M ′ が

存在する．

よって，簡約の停止性を示せば，強正規化可能性定

理が示される．

補題 14 （簡約の停止性） M1 →M2 →· · · という
無限簡約列は存在しない．

（証明） M1 → M2 → · · · という無限簡約列が存在し
たとする．σ 簡約は停止性をみたしたから，この無限

簡約列は β 簡約を無限に含む．補題 10，13 より，各

項を変換したものも，多相 λ 計算 F の簡約列となる．

[[M1]](L)
∗→ [[M2]](L)

∗→ · · ·
補題 13 より，β 簡約は F の

+→ に変換されるので，

この簡約列は F の無限簡約列となってしまうが，F

は強正規化可能性をみたすので，矛盾である．
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よって，Fenvには無限簡約列は存在しない．

［証明終］

定理 5 （簡約の強正規化可能性定理） 任意の項M

に対して，どのように簡約しても，同じ正規形（これ

以上簡約できない形）SN(M) に至る．

（証明）正規形の存在は，簡約の停止性（補題 14）よ

り成り立つ．

正規形として V，V ′ があったとする．

M → · · · → V,

M → · · · → V ′

合流性により V
∗→ V ′′′，V ′ ∗→ V ′′′ なる V ′′′ が存在

する．V，V ′ はこれ以上簡約できない項だったから，

V ≡ V ′′′ ≡ V ′．よって正規形の一意性もいえた．

［証明終］

4. お わ り に

本論文では，多相環境計算Fenvを提唱し，Fenvを多

相 λ 計算 System F 上で解釈することにより強正規

化可能性定理を示した．

本論文および論文 5)，6) で研究してきた体系の他

に，環境計算の体系としては佐藤らにより提唱された

体系として，λε 計算8) がある．彼らの体系における

多相型体系およびその体系における強正規化可能性定

理に対して，本論文のような手法が適用できるかどう

か検討することは興味深い課題であろう．
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付 録

A.1 諸 定 義

定義 15 関数 Dom 環境型 Γ に対し，項変数の有

限集合 Dom(Γ) は以下のように定義される．

Dom({xn : An}ρ) ≡ {x1, . . . , xn}
定義 16 （環境型変数への代入） 条件

Dom(Γ) ∩ PVar(ρ) 	= ∅
をみたす，型 A, 環境型変数 ρ, 環境型 Γ に対し，A

における ρ の Γ への代入 A[ρ := Γ] は以下のように

帰納的に定義される．

α[ρ := Γ] ≡ α

(A → B)[ρ := Γ] ≡ A[ρ := Γ] → B[ρ := Γ]

(∀α.A)[ρ := Γ] ≡ ∀α.(A[ρ := Γ])

(ただし，α 	∈ Ftv(Γ))

({xn : An}ρ)[ρ := Γ] ≡ {xn : An[ρ := Γ]}Γ
(ただし，Γ ≡ {ym : Bm}ρ′′とすると，

PVar(ρ) ⊆ PVar(ρ′′))

({xn : An}ρ′)[ρ := Γ] ≡ {xn : An}ρ′

(ただし，ρ′ 	≡ ρ)

この定義の前提条件と禁止変数に関する条件により，

代入結果である環境型においても，「束縛される項変数

は相異なる」という条件が成り立つことに注意せよ．

定義 17 （文脈） Fenvの文脈（context）は以下の

文法により定義される．
C[ ] ::= [ ] | λx.C[ ] | (C[ ]N) | (MC[ ])

| id | (C[ ]/x) · N | (M/x) · C[ ]

| (C[ ] ◦ N) | (M ◦ C[ ])
定義 18 （多相 λ 計算 F） 項は以下のように定

義される．

A ::= α | (A → B) | ∀α.A

型環境は，定義域が有限である，変数から型への部分

関数であり，{x1 : A1} · · · {xn : An} と表す．メタ変
数としては，Γ，∆ などを用いる．

型付けは以下の型付け規則により定義される．
Γ � x : A
{x : A}

Γ � M : A → B Γ � N : A
Γ � (MN) : B
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{x : A}Γ � M : B

Γ � (λx.M) : A → B

Γ � M : A α 	∈ Ftv(Γ)

Γ � M : ∀α.A

Γ � M : ∀α.A
Γ � M : A[α := B]

また，簡約関係は，項の間の二項関係であり，以下の

規則から定義される．

(λx.M)N → M [x:=N ]
M → M ′

C[M ] → C[M ′]

ただし，C[−] は文脈（穴あき項）である．

定義 19 （多相 λ 計算 F における直積） 多相 λ

計算 F において，直積型 A×B は以下のように表現

することができる．

A × B ≡ ∀α.(A → B → α) → α,

直積型のコンストラクタ・デストラクタは以下のよう

に定義される．

〈M, N〉 ≡ λf.fMN,

π1(M) ≡ M(λx.λy.x), π2(M) ≡ M(λx.λy.y).

このように表現すると，

π1(〈M, N〉) ∗→ M, π2(〈M,N〉) ∗→ N

が成り立つ．

本論文では，× は右結合的とする．すなわち，
A1 × · · · × An ≡ A1 × (A2 × · · · (An−1 × An)).

また，非負整数 i(< n) に対して，

πn
i (M) ≡ π1(π2(· · ·π2(M) · · ·))

(ただし π2 は i − 1 個)と定義する．πn
i は，n 重対

の i(≤ n) 番目の要素を取り出す射影関数を表す．

また，型 A1 × · · · × An × 1 の項 M に対して，

ιn(M) ≡ 〈πn
1 (M), πn

2 (M), . . . , πn
n(M), 1〉

定義する．

定義 20 （型 1） ここで型 1 は，∀α.α → α とす

る．この型をもつ項としては，λx.x がある．

演算子 update を
updateN (M, i, L)

≡ 〈πn
1 (M), . . . , πn

i−1(M), L, πn
i+1(M), . . . ,

πn
n(M), 1〉

と定義する．直感的には，n 重直積 M の第 i 番目の

要素を L に置き換えたものを意味する．

直積型の項 M が与えられたとき，この項の形のま

ま，第 i 成分だけを型抽象することは一般にはできな

い．すなわち，Γ � M : A×B から，α 	∈ Ftv(Γ)が成

り立っていたとしても，必ずしも Γ � M : (∀α.A)×B

を導くことはできないわけである．しかしながら，M

の代わりに，〈π1(M), π2(M)〉 という項を考えると，
Γ � M : A × B

Γ � π1(M) : A

Γ � π1(M) : ∀α.A

Γ � M : A × B

Γ � π2(M) : B

Γ � 〈π1(M), π2(M)〉 : (∀α.A) × B

は成り立つ．同様にして，この項は，第 2 成分を型抽

象した型を持つ．すなわち，

Γ � 〈π1(M), π2(M)〉 : A × (∀α.B)

また，これを n 重直積に一般化すると

命題 4

Γ � M : · · · × Ai−1 × Ai × Ai+1 × · · ·
....

Γ � ιn(M) : · · · × Ai−1 × ∀α.Ai × Ai+1 × · · ·
をえる．また，具体化も同様である．

命題 5

Γ � M : · · · × Ai−1 × ∀α.Ai × Ai+1 × · · ·
....

Γ � ιn(M) : · · · × Ai−1 × Ai[α:=A] × Ai+1 × · · ·
また，ι は簡約に関して以下の性質をみたす．

命題 6

πn
i (ιn(M))

∗→ πn
i (M),

ιn(ιn(M))
∗→ ιn(M).

ιn の “n”の記載は，混乱がない場合は省略するこ

ともある．

(平成 16年 9 月 30日受付)

(平成 16年 12月 27日採録)
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