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1. まえがき

試験は学生のスキルを測るために用いられる．設
問に対して正解ならば 1，不正解ならば 0とすれ
ば，試験結果を行列で表すことができる．
設問には必要なスキルが設定されている．設問

と，設問を解くために必要となるスキルの関係を
行列で表したものを Q-matrixという [1]．本研究
では，試験結果の行列を因子分解することによっ
て，Q-matrixを得ることを試みる．
行列因子分解に用いられる手法として，NMF(Non-

negative Matrix Factorization)[2]やBMF(Boolean Ma-
trix Factorization)[3]がある．本研究では，BMFを
用いて行列因子分解を行う．また，BMFによる行
列因子分解では，パラメータによって分解精度が異
なる．このパラメータを自動決定する手法として，
MDL(Minimum Description Length)[4]を用いる．

2. BMF（Boolean Matrix Factorization）

2.1 BMFとは

NMFは非負値の行列に分解するが，行列が 0, 1
の論理値の時は，論理値に対応した手法を用いる
ことが良いと考えられる．BMFは，論理演算を用
いて行列因子分解を行う手法である．NMFが非負
値の実数値に行列因子分解するのに対し，BMFで
は要素が論理値である行列に分解する．
図 1に示すように，n × m行列R ∈ {0, 1}を，

n × k 行列 Q ∈ {0, 1}と k × m行列 S ∈ {0, 1}
に分解する．なお，◦は行列の論理積和演算子を
表す．

図 1 BMFの概念図
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2.2 BMFのアルゴリズム

Rの各列同士の相関値から，相関行列X を作
成する．i番目の列を riとおくと，Xの要素であ
る xijは，Association ruleによって式 (1)のように
表すことができる．τは閾値であり，相関値がτ
以上ならば 1を，τ未満なら 0を xij に格納する．
なお，<,>は内積を表す．

xij = 1(< ri, rj > / < ri, ri >) ≥τ (1)

Qの列は貪欲法によって，式 (2)に示す cover関
数の値が最大になるようにXを元に作られる．ま
た，Qを作り出すと同時に Sも作り出す．

cover(Q,S,R) = |(i, j) : rij = 1 ∧ (Q ◦ S)ij = 1|
−|(i, j) : rij = 0 ∧ (Q ◦ S)ij = 1|

(2)

式 (2)では，Rの要素とQ ◦ Sの要素の違いを調
べ，等しい要素の数から異なっている要素の数を
引いている．2つの数の差が大きいほど，cover関
数の値は大きくなる．
図 2に，BMFのアルゴリズムを示す．

� �
Input : matrix R ∈ {0, 1}n × m for data, a posi-
tive integer k, and a threshold valueτ ∈ (0, 1].
Output : Matrices Q ∈ {0, 1}n×k and S ∈
{0, 1}k×m such that Q ◦ S approximates R.
1: function Asso(R,k,τ)
2: for i = 1, ..., n do
3: xi = j : r(i ⇒ j) ≥τ
4: Q← [],S← []
5: for l = 1, ..., k do
6: ql← xi and s.l← {0, 1}n maximizing
cover(Q,S,R)
7: return Q and S� �

図 2 BMFのアルゴリズム
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3. MDL(Minimum Description Length)

MDLとは，モデルセットHが与えられたとき，

MDL = L(H) + L(D|H) (3)

を最小にするモデル H ∈ Hを選択する手法であ
る．L(H)は Hの記述長，L(D|H)は Hを符号化
した時のデータ記述長を示す．

BMFにおいて，データセットRが与えられた
とき，Rの分解 (Q,S)とRの異なる要素を

E = R⊕ (Q ◦ S) (4)

と表す．式 (4)を用いれば，Rは次のように定義
することができる．

R = (Q ◦ S)⊕E (5)

また，この様子の例を図 3に示す．

図 3 式 (5)の図

BMFにおいて，H = (B,C)とし，MDLを用い
て最小化する式を

L(R,H) = L(H) + L(E)

と定義する．この時，Bがn× k行列，Cがk× m
行列であるとし，L(H)を式 (6)と定義する．

L(H) = LN(n)+LN(m)+L(k)+L(Q)+L(S) (6)

4. 計算機実験

論理値行列QおよびSをそれぞれ 15× 8行列，
8× 100行列とし，要素をランダムに決定する．ま
た，kをMDLによって決定した．Q ◦Sによって
Rを求め，Rに対して BMFを用いて行列因子分
解を行った．
実験の結果，MDLを用いて k = 8と求めるこ

とができた．行列因子分解を行ったところ，求め
られた Q̂と元のQのフロベニウスノルムは 14と
なった．

5. 実データによる実験

5.1 実験方法

実データとして，統計言語 Rの CDMパッケー
ジにある『fraction.subtraction.data』および『frac-
tion.subtraction.qmatrix』を用いた．このデータは，

分数の問題 20問を 536人が解いた結果である．こ
の試験におけるQ-matrixはエキスパートによって
スキルは 8つであると定義されているため，定義
されているQ-matrixと推定によるQ-matrixの比較
を行う．

5.2 MDLを用いた実験

MDLを用いて k を決定したところ，k = 2と
なり，定義されているものよりもきわめて小さく
なった．
kが小さくなってしまった原因として，8つある

とされているスキルの中に，少ない問題にしか使
われていないものがあるためということが考えら
れる．

5.3 考察

分数の問題に設定されているスキルは非常に細
かくなっている．エキスパートから見ればそのよ
うに設定されているとしても，実際にはこれらの
細分化スキルが正しくないかもしれない．本研究
において，MDLによって k = 2となったが，そ
れは「分数の問題を解くことができるスキル」と
「凡ミスをしないスキル」に分けることもできると
考察する．

6. まとめ

MDLを用いてBMFによる行列因子分解を行い，
設問とスキルの関係を表すQ-matrixを求めた．実
験の結果，計算機実験ではうまくMDLでスキル
数を求めることができたが，実データではエキス
パートの決定したスキル数よりも小さくなった．
しかし，エキスパートによって定義された Q-

matrix が正しいとは限らないため，得られた Q-
matrixに意味づけができるかどうかが重要である
と考えられる．
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