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一般の遷移確率に対する関数ルーターモデルの全訪問時間

白髪丈晴1,a)

概要：ランダムウォークの脱乱択化とは決定的過程でランダムウォークを模倣しようとする試みである.
ロータールーターモデルと呼ばれる単純ランダムウォークを模倣する決定的過程に対し,いくつかの全訪問
時間の研究が為されているが,一般の遷移確率を模倣する決定的過程の全訪問時間に対する研究は知られて
いない. 本論文では,無理数の遷移確率も含み一般の遷移確率を模倣しうる SRTルーターモデルの全訪問時
間の解析を行い,全訪問時間の上界を導出した. この上界は一般の遷移確率を模倣する決定的過程に対する
初の全訪問時間の上界であり,更に既存のロータールーターモデルに対する結果も改善している.

The Cover Time of Functional Router Models
for General Transition Probabilities
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1. はじめに

1.1 ランダムウォークの全訪問時間に対する既存研究

ランダムウォークはグラフ上の基本的な確率過程である.

ランダムウォークにおいて,各トークンはランダムに選択さ

れた隣接頂点へ遷移を繰り返す. 全訪問時間とはトークン

によってグラフ上の全ての頂点が訪問されるまでにかかる

時間の期待値である. 全訪問時間はランダムウォークに対

する重要な指標の一つであり,多くの研究が為されている.

Aleliunasら [3]は単純ランダムウォーク (トークンは隣

接頂点を一様ランダムに選択し遷移する)に対し研究を行

い,任意の連結グラフに対し全訪問時間が 2m(n − 1)で抑

えられることを示した. ここで mはグラフの枝数, nはグ

ラフの頂点数を表す. Feigeは任意のグラフに対し,全訪問

時間の下界が
(
1− o(1)

)
n log n,上界が

(
1 + o(1)

)
(4/27)n3

となることを示した [16], [17].

より高速な全訪問時間を実現するため,複数トークンの

ランダムウォークによる全訪問時間の研究も為されている.

Broderら [8]は k個のトークンの単純ランダムウォーク (k-

単純ランダムウォーク)のトークンの初期配置が定常分布
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から始まる場合の全訪問時間の研究を行った. 任意の初期

配置に対する全訪問時間に対しては, Alonら [4]が任意の

グラフ, k ≤ log nに対し k-単純ランダムウォークの全訪問

時間の上界が
(
(e + o(1))/k

)
thit log nとなることを示した.

ここで, thit は到達時間を表す. Elsasser と Sauerwald [15]

はより大きな k に対しこの上界を改善し, 任意のグラフ,

k ≤ nに対し O
(
t∗ + (thit log n)/k

)
を示している. ここで,

t∗ は混交時間を表す.

池田ら [21]は工夫した遷移確率を用いることで全訪問時

間の改善を実現した. 彼らは β-ランダムウォークと呼ばれ

る,無理数の遷移確率を含むランダムウォークを設計し,そ

の全訪問時間が任意のグラフに対し O(n2 log n)であるこ

とを示した. また,野中らはメトロポリス・ヘイスティング

法に基づくメトロポリス・ウォークを設計し,その全訪問

時間が任意のグラフに対し O(n2 log n)であることを示し

ている.

一般の遷移確率,複数トークンのランダムウォークの全訪

問時間に対し分かっていることは少ない. Elsasserと Sauer-

wald [15]は任意の遷移確率行列, 任意の nε ≤ k ≤ nに対

し下界 Ω
(
(n log n)/k

)
を与えている. ここで εは 0 < ε < 1

を満たす定数である.
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1.2 決定的過程の全訪問時間に対する既存研究

決定的なグラフ探索という観点から,単純ランダムウォー

クのアナロジーであるロータールーターモデルに対し,近

年多くの研究が為されている. このモデルでは,各頂点 uは

u上のトークンを隣接頂点に 1つずつ順番に振り分ける.

言い換えると, uは隣接頂点 v に 1/δ(u)の比率でトークン

を遷移させる. ここで, δ(u)は隣接頂点の個数である.

Yanovskiら [31]は単一トークンのロータールーターモデ

ルの振る舞いに対し研究を行い,高々 2mD ステップ後に,

トークンがオイラー閉路の巡回に陥ることを示した. ここ

でDはグラフの直径を表す. Bampasら [6]は任意のグラフ

に対しオイラー閉路の巡回に陥るまで Ω(mD)かかる例の

構成例を示した. これらの結果は単一トークンのローター

ルーターモデルの全訪問時間が一般に Θ(mD)であること

を示している. ロータールーターモデルの全訪問時間解析

の他のアプローチとして,ロータールーターモデルにおけ

るトークンの訪問頻度 X
(T )
v とランダムウォークの特徴量

を結びつける手法が開発されている. ここでX
(T )
v は頂点 v

がトークンに時刻 T までに訪問された回数を示す. Holroyd

と Propp [20]は X
(T )
v と対応するランダムウォークの定常

分布 π に対し, |πv −X
(T )
v /T | ≤ Kπv/T を示した. ここで

K は T に依存しない定数である. この定理はX
(T )
v /T が T

が増加するに従って πv に収束することを表している. この

事実を用いて, Friedrichと Sauerwald [19]は多くのグラフ

構造に対しロータールーターモデルの全訪問時間の上界を

与えている.

全訪問時間の高速化の為, k > 1トークンのロータールー

ターモデルに対する研究が Dereniowski ら [13] によって

為されている. 彼らは任意のグラフ, k = O
(
poly(n)

)
もし

くは 2O(D) に対し全訪問時間の上界 O(mD/ log k)を示し,

下界として Ω(mD/k)を満たす例を与えている. Kosowski

と Pajak [24]は上記の上界を改善し, 任意のグラフに対し

O
(
t∗ + (∆/δ)(mt∗/k)

)
を示した. ここで ∆/δ は最大/最小

次数を表す.

単純ランダムウォークに対応するロータールーターモデ

ルを超えた,一般の遷移確率に対応する決定的過程に対す

る研究も近年為されている. これは各頂点 uが u上のトー

クンを隣接頂点 v に Pu,v の比率で決定的に遷移させるモ

デルである. ここで Pu,v は対応するランダムウォークの u

から vへの遷移確率を表す (詳細は 2.2節を参照されたい).

Holroydと Propp [20]はスタックウォーク (白髪らはこれを

SRTルーターモデルと呼んだ [28])を設計し,このモデルに

おけるトークンの訪問頻度と到達時間の関連を示した. 白

髪ら [28]は関数ルーターモデルと呼ぶより一般的なモデル

を定義し, SRTルーターモデルと対応するランダムウォー

クの単一頂点誤差に対し上界を与えている. しかし,既存研

究において,一般の遷移確率に対応する決定的過程の全訪

問時間に対する研究は知られていない.

1.3 本研究の成果

これまでの全訪問時間の研究が単純ランダムウォーク

を模倣するロータールーターモデルに対する研究だった

のに対し,本論文は一般の遷移確率に対応する決定的過程,

さらには複数トークンの場合の全訪問時間に対し研究を

行う. そして,定理 4.1によって,任意のエルゴード的かつ

可逆な遷移確率行列（無理数の値も含みうる）に対応する

決定的過程の全訪問時間の上界を与えることに成功した.

具体的には, k ≥ 1に対し上界 O
(
t∗ + m′t∗/k

)
を与えた.

ここで m′ = maxu∈V (δ(u)/πu)である. これは, 知り得る

限り初の一般の遷移確率に対応する決定的過程の全訪問

時間の上界である. この上界はロータールーターモデルに

対し, k = 1の場合, t∗ = O(D)のとき既存の O(mD)[31]

と一致する. また, t∗ が小さい, もしくは k が大きい場合,

O(mD/ log k)[13]を改善している. そして,正則グラフでな

いグラフに対し,既存のO
(
t∗ + (∆/δ)(mt∗/k)

)
[24]を∆/δ

の項に対し改善している.

証明では,まず SRTルーターモデルの訪問頻度 X
(T )
v と

対応する (一般の)ランダムウォークの特徴量を結びつけ

る. このアプローチは [19], [20], [24]の拡張となっている.

具体的には, |πv − (X
(T )
v /kT )| < Kπv/T が任意のエルゴー

ド的かつ可逆な遷移確率行列に対し成り立つことを示した.

ここで πv は遷移確率行列の定常分布であり, K は T に依

存しない定数である. この上界は [20]の結果の k > 1トー

クン,一般の遷移確率に対する拡張となっている.

1.4 ランダムウォークの脱乱択化に対する関連研究

関連の深い話題として,複数トークンの決定的過程のトー

クン配置と対応するランダムウォークのトークン配置の単

一頂点誤差の研究が行われている. Rabaniら [27]は拡散モ

デルと呼ばれる決定的過程と対応する確率過程の単一頂点

誤差の研究を行い,また解析のフレームワークを構築した.

特定のグラフ構造上での単一頂点誤差は広く研究されてい

る. 例えば,整数格子点上 [11], [12], [14],木上 [10], d次元

超立方体上 [1], [18]などである. Berenbrinkら [7]は近年,

d正則グラフ上で既存の上界を改善した.

一般の遷移確率を扱うため, 有向多重グラフ上での

研究が [22], [23] で行われている. SRT ルーターモデル

は [28], [29]で扱われている. 彼らは SRTルーターモデル

と一般のマルコフ連鎖の差を単一頂点誤差,総変動距離と

いった指標で研究している.

近年, Chalopinら [9]は複数トークンのロータールーター

モデルの周期的挙動について研究を行い,周期的な状態に

陥るまでの時間の上下界を与えている.

2. 準備

2.1 ランダムウォーク/マルコフ連鎖
V = {1, 2, . . . , n}を有限状態 (頂点)集合, P ∈ Rn×n

≥0 を
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V 上の遷移確率行列とする. 即ち, P は
∑

v∈V Pu,v = 1を

任意の u ∈ V に対し満たす. ここで Pu,v は P の (u, v)成

分を表す. 任意のエルゴード的 *1 な P は唯一の定常分布

π ∈ Rn
>0 (即ち, πP = π)を持ち,かつ極限分布が π に一致

する (即ち,任意の V 上の確率分布 ξに対し limt→∞ ξP = π

が成り立つ)ことが知られている. ここで,定常分布への収

束を厳密に定義するため,総変動距離と混交時間の定義を

導入する. 今, ξ, ζ を V 上の確率分布とする. このとき, ξと

ζ の総変動距離 Dtv(ξ, ζ)は以下のように定義される.

Dtv(ξ, ζ)
def.
= max

A⊆V

∣∣∣∣∣∑
v∈A

(ξv − ζv)

∣∣∣∣∣ = 1

2

∑
v∈V

|ξv − ζv|.(1)

そして P の混交時間 τ(ε)は ε > 0に対し

τ(ε)
def.
= max

u∈V
min

{
t ∈ Z≥0 | Dtv(P

t
u,·, π) ≤ ε

}
(2)

と定義され,便宜上

t∗
def.
= τ(1/4), (3)

と定義する. t∗ はよく P の特徴付けに使われる (cf.[25]).

本論文では, P はエルゴード的かつ可逆と仮定する. P が

可逆とは,任意の u, v ∈ V に対し πuPu,v = πvPv,u が成り

立つことをいう. 例えば, β-ランダムウォーク [21]やメト

ロポリスウォーク [26]の遷移確率行列は可逆である.

2.1.1 複数トークンのランダムウォークの記法

今, µ(0) = (µ
(0)
1 , . . . , µ

(0)
n ) ∈ Zn

≥0 を V 上の k ≥ 1トーク

ンの初期配置とする. 各時刻 t ∈ Z≥0 で, v ∈ V 上の各トー

クンは独立に確率 Pv,uで u ∈ V へランダムに遷移する. こ

こで µ(t) = (µ
(t)
1 , . . . , µ

(t)
n ) ∈ Rn

≥0 を時刻 tのトークンの期

待配置とする. 即ち, µ(t) = µ(0)P t が成り立つ. ここで,混

交時間の定義より t ≥ τ(ε)ならば Dtv(µ
(t)/k, π) ≤ εが成

り立つことに注意する.

2.2 SRTルーターモデル
任意の実数の遷移確率を含むランダムウォークを模

倣するため, 超一様分布列 (cf. [5], [30]) に基づく決定的

過程が [20] や [28] で提案されており, それぞれスタック

ウォーク, SRT ルーターモデルと呼ばれている. 本節で

はこのモデルの定義を行う. N (v)を v の隣接頂点の集合

(N (v) = {u ∈ V | Pv,u > 0})とする. SRTルーターモデル

では, k個のトークンは与えられた P に対し各 v ∈ V 上に

定義される SRTルーター σv : Z≥0 → N (v)に従って遷移

を繰り返す.

今, σv(i)は与えられた σv(0), . . . , σv(i− 1)に対し,再帰

的に以下のように定義される. まず, Ti(v) = {u ∈ N (v) |
|{j ∈ [0, i) | σv(j) = u}| − (i+ 1)Pv,u < 0}とする. ここで

*1 P が既約 (∀u, v ∈ V, ∃t > 0, P t
u,v > 0) かつ非周期的

(∀v ∈ V,GCD{t ∈ Z>0 | P t
v,v > 0}) のとき, P はエルゴー

ド的であるという.

[z, z′) = {z, z+1, . . . , z′ − 1}である ([z, z) = ∅). このとき,

σv(i)を∣∣{j ∈ [0, i) | σv(j) = u}
∣∣+ 1

Pv,u

を最小化する u∗ ∈ Ti(v)と定義する. そのような u ∈ Ti(v)

が複数あった場合,予め決めておいた順序に従って選ぶ. こ

のとき, σv(0), σv(1), . . .は以下の性質を満たすことが知ら

れている.

命題 2.1. [5], [30]任意の P , v, u ∈ V ,整数 z > 0に対し,∣∣∣∣∣{j ∈ [0, z) | σv(j) = u}
∣∣− z·Pv,u

∣∣∣ < 1

が成り立つ.

今, χ(0) = µ(0),そして χ(t) ∈ Zn
≥0 を時刻 tの SRTルー

ターモデルにおける kトークンの配置とする (
∑

v∈V χ
(t)
v =

k). このとき, SRTルーターモデルは以下のように動作す

る. まず t = 0 のとき, 各頂点 v は χ
(0)
v 個のトークンを

σv(0), σv(1), . . . , σv(χ
(0)
v − 1)に従って近傍へ振り分ける.

言い換えると, 各頂点 v は |{j ∈ [0, χ
(0)
v ) | σv(j) = u}|個

のトークンを uへ遷移させ, χ(1)
u =

∑
v∈V |{j ∈ [0, χ

(0)
v ) |

σv(j) = u}|となる. 次の時刻 (t = 1)では,各頂点 vは χ
(1)
v

個のトークンをσv(χ
(0)
v ), σv(χ

(0)
v +1), . . . , σv(χ

(0)
v +χ

(1)
v −1)

に従って近傍へ振り分ける. 今,時刻 tで vから uへ遷移す

るトークン数を Z
(t)
v,u とすると,

Z(t)
v,u =

∣∣∣{j ∈ [0, χ(t)
v ) | σv(X

(t)
v + j) = u

}∣∣∣ , (4)

となる. ここで X(T ) =
∑T−1

t=0 χ(t) (X(0)
v = 0)とする,そし

て, χ(t+1) は任意の u ∈ V に対し

χ(t+1)
u =

∑
v∈V

Z(t)
v,u =

∑
v∈N (u)

Z(t)
v,u (5)

と定義される. なお,定義より任意の v ∈ V に対し∑
u∈V

Z(t)
v,u =

∑
u∈N (v)

Z(t)
v,u = χ(t)

v (6)

が成り立つ. ここで, SRTルーターモデルに対し, 命題 2.1

に基づき以下の命題が成り立つ.

命題 2.2. 任意の P と T ≥ 0に対し∣∣∣∣∣
T∑

t=0

(Z(t)
v,u − χ(t)

v Pv,u)

∣∣∣∣∣ < 1

が成り立つ.

Proof. Z
(t)
v,u の定義より,

T∑
t=0

Z(t)
v,u =

T∑
t=0

∣∣∣{j ∈ [0, χ(t)
v ) | σv(X

(t)
v + j) = u

}∣∣∣
=

T∑
t=0

∣∣∣{j ∈ [X(t)
v , X(t)

v + χ(t)
v ) | σv(j) = u

}∣∣∣
=

∣∣∣{j ∈ [0, X(T+1)
v ) | σv(j) = u

}∣∣∣
3ⓒ 2016 Information Processing Society of Japan

Vol.2016-AL-158 No.3
2016/6/24



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

が成り立ち,また
∑T

t=0 χ
(t)
v Pv,u = X

(T+1)
v Pv,uである. 従っ

て, z = X
(T+1)
v と置くことで命題 2.1より命題 2.2が得ら

れる.

3. 訪問頻度の解析

SRT ルーターモデルの全訪問時間の解析の前に, 本

節では |X(T )
w − M

(T )
w | の上界の解析を行う. ここで,

M (T ) =
∑T−1

t=0 µ(t) (M (0)
v = 0)である. 今, δ(v) = |N (v)|,

∆ = maxv∈V δ(v)と定義する.

定理 3.1. P はエルゴード的かつ可逆と仮定する. このとき,∣∣∣X(T )
w −M (T )

w

∣∣∣ ≤ 3πwt
∗ max

u∈V

δ(u)

πu
= O

(
πmax

πmin
t∗∆

)
が任意の w ∈ V と T > 0に対し成り立つ.

定理 3.2より, [20]の定理 4に似た以下の系が導かれる.

系 3.2. P はエルゴード的かつ可逆と仮定する. このとき,∣∣∣∣∣πw − X
(T )
w

kT

∣∣∣∣∣ ≤ 3t∗

2T
+

3πwt
∗ maxu∈V

δ(u)
πu

kT
=

Kπw

T

が任意の w ∈ V と T > 0 に対し成り立つ. ここで

K = O( t∗

πw
+ t∗∆

πmink
)は T に依存しない定数である.

[20]の定理 4は単一トークンのロータールーターモデル

に対し上界を与えているのに対し, 系 3.2が k トークンの

SRTルーターモデルに対し上界を与えている.

系 3.2は, T ≥ 3
(

1
2 + πw∆

πmink

)
t∗ε−1ならば

∣∣∣πw − X(T )
w

kT

∣∣∣ ≤
εが成り立つことも示している.

定理 3.1を示すため,まず以下の補題を示す. 以下の議論

では, P はエルゴード的かつ可逆と仮定する.

補題 3.3. 任意の w ∈ V と T > 1に対し,

X(T )
w −M (T )

w

=

T−2∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N (u)

T−t−2∑
t′=0

(Z(t′)
v,u − χ(t′)

v Pv,u)(P
t
u,w − πw)

が成り立つ.

Proof. 補題 3.3を示すために,まず以下の補題を導入する.

補題 3.4. [28] (補題 4.1.) 任意の w ∈ V と T > 0に対し,

χ(T )
w − µ(T )

w

=

T−1∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N (u)

(Z(t)
v,u − χ(t)

v Pv,u)(P
T−t−1
u,w − πw)

が成り立つ. ■

X(T ),M (T ) の定義と補題 3.4より,

X(T )
w −M (T )

w (7)

=

T−1∑
t′=0

(χ(t′) − µ(t′)) =

T−1∑
t′=1

(χ(t′) − µ(t′))

=

T−1∑
t′=1

t′−1∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N (u)

(Z(t)
v,u − χ(t)

v Pv,u)(P
t′−t−1
u,w − πw)

(8)

が成り立つ. (2番目の等式は χ(0) = µ(0) より成り立つ.) 簡

単の為, ϕ(t)
u =

∑
v∈N (u)(Z

(t)
v,u−χ

(t)
v Pv,u)とする. このとき,

(8) =

T−1∑
t′=1

t′−1∑
t=0

∑
u∈V

ϕ(t)
u (P t′−t−1

u,w − πw)

=
∑
u∈V

T−1∑
t′=1

t′−1∑
t=0

ϕ(t′−t−1)
u (P t

u,w − πw) (9)

が成り立つ. 従って,注意深く式変形を行うことで以下が得

られる.

T−1∑
t′=1

t′−1∑
t=0

ϕ(t′−t−1)
u (P t

u,w − πw)

=
T−2∑
t=0

T−1∑
t′=t+1

ϕ(t′−t−1)
u (P t

u,w − πw)

=

T−2∑
t=0

T−t−2∑
t′=0

ϕ(t′)
u (P t

u,w − πw). (10)

式 (9)と式 (10)を組み合わせると,

(9) =
∑
u∈V

T−2∑
t=0

T−t−2∑
t′=0

ϕ(t′)
u (P t

u,w − πw)

=
∑
u∈V

T−2∑
t=0

T−t−2∑
t′=0

∑
v∈N (u)

(Z(t′)
v,u − χ(t′)

v Pv,u)(P
t
u,w − πw)

が成り立ち,題意を得る.

定理 3.1の証明. T = 1のとき自明であるため, 以下では

T > 1を仮定する. 補題 3.3と命題 2.2より,∣∣∣X(T )
w −M (T )

w

∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
T−2∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N (u)

T−t−2∑
t′=0

(Z(t′)
v,u − χ(t′)

v Pv,u)(P
t
u,w − πw)

∣∣∣∣∣∣
≤

T−2∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N (u)

∣∣∣∣∣
T−t−2∑
t′=0

(Z(t′)
v,u − χ(t′)

v Pv,u)

∣∣∣∣∣ ∣∣P t
u,w − πw

∣∣
<

T−2∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N (u)

∣∣P t
u,w − πw

∣∣
=

T−2∑
t=0

∑
u∈V

δ(u)
∣∣P t

u,w − πw

∣∣ (11)

が成り立つ. ここで P の可逆性より,
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(11) =

T−2∑
t=0

∑
u∈V

δ(u)

∣∣∣∣πw

πu
(P t

w,u − πu)

∣∣∣∣
≤ πw max

u∈V

δ(u)

πu

T−2∑
t=0

∑
u∈V

∣∣P t
w,u − πu

∣∣ (12)

が成り立つ. 総変動距離の定義 (1)より,

T−2∑
t=0

∑
u∈V

∣∣P t
w,u − πu

∣∣ = 2

T−2∑
t=0

Dtv(P
t
w,·, π) (13)

が成り立つ. ここで,以下の補題を導入する.

補題 3.5. [28] (補題 4.2.) 任意の v ∈ V と T > 0, γ

(0 < γ < 1/2)に対し,

T−1∑
t=0

Dtv

(
P t
v,·, π

)
≤ 1− γ

1− 2γ
τ(γ)

が成り立つ.

従って,

(13) ≤ 2· 1− (1/4)

1− 2· (1/4)
τ(1/4) = 3t∗ (14)

が成り立ち,題意を得る.

系 3.2の証明. 定理 3.1より,∣∣∣∣∣πw − X
(T )
w

kT

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣kTπw −X

(T )
w

∣∣∣
kT

≤

∣∣∣kTπw −M
(T )
w

∣∣∣+ ∣∣∣M (T )
w −X

(T )
w

∣∣∣
kT

≤

∣∣∣M (T )
w − kTπw

∣∣∣
kT

+
3πwt

∗ maxu∈V
δ(u)
πu

kT

が成り立つ. 従って, |M (T )
w − kTπw| ≤ 3kt∗/2 が成り

立てば証明は終了する. 定義より
∑

v∈V µ(0) = k であ

るため,
∑T−1

t=0

∑
u∈V µ(0)πw = kTπw が成り立ち, また

M
(T )
w =

∑T−1
t=0 µ

(t)
w =

∑T−1
t=0

∑
u∈V µ

(0)
u P t

u,w が成り立つこ

とに注意すると,∣∣∣M (T )
w − kTπw

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
T−1∑
t=0

∑
u∈V

µ(0)
u P t

u,w −
T−1∑
t=0

∑
u∈V

µ(0)πw

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
T−1∑
t=0

∑
u∈V

µ(0)
u (P t

u,w − πw)

∣∣∣∣∣
≤

∑
u∈V

µ(0)
u

T−1∑
t=0

|P t
u,w − πw| (15)

が成り立つ. また補題 3.5と総変動距離の定義 (1)より,

T−1∑
t=0

|P t
u,w − πw| ≤

T−1∑
t=0

Dtv(P
t
u,·, π) ≤

3

2
t∗ (16)

が成り立つ. 従って,式 (15)と式 (16)より |M (T )
w −kTπw| ≤

3kt∗/2が成り立つため,題意を得る.

4. 全訪問時間の上界

訪問頻度の解析と,可逆なマルコフ連鎖の技術を組み合

わせることで SRTルーターモデルの全訪問時間を得るこ

とが出来る. 今, SRTルーターモデルの全訪問時間を以下の

ように定義する.

Tcover = min
{
T ∈ Z≥0 | X(T )

v ≥ 1 (∀v ∈ V )
}

(17)

まず,以下の主定理を示す.

定理 4.1. P はエルゴード的かつ可逆と仮定する. このとき,

Tcover ≤ 2t∗ + 1 +
12maxu∈V

δ(u)
πu

· t∗

k

= O

(
max

{
t∗∆

πmink
, t∗

})
が任意の k ≥ 1個のトークンの初期配置に対し成り立つ.

定理 4.1は (無理数を含みうる)一般の遷移確率を模倣す

る決定的過程の全訪問時間に対する初の上界である. G上

の単純ランダムウォークの遷移確率行列を定理 4.1に当て

はめることで,以下の系を得る.

系 4.2. 任意の Gと k ≥ 1個のトークンの初期配置に対し,

Tcover ≤ 2t∗ + 1 +
24mt∗

k
= O

(
max

{
mt∗

k
, t∗

})
が G上の任意のロータールーターモデルに対し成り立つ.

ここで t∗ は G 上の単純ランダムウォークの混交時間で

ある.

[24]で示された上界は O
(
t∗ + (∆/δ)(mt∗/k)

)
であった

(定理 4.1,命題 4.2,定理 4.5). ここで ∆/δ グラフの最大/最

小次数を表す. 従って系 4.2は正則でないグラフに対し上

界を改善している. [13]の上界O(mD/ log k)(定理 3.3, 3.7)

と比べると, t∗ = O
(
D(k/ log k)

)
ならば上界を改善出来て

いる (t∗ が小さい,もしくは kが大きい).

定理 4.1を示すため,まず以下の補題を示す.

補題 4.3. P はエルゴード的かつ可逆と仮定する. このとき,

任意の u,w ∈ V に対し, t ≥ 2t∗ ならば

P t
u,w ≥ πw

4

が成り立つ.

Proof. 分離距離 (separation distance) [2]は

s(t) = max
u,v∈V

(
1−

P t
u,v

πv

)
. (18)

と定義される. この距離は任意の t, t′ ≥ 1 に対し

s(t+ t′) ≤ s(t)s(t′)を満たす (submultiplicativity, [2]の補題

3.7). 更に,可逆な P に対し以下の補題が成り立つ.

補題 4.4. [25] (補題 19.3.) P は可逆と仮定する. このとき,

s(2t) ≤ 1−
(
1− d̄(t)

)2
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が任意の t ≥ 0 に対し成り立つ. ここで d̄(t) =

maxu,v∈V Dtv(P
t
u,·, P

t
v,·)である.

P がエルゴード的ならば

d̄(t∗) ≤ 1

2
(19)

が成り立つことが知られている ([25]の (4.34)を参照され

たい). これらの事実を組み合わせることで,

1−
P t
u,w

πw
≤ s(t) ≤ s(2t∗) ≤ 1− (1− d̄(t∗))2

≤ 1−
(
1− 1

2

)2

=
3

4

が成り立ち,題意を得る.

定理 4.1の証明. 補題 4.3は任意のエルゴード的かつ可逆

な P , 任意の u,w ∈ V と t ≥ 2t∗ に対して P t
u,w の下界を

与える. 従って [24]のようにM
(T )
w の下界を得ることが出

来る. 即ち,

M (T )
w =

T−1∑
t=0

∑
u∈V

µ(0)
u P t

u,w ≥
T−1∑
t=2t∗

∑
u∈V

µ(0)
u P t

u,w

≥
T−1∑
t=2t∗

∑
u∈V

µ(0)
u

πw

4
=

kπw(T − 2t∗)

4
(20)

が成り立つ. 従って定理 3.1と式 (20)から,

X(T )
w ≥ M (T )

w − 3πwt
∗ max

u∈V

δ(u)

πu

≥ kπw(T − 2t∗)

4
− 3πwt

∗ max
u∈V

δ(u)

πu
(21)

が成り立つ. 式 (21)より,任意の w ∈ V と

T ′ > 2t∗ +
12t∗ maxu∈V

δ(u)
πu

k
.

を満たす T ′ ∈ Z≥0 に対し,

X(T ′)
w > 0

が成り立つことが分かる. この事実と全訪問時間の定義 (22)

より Tcover ≤ T ′ となり,題意を得る.

系 4.2の証明. G 上の単純ランダムウォークに対応する

SRT ルーターモデルが G 上のロータールーターモデル

と対応することと, G 上の単純ランダムウォークに対し

πu = δ(u)
2m であるから maxu∈V

δ(u)
πu

= 2mが成り立つこと

に注意すると,

Tcover ≤ 2t∗ + 1 +
24mt∗

k

が定理 4.1より導かれ,題意を得る.

5. まとめと今後の課題

本論文では k ≥ 1トークンの SRTルーターモデルの訪

問頻度 X
(T )
v と,任意のエルゴード的かつ可逆な P に対す

る全訪問時間の上界を与えた. この上界は既存のローター

ルーターモデルの全訪問時間の上界を多くの場合改善して

いる. 今後の課題として, β-ランダムウォーク,メトロポリ

スウォークなど “高速な”ランダムウォークを脱乱択化す

ることが挙げられる.
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