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1 はじめに
逐次ロジットモデルは，順序つき多クラス分類手法

のひとつであり，ロジスティック回帰モデルを逐次的
に適用してサンプルのクラスラベルを予測する．多く
の説明変数を利用すれば学習データへのあてはまりは
よくなるが，過剰適合により未知データに対する予測
能力が損なわれる．そのため，予測モデル作成の際に
は説明変数を適切に選択することが望ましい．
説明変数の候補となる集合から，適切に部分集合を

選択する問題を変数選択問題という．近年は変数選択
問題に対して整数最適化手法によるアプローチが注目
を集めている [1, 2]．変数選択に使う適合度指標とし
て，赤池情報量規準 (AIC)やベイズ情報量規準 (BIC)，
Mallows’ Cp 規準などが知られている．
本研究では，逐次ロジットモデルの変数選択問題を

扱う．この問題に対して田中・中川 [3]は，ロジスティッ
ク損失関数を二次近似し混合整数二次最適化問題に定
式化して解く手法を提案した．しかし，この手法は近
似の誤差が大きく，よい変数集合を選ぶことは難しい
と考えられる．一方で，Sato, Takano, Miyashiro, &

Yoshise [1] は，ロジスティック回帰モデルの変数選択
問題に対し，ロジスティック損失関数を区分線形近似
し混合整数線形最適化問題に定式化して解く手法を提
案した．この手法は十分な数の接線を用意することで
近似の誤差が小さくなり，良い変数集合を選択するこ
とが期待できる．
このような背景から，本研究では情報量規準に基づ

く逐次ロジットモデルの変数選択問題に対して，ロジ
スティック損失関数を区分線形近似し混合整数線形最
適化問題として定式化する手法を提案する．また，二
次近似を用いた変数選択手法との比較実験を行い，提
案手法の有効性を検証する．
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図 1: 逐次ロジットモデルのダイアグラム

2 逐次ロジットモデル
各サンプル i = 1, 2, . . . , nの説明変数ベクトル xi ∈

Rp と，順序つきクラスラベル yi ∈ {1, 2, . . . ,m + 1}
のペア (xi, yi)が与えられたとき，逐次ロジットモデ
ルは，クラス k = 1, 2, . . . ,mに属する確率を次のよう
にモデル化する（図 1）：

qk(xi) = Pr(yi = k | yi ≥ k,xi)

=
1

1 + exp(−(w⊤
k xi + bk))

(i = 1, 2, . . . , n).

ここで bk は切片，wk = (w1k, w2k, . . . , wpk)
⊤ は偏回

帰係数である．逐次ロジットモデルの対数尤度関数は，
記号 δik と ψik を

δik =

{
1 if yi = k,

0 otherwise,
ψik =


−1 if k < yi,

+1 if k = yi,

0 otherwise

と定義し，b = (b1, b2, . . . , bm)⊤ と W =

(w1,w2, . . . ,wm)を用いて次のように書ける：

L(b,W ) = log
n∏

i=1

m∏
k=1

(
1− qk(xi)

)1−∑k
j=1 δij(

qk(xi)
)δik

= −
n∑

i=1

m∑
k=1

|ψik|f(ψik(w
⊤
k xi + bk)).

ここで f(v) = log(1+ exp(−v))はロジスティック損失
関数である．
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3 変数選択問題の定式化
多くの情報量規準は説明変数集合の部分集合 S ⊆

{1, 2, . . . , p}を用いて

− 2max{L(b,W ) | wjk = 0 (j /∈ S; k = 1, 2, . . . ,m)}

+ Fm(|S|+ 1)

と表すことができる．この F は選択する説明変数の個
数に対するペナルティであり，F = 2のときは AIC,

F = log(n)のときは BIC に対応する．この情報量規
準の値の小さい S が望ましい説明変数集合とされる．
この考え方に基づき変数選択問題を定式化する．

3.1 混合整数非線形最適化問題
0-1決定変数 z = (z1, z2, . . . , zp)

⊤ を導入し，j ∈ S

のとき 1, j /∈ S のとき 0とする．すると，情報量規準
を最小化する変数選択問題は次のように書ける：

minimize
b,W ,z

2
n∑

i=1

m∑
k=1

|ψik|f(ψik(w
⊤
k xi + bk))

+ Fm

 p∑
j=1

zj + 1

 (1)

subject to zj = 0 ⇒ wjk = 0

(j = 1, 2, . . . , p; k = 1, 2, . . . ,m), (2)

zj ∈ {0, 1} (j = 1, 2, . . . , p). (3)

制約 (2)はタイプ 1の特殊順序集合 (SOS1) 制約によ
る表現が可能である．しかしながら，この問題の目的
関数は非線形となっており，このままでは標準的なソ
ルバーを用いて求解することは難しい．したがって，ソ
ルバーを利用するには，扱いやすい目的関数に変形す
る必要がある．

3.2 二次近似
先行研究 [3]は，ロジスティック損失関数を次のよう

に二次近似する手法を提案した：

f(v) ≈ log 2− v

2
+
v2

8
.

これにより，問題 (1)–(3)は次の問題 (MIQO) に変形
される：

minimize
b,W ,z

2
n∑

i=1

m∑
k=1

|ψik|

(
log 2− (ψik(w

⊤
k xi + bk))

2

+
(ψik(w

⊤
k xi + bk))

2

8

)
+ Fm

 p∑
j=1

zj + 1


subject to 制約式 (2), (3).

この問題は混合整数二次最適化問題であり，標準的な
整数最適化ソルバーで扱うことができる．

3.3 区分線形近似
先行研究 [1]は，ロジスティック損失関数を区分線形

近似する方法を提案した．この近似手法に基づき問題
(1)–(3)を変形する．
点集合 V = {v1, v2, . . . , vh}を与え，点 vℓ によるロ

ジスティック損失関数の接線を

h(v; vℓ) = f ′(vℓ)(v − vℓ) + f(vℓ) (ℓ = 1, 2, . . . , h)

のように表すと，ロジスティック損失関数は次のよう
に近似できる：

f(v) ≈ max{h(v; vℓ) | ℓ = 1, 2, . . . , h}

= min{t | t ≥ h(v; vℓ) (ℓ = 1, 2, . . . , h)}.

よって，決定変数 T = (tik; i = 1, 2, . . . , n; k =

1, 2, . . . ,m)を導入し，ロジスティック損失関数を区分
線形近似すると，問題 (1)–(3)は以下の問題 (MILO)

に変形される：

minimize
b,T ,W ,z

2

n∑
i=1

m∑
k=1

|ψik|tik + Fm

 p∑
j=1

zj + 1


subject to tik ≥ f ′(vℓ)(ψik(w

⊤
k xi + bk)− vℓ) + f(vℓ)

(i = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . ,m; ℓ = 1, 2, . . . , h),

制約式 (2), (3).

この問題は混合整数線形最適化問題であり，標準的な
整数最適化ソルバーで扱うことができる．

4 数値実験
二次近似による問題 (MIQO) と，区分線形近似に

よる問題 (MILO) を，近似精度と計算時間の観点から
比較する．実験には UCI Machine Learning Reposi-

tory [http://archive.ics.uci.edu/ml] で公開され
ているデータセットを使用した．求解には最適化ソル
バー Gurobi Optimizer 6.0.0 を用いた．区分線形近似
のほうが，二次近似よりもよい変数集合を選択するこ
とを実験によって確認した．
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