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1 はじめに

回帰分析は説明変量から目的変量の値を予測する方法

としてあらゆる分野で広く使われている．しかし，しば

しば観測値の値が小さすぎて測定限界を超えずに不検出

になることがある．不検出データにゼロ，測定限界，測

定限界の半分などを埋めて解析されることがしばしばあ

るが，すると解析結果に致命的な誤差が生じることがあ

る．これに対して，本研究では，目的変量が左打ち切り

データであったときにも統一的な枠組みで回帰分析する

ための期待値最大化法を開発した．

左打ち切りデータに対する最尤推定法として，Cohen

の研究 [1] がよく知られている．Cohenは，データの分

布モデルとして，正規分布を仮定し，打ち切られたデー

タの確率を，測定限界までの累積密度であらわした．そ

して，今日に至るまで打ち切りデータの解析は Cohenの

尤度関数を基本にした方法が使われてきた [2].

本稿では，目的変量が左打ち切りデータであった場合

に対する回帰モデルを提案する．また，回帰モデルのパ

ラメータの推定のために，打ち切りデータを潜在変数と

解釈して，ＥＭ法を与える．

2 打ち切りデータのための最尤推定

2.1 最小二乗推定と最尤推定の関係

まず，通常の回帰問題から議論する．訓練用データ

セットが

(x1, y1), . . . , (xℓ, yℓ)

からなっていたとする．典型的には二乗誤差の和

ℓ∑
i=1

(yi − ⟨ψ(xi),w⟩)2

を最小化するように回帰係数 w を求める．ただし，ψ

は特徴抽出器である．これを統計学の枠組みに入れると

次のようになる．目的変数 yは，対になる説明変数 x

から

y = ⟨w,ψ(x)⟩ + ϵ

によって生成されるとする．ϵ は正規分布雑音で ϵ ∼
N(0, β−1)とする．すると，yの密度は，

p(y |x,θ) = N(y ; ⟨w,ψ(x)⟩ , β−1) (1)

モデルパラメータ θ = (w, β)の値を最尤推定によって決

定するとする．データセット Sf に対する尤度関数は

p(Sf |θ) := p(X)
ℓ∏

i=1

p(yi |xi ,θ)

となる．ただし，p(X) は説明変数の集合 X :=

{x1, . . . ,xℓ}が生起する確率密度である．
二乗誤差の和は，定数項を除いて，− 2

β
log(p(Sf |θ))に

等しいことを示すことができる．よって，最小二乗推定

解と最尤推定解が等しくなることが分かる．このように

統計学の枠組みに帰着させることにより，ベイズ推定や

ＭＡＰ推定など統計学によって培われた方法論に拡張す

ることが可能になる．

2.2 尤度関数

本稿では，目的変数が打ち切りデータになっていると

きの回帰問題を扱う．訓練用データセットのうち，nv 個

に関しては，目的変数の値が検出限界 uを上回ったため

に，nv 個のデータペア

(xv
1, y

v
1), . . . , (xv

nv
, yv

nv
)

の値がすべて得られているが，残りの nh(:= ℓ − nv)個に

関しては，目的変数の値が uを下回ったために，nh個の

データペア

(xh
1, y

h
1), . . . , (xh

nh
, yh

nh
)

に対して，yh
i の値は不明で，

yh
1 ≤ u, . . . , yh

nh
≤ u

という情報のみが得られているとする．yv
i も yh

i も (1)

によって生起するとすると，yh
i ≤ uという事象は

p(yh
i ≤ u |xh

i ,θ) =
∫ u

−∞
N(yh

i ;
⟨
w,ψ(xh

i )
⟩
, β−1)dyh

i
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すると，尤度関数を

Lc,ml(θ) := log p(X) +
nv∑
i=1

log p(yv
i |xv

i ,θ)

+

nh∑
i=1

log p(yh
i ≤ u |xv

i ,θ)

と与えることができる．

2.3 ＥＭ法の概要

ＥＭ法は，尤度関数の値が単調増加するように，Ｅ

ステップとＭステップを収束するまで繰り返す方法で

ある．Ｅステップでは，その時点で得られているモデ

ルパラメータ θt = (µt, βt) を使って潜在変数の事後分布

qi(yh
i ) を計算し，Ｑ関数に含まれる期待値を計算する．

Ｍステップでは，Ｑ関数をモデルパラメータに関して最

大化する．

2.4 Ｅステップ

µi :=
⟨
w,ψ(xh

i )
⟩
および ξi := (u− µi)

√
βとおくと，事

後分布は

qi(yh
i ) =

 1
Φ(ξi )N(yh

i ≤ u |xh
i ,θ) for yh

i ≤ u,

0 for yh
i > u

と与えられる．この事後分布に基づいて Eqt+1[yh] およ

び Eqt+1[∥yh∥2] を計算する．

2.5 Ｍステップ

Ｍステップでは，モデルパラメータ θt+1 = (µt+1, βt+1)

を次のように更新する．

wt+1 :=
(
XX⊤

)−1 (
Xvyv +XhEqt+1[yh]

)
および

β−1
t+1 :=

1
nv + nh

(
∥X⊤v wt+1 − yv∥2 + ∥X⊤hwt+1∥2

− 2
⟨
X⊤hwt+1,Eqt+1[yh]

⟩
+ Eqt+1[∥yh∥2]

)
.

ただし，X := [Xv,Xh] とし，

Xv :=
[
ψ(xv

1), . . . ,ψ(xv
nv

)
]
, Xh :=

[
ψ(xh

1), . . . ,ψ(xh
nh

)
]

とおいた．

3 実験

本節では，本研究で開発した左打ち切りデータの回帰

分析のための期待値最大化法の推定精度を検証するた

めに，従来打ち切りデータの解析のために用いられてい

た，不検出データを削除する，不検出データにゼロ，測

定限界，測定限界の半分を埋める手法との比較実験の結

果を報告する．

実験に用いたデータセットは，真の回帰係数 w =

[0.5,15]，真の分散 β−1 = 1.0 とし，説明変数 x1 =

0.0, x2 = 0.5, . . . , x21 = 10.0に対する目的変数 y1, . . . , y21

を (1)から生成した．測定限界 uは y1, . . . , y21の中央値

とした．

図 1に各手法により推定された直線をプロットした．

真の直線と比較すると，他の手法と比べて EM法が一番

真の直線に近い直線になっている．

図 1 推定された回帰直線

4 おわりに

本研究では，目的変量が左打ち切りデータであったと

きにも統一的な枠組みで回帰分析するための期待値最大

化法を開発した．人工データによる比較実験の結果，従

来の手法と比べて精度の向上が確認できた．
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