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1. はじめに 

光学系における基本的な回折変換はレーリー

回折であるが、実際には近似回折変換としてフ

レネル回折が用いられる。フレネル回折は積分

の形で表され、これまで数学的にフレネル変換

として定義され、その性質が研究されてきた[1]。

また光学的な画像処理、データ処理や光アナロ

グ演算などに応用されてきた。 

私たちが扱う光学系は一般的に 2 次元的でか

つ円形開口であって、空間的な帯域制限を受け

る。これまでの空間的な帯域制限の効果は、フ

ーリェ変換に対するものであって、その標本化

定理が導出され考察されてきた。ただし光学的

なフーリェ変換はフレネル回折と凸レンズによ

って構成されるので実際にはフレネル変換によ

る標本化定理が必要となる。そこで、本研究で

は円形開口の有限領域に帯域制限をすることに

よって極座標系におけるフレネル変換に対する

標本化定理を導出する。 

 標本化定理を用いると、ヒルベルト空間上で

定義された任意の関数 は正規直交基底を用いて

次のように表現することができる[4,7]。 
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ここで、〈∙ ∙〉は内積、{  }   
 は正規直交関数系を

表す。計算機シミュレーションによって、フレ

ネル変換による標本化関数系{𝑆ℓ𝑚}を用いて式(1)

で表される関数を近似する問題に適用し、その

有効性と限界を調べたので報告する。 

2. フレネル変換と標本化定理 
 振幅透過率      を持つ平面物体に光が入射し

たとき、そこから距離 z だけ後方にある観測面での

光の振幅分布を        とする。ただし、   と   

はそれぞれ物体面とフレネル回折面での極座標の動

径と角変数である。このとき        はフレネル近

似のもとで次のように表し、フレネル変換として定

義する。 
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ここで、k は光の波数である。またフレネル逆変換

は(2)式で      と      を入れ換えて k を-k と置

いたもので与えられる。 

 いま        は、  > Rに対して常に零で、

 ≤ Rに対してのみ零以外の値をとることができ

るとすると、  ∙ はフーリェ-ベッセル展開するこ

とができる。また  ∙ は一価関数であるから に

ついて πを周期とする周期関数となり、フーリ

ェ級数展開できる。このとき、フーリェ-ベッセ

ルの展開係数とフーリェ級数展開の展開係数と

の関係から、ロメルの積分公式を使って次のよ

うな標本化定理を得ることができる。 

標本化定理 

フレネル回折面での光の振幅分布        が半径

R の円形領域内のみで零以外の値をとるとすると、

そのとき振幅透過率      の入力パターンは、

それの離散的な標本値列{ ℓ 𝜈ℓ𝑚 / 𝑅 }が分かれ

ば、標本化関数系{𝑆ℓ𝑚       }を用いることによ

って、次のように級数の形で一意的に表現する

ことができる。 
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ただし、標本化関数系{𝑆ℓ𝑚       }は次のように

定義する。 
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ここで、𝜈ℓ𝑚はℓ次のベッセル関数 ℓ   の >  に

おける小さい方からm番目の零点である。 

展開係数 ℓ ∙ は、標本化関数系の直交関係を用い

ると、その内積によって次のように与えられる。 
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ここで、*は複素共役を表す。 

3. 計算機シミュレーション 

 フレネル変換による標本化定理を使って関数

を近似する問題を考える。入力が        

      を満たす定数関数を使ってその有効性

と限界を計算機シミュレーションによって調べ

る。今回軸対称性を考慮してℓ   という条件で

行う。まず、式(5)を使って展開係数を求めるが、

入力が円形領域内で半径 W 以下でのみ値をもつ

ので積分範囲が確定する。積分はシンプソンの

公式を使って数値積分を行った[3,5]。展開係数

を求めることができれば、式(3)のように標本化

関数系を使って級数の形で元の関数を近似する

ことができる。 

振幅による誤差は次の式で定義する。 
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ここで、‖∙‖ はℓ -ノルム、 は元の関数、 𝑚は 1

から m までの有限項の和で打ち切ったときの近

似関数を表す。 

Fig. 1 は標本点の値を増やしていったときの近似

関数の振幅を表示したものである。m の値を増

やしていくことで元の関数に振幅が近づいてい

くことがわかる。Fig. 2 は標本点の値を増やして

いったときの近似関数の位相を表示したもので

ある。Fig. 3 は m の値を変化させたときの元の

関数と近似関数との誤差を表示したものである。

R はフレネル変換面での零以外の値を持つ円形領

域の半径を表す。標本点の数を増やしていくこ

とで、もとの関数に近づいていくことがわかる。 

 

 

 
Fig. 1 Plots of original function and 

approximate functions. m is sampling points. 

 

 

 

 
Fig. 2 Plots of the phase versus r-direction. m 

is the number of sampling points. 

 

 
Fig. 3 Plots of the normalized mean square 

error versus the number of sampling points. R 

is the circle radius for Fresnel transform region. 

 

4. まとめと今後の課題 

 円形領域内に帯域制限することによって、極座

標系におけるフレネル変換による標本化定理を

導出した。その標本化定理の有効性と限界を調

べるために関数近似問題に適用して計算機シミ

ュレーションを行った。標本化関数系の最適な

パラメータを求める必要がある。 
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