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1 はじめに
本研究では，多くのシミュレーション中に現れる連立一次

方程式Ax = bの求解問題に着目し，シミュレーション中の
ユーザからのインタラクションによって係数行列Aの一部の
要素のみが変化をするインタラクティブシミュレーションを
想定し，係数行列が変化するタイムステップと係数行列が変
化しない複数のタイムステップが交互に発生するモデルを仮
定する．係数行列が変化するステップから次に係数行列が変
化するステップまでの間をステージと呼び，iステージ目の係
数行列Ai がAi ≈ Ai+1 となる性質を持つものとする．ま
た，対象となる問題サイズは直接法では実時間性が保証でき
ず，反復法でも並列化効果が期待できない程度とする．本研
究が想定するインタラクティブシミュレーションにおいては，
動作の違和感をユーザーに感じさせないために 33～100msec

程度の応答速度が必要とされる．
数学公式の 1 つに, SMW 公式 (Sherman-Morrison-

Woodbury formula)[3] がある．いま,A を n × n, ∆Ac を
n × s, Ec を s × nの大きさの行列で, Aは正則であるとす
る.A の近似行列 A′ を A′ = A + ∆A と表現し, さらに
∆A = ∆Ac × Ec とすると SMW公式より式 1が求まる.

(A + ∆A)−1 =
A−1 − A−1∆Ac(I + EcA

−1∆Ac)
−1EcA

−1 (1)
この式は,A−1 を用いて補正により (A−1) ′ が求まる可能性
を示唆している. (I +AcA

−1∆Ac)
−1の計算にO(s3)の時

間がかかるが,n >> sかつ sを定数とみなせる場合, 全体と
しては O(n2)となる. SMW公式での計算行程では行列積計
算が多くの割合を占め, 並列処理による高速化が得られる.

我々はこの公式を用いた並列実行による時系列シミュレー
ションの高速化を実現した. この公式を用いることにより，係
数行列Aの近似行列であるA′の逆行列 (A′)−1が既知であ
る前提のもと，変化後の係数行列は (A+∆A)−1 = A−1−
（補正項）で求めることができる．このとき，AとA′の差分
行列で非零要素数を持つ行の数を s(s ≪ n)とすると，SMW

公式の計算量はO(sn2)となる．この公式はほとんどが行列
積演算であり大半を並列化することができる．反復法におい
ても部分的に並列化可能ではあるが，本研究が対象とする行
列サイズにおいては，並列化効果に疑問が残る．そこで本研
究では，係数行列Aの近似行列であるA′ の逆行列 (A′)−1

が既知である前提のもと，SMW公式を用いた計算を行う．

2 研究背景
2.1 並列ソフトウェアパイプライン
SMW公式は本来逆行列を求める際に使われる公式である

が、最終目的がAx = bの解を求めることであれば先にSMW

公式の両辺に右からベクトルをかけることで逆行列そのもの
の導出を省略し直接 xを求めることが可能である。この場合
行列の計算量は逆行列を求めてからベクトルを乗算する場合
と比べて激減し、高速な解計算が可能となる。本論において
これを直接計算法と呼ぶ．
直接計算法では非常に高速な解の導出が可能である。とこ

ろが、直接計算法に限らず SMW公式では,計算量が差分 S

に依存しており、係数行列Aとその変化後のA′との差分行
列のサイズ増加に伴い計算時間が増加してしまう.そのため,

時間経過とともに計算時間が激増する問題が発生する.そこ
で,複数の計算ノードを用いて,直接計算による解計算と並行
して,通常の SMW公式で逆行列を求め,直接計算法で用いる
基準となる逆行列に補正をかけていく並列ソフトウェアパイ
プラインの実装を行ってきた.[2]このシステムでは SMW公
式による逆行列計算と SMW公式にベクトルをかけた直接法
による解計算が繰り返し行われる。図 1は逆行列計算に２ス
テージ相当の時間を要する状況だが、並列パイプライン処理
により実時間処理を実現している。この図で xiと記してい
る部分ではステージが変わるまでステップごとに解計算が複
数回行われている。また、逆行列計算に必要な時間が変動し
た際にソフトウェアパイプラインの構造を動的に変動させる
フレームワークも既に研究されてきた。

図 1: 並列ソフトウェアパイプライン
2.2 逆行列計算のハイブリッド並列処理
SMW公式を用いた逆行列計算は並列化が容易であり、近年

のマルチコアプロセッサによる恩恵を受けやすい (図??)．し
かしながら、問題サイズがある程度大きくなるとノード内メ
モリ帯域の制約から来る性能向上限界に到達してしまう。こ
の限界を越えるには異なるノードのメモリ帯域を集約しデー
タ通信能力を向上させるハイブリッド並列処理が必要となる。
[1] 一方でハイブリッド並列処理では新たに発生するノード間
通信によるオーバーヘッドの問題を解決しなければならない。
その解決法のひとつが通信と計算のオーバーラップ実行によ
る通信隠蔽である (図??)。並列化により必要な通信が存在す
るが、通信が完了する前にも実行可能な計算は存在する。そ
こで通信をサブスレッド上で行うことで通信をしながら計算
を行い、通信を隠蔽する。ただし，アルゴリズムの変更が必
要となるため，一部計算順序の入れかえを行う．

3 並列ソフトウェアパイプラインのハイ
ブリッド並列処理

これまで我々は SMW公式を用いた並列ソフトウェアパイ
プラインや逆行列の並列演算の実装を行ってきた. 本研究で
は更なる高精度インタラクティブシミュレーションの実現を
目指してこれらの技術を統合し更なる実行時間の短縮を図る．
図 2は逆行列計算並びに直接計算法を用いた解計算を 2台の
ノードを用いてハイブリッド並列処理した場合のパイプライ
ン構成である。逆行列演算におけるアルゴリズムは従来研究
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とほぼ同じであるが、MPIコミュニケータを用いてグループ
化を行うことでMPIによる局所的同期や関数の使用を可能
にしている。解計算部分においても基本的には逆行列計算部
分と同様のハイブリッド並列処理を行うが、計算量と通信量
のバランスが逆行列計算とは異なるためその点を考慮した実
装が必要である。また、シミュレーションシステムとして全
体を考えた場合、計算部分の高速化に伴いこれまで相対的に
無視できていた管理ノードと計算ノードの通信オーバーヘッ
ドを軽減する必要が発生した。

図 2: 改良型並列ソフトウェアパイプライン
3.1 解計算の高速化
直接計算法による解計算だが、更なる高精度シミュレーショ

ンのためにも解計算の高速化を求めた際、直接法による解計
算の高速化は重要である。逆行列計算での実装と同様の実装
を解計算に行うことは可能である。ただし、解計算において
はベクトルをかけていることにより計算量が減少しており、
並列化を実装することは通信量を増やすことにつながるため
効果が期待できない。そこで逆行列計算で用いられた技術を
応用し一部のみを並列化、オーバーラップ実行できない計算
を増やす代わりに通信量を削減する手法をとる。Ecとの積
を求めていた箇所ではベクトルBが追加されているため同じ
手法でもベクトルを用いて実装することで通信量の削減が実
現した。今後は通信後行う計算をさらに細かく分割すること
で通信量と計算量を減らし、オーバーラップ実行が可能な部
分を増やすことも考えられる。
3.2 管理ノードとの通信削減
図 1,2では省略されているが、本システムでは管理ノード

が存在しそのノードがインターフェースに接続される仮定の
下で実装されている。そのため、管理ノードからパイプライ
ン処理を行う特定ノードに対し入力であるベクトル B や差
分行列AcおよびEcを分配する通信が必須である。ただし、
ベクトルBについては nのサイズのベクトルであり、Acお
よび Ec は n ∗ n のサイズの行列であることから通信の大
半はこのAcと Ecであることがわかる。そこでこのAcと
Ecを情報圧縮することで通信を削減する。情報圧縮につい
ては既にいくつも技術が存在するが、その一つに CRS形式
への圧縮がある。しかしながら今回 CRS形式を適用した場
合 1行に N要素が残り、O(n)が残ることは可能な限り避け
たい。ここでAcとEcの要素の大半は零要素であり、Ecの
非零要素はすべて１である。また、非零要素の数は sに依存
する。これを利用し、Ecについては非零要素の座標のみの
情報、Acについては座標と値のみの情報に変換することで
行列をO(s)で大幅に圧縮することを実現した (図 3)

3.3 実験：ハイブリッド並列化による影響の評価
並列パイプラインをハイブリッド並列化したことによる評

価を行うため実験を行った。同環境でそれぞれの解計算、逆行
列計算にかかる時間を計測し、比較する。実験結果を表 1に
示す．実験には肝臓を有限要素モデル化したものを係数行列
として用いた．行列のサイズは 3759×3759で，非零要素数
の割合は約 1.0[%]であり，係数行列の変化サイズ sは 15から
45の間を変動する場合とする．実験環境は CPU:Core2Quad

図 3: 行列圧縮

2.83[GHz]，L2Cache:12[MB]，メモリ:2[GB]，メモリ帯域
幅:10.6[GB/s]，OS:Linux2.6.191.2895.fc6，コンパイラ:Intel

icc12.0.0，MPI:IntelMPI，Network:Gigabit Ethernetを用い
る。従来手法では管理ノードとの通信時間を分けて計測した。
本手法ではオーバーラップにより分離しての計測は不可能で
あることから一つにまとめて計測を行った。並列度１の状態で
は情報圧縮による通信時間は大きく軽減しているものの計算
時間に変動は無い。解計算は並列度が２で少し早くなり、４で
遅くなる。これは解計算が逆行列経産に比べて通信オーバー
ヘッドの影響を強く受けるためであると考えられる。それに
対し逆行列計算については並列度をあげたことにより計算が
高速化していることがわかる。逆行列計算は解計算に比べ計
算量が多く、通信オーバーヘッドによる影響よりも並列化に
よって計算量が軽減したことによる影響が大きかったためで
あると考えられる．実時間性を保つためには解計算は 30msec

以内に収める必要があるが、４並列でも要求時間内での動作
に余裕があり、逆行列計算時間を向上させることができた。

表 1: 実験１結果 [msec]

並 従来法 従来手法 従来手法 本手法 本手法
列 解計算 逆行列 計算情報 解計算 逆行列
度 計算 通信時間 +通信 計算+通信
1 9.25 58.80 16.73 12.4 60.4

2 - - - 10.3 45.3

4 - - - 12.1 41.9

4 まとめと今後の課題
並列ソフトウェアパイプラインとハイブリット並列処理を

統合することにより逆行列計算及び解計算にかかる時間を短
縮した。また、情報圧縮により通信オーバーヘッドを大幅に
軽減した。今後は行列積を細かく分解することにより計算量
と通信量を削減するとともに差分 sのサイズが変動すること
によるシステムへの影響を検証する．
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