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概 要

GKB-GCV法は，画像処理の分野などで発生する，
大規模一般 Tikhonov正則化問題を解く反復法の１
つとして, 近年我々が提案した手法である．本稿で
は，数値実験を用いてGKB-GCV法の収束解析につ
いて述べる．

1 はじめに

次の形で与えられる大規模な非適切問題に対し，

安定な解を計算することを考える．

xLS = argmin
x∈Rn

||b−Ax||22 (1)

ただし，行列 A ∈ Rm×n, m ≥ nは悪条件であり，

データベクトル b は，未知の誤差項 ε と，理論解

xexactを用いて，b = Axexact + εとする．式 (1)の
解は未知の誤差 εに支配される．一方，Tikhonov正
則化法 [5]は，xexact に対する安定的な近似解を次

式で与えることができる．

xλ = argmin
x∈Rn

{||b−Ax||22 + λ2||Lx||22}, (2)

ただし，L ∈ Rp×nは正則化行列であり，λ > 0は正
則化パラメータである．そして，正則化法がより良

い近似解を与えるためには，適した正則化パラメー

タの決定が必要となることが知られている．

2 GKB-GCV法

GKB-GCV法は，GKB法とGCV法 [3]に基づく
手法である．GKB法は二重対角化を行うアルゴリズ
ムであり，行列 Aに対して初期値 b/||b||2 とし反復
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を行った場合，k < nステップ後，以下の式を満たす

正規直交列を持つ２つの行列Yk+1 = [y1, ...,yk+1] ∈
Rm×(k+1), Wk = [w1, ...,wk] ∈ Rn×k と，下記の二

重対角行列 Bk ∈ R(k+1)×k を生成する．

Bk =




α1

β2 α2

β3
. . .
. . . αk

βk+1




∈ R(k+1)×k,

β1Yk+1e1 = b = β1y1,

AWk = Yk+1Bk,

AT Yk+1 = WkBT
k + αk+1wk+1e

T
k+1,

ただし，ei ∈ Rk+1 は i番目の単位ベクトルである．

特にWk の列は，Krylov部分空間 Kk(AT A, AT b)
の正規直交基底を為す．今，Kk(AT A, AT b)上での
最小化を考え，最小二乗解を x

(k)
λ とすると，式 (2)

は次式に変形することが出来る．

x
(k)
λ = Wky

(k)
λ ,

y
(k)
λ = argmin

y∈Rk

{||Bky − β1e1||22 + λ2||LWky||22}. (3)

さらに PROJ-L法 [1]と同様の変形を考え，LWk =
QkRk と QR分解を行うと，式 (3)は次式のように
変形できる．

y
(k)
λ = argmin

y∈Rk

{||Bky − β1e1||22 + λ||Rky||22}.

上式より，Kk(AT A, AT b)上での最小化は，(2k +
1)× kの最小二乗問題に帰着することが出来る．

GCV法は正則化パラメータの決定手法の一つで
あり，次の関数 G(λ)の最小点を求めることにより，
λの決定を行う．

G(λ) =
||(Im −AA+

λ,L)b||22
(trace(Im −AA+

λ,L))2
, (4)
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ただし，A+
λ,L = (AT A+λ2LT L)−1AT である．これ

は kステップ目において，GKB-GCV法はW-GCV
法 [2]とは異なる手法を用いており，Novatiら [4]に
よって提案された G(λ)の近似である次の関数の最
小点を求める手法を用いる．

Gk(λ) =
||(Im −AWk(Bk)+λ,Rk

Y T
k+1)b||22

(trace(Im −AWk(Bk)+λ,Rk
Y T

k+1))2
. (5)

式 (5)は，GSVD(Bk, Rk)を用いることにより，次
式に変形することが出来る．

Gk(λ) =

β2
1

Ã
Pk

i=1

ţ
λ2

kuT
i(k)e1

σ2
i(k)+λ2

k

ű2

+ (uT
k+1(k)

e1)2

!

ţ
m−Pk

i=1

σ2
i(k)

σ2
i(k)+λ2

k

ű2
.

ただし，Bk = UkSkZ−1
k , Rk = VkCkZ−1

k であり，

Uk = [u1, ...,uk], Vk = [v1, ...,vk]は直交行列，Zk

は正則な行列，Sk, Ck は，ST
k Sk + CT

k Ck = Ik を

満たす非負の要素からなる対角行列である．

3 収束解析

λk を次式で定義し，λ ≤ 1と仮定する．

λk = argminGk(λ)

ここで，理論解 xexactと，k反復目の近似解 x
(k)
λk
の

誤差ノルムは，次式のように分解することが可能で

ある．

||xexact − x
(k)
λk
||2 ≤ ||xexact − x

(n)
λn
||2 (6)

+
n−1∑

i=k

||x(i+1)
λi+1

− x
(i)
λi
||2

まず右辺の第１項は正則化による安定化によって生

じる誤差である．第２項は，明らかに kに対して単

調収束であり，数値実験より収束性を確かめること

ができる．

問題には，MATLABのパッケージに内蔵されて
いる blurを使用し，n = 30, band = 3, σ = 0.7と
した．図 1は，実線が式 (6)の右辺の第２項を表し
ており，破線が式 (6)の左辺から右辺の第１項を引
いたものを表している．図 1からわかるように，上
からおさえることは出来ているが，実際の値よりも

大きく見積もり過ぎてしまっている．

4 結論

本稿では，近年提案を行ったGKB-GCV法の収束
解析を数値実験を用いて行った．しかし，不等式が
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図 1 blur : n = 30, band = 3, σ = 0.7

大きく見積もり過ぎてしまっているために，実際の

誤差よりも大きな上界を与えている．そのため，今

後の課題として，実際の誤差に近いような上界を与

えるような収束解析を行う必要がある．
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