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議員定数配分問題とベータ・ダイバージェンス
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概要：人口に比例して議席を配分する問題，すなわち，議員定数配分問題を扱う．これまで，議席を配分
する方法は多数提案されてきたが，問題解決には至っていない．本論文ではベータ・ダイバージェンスを
最小にする議席配分方式のクラスを新たに提案した．これを最適化問題としてとらえ，その最適性の条件
を与えた．また，この配分方式のクラスの中で，最大剰余方式のみが取り分制約を満たし，Theil方式のみ
が Alabamaパラドックスを避けることを明らかにした．
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Abstract: This paper treats the apportionment problem where seats in a legislature are proportionally al-
located based on the population of electoral districts. Until now a great number of allocation methods have
been proposed. However, we have not yet obtained a method to attain proportional allocation. We propose
a new class of allocation methods which minimize beta-divergences. In addition, we obtain some porperties:
Hamilton’s is the unique method in the class which stays within the quota and Theil’s is the unique in the
class which avoids the Alabama paradox.
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1. はじめに

人口や得票に比例して議席を配分する問題を議員定数配

分問題という．人口に比例して議席を配分するという規定

は，たとえば，アメリカ合衆国憲法第 1条に明記されてい

るが，このような規定はどこの国にもある普遍的なもので

ある．実のところ，議員定数配分問題は，わが国では「1

票の格差」の問題としてよく知られている．ヨーロッパの

多くの国々で使われている比例代表制においても，得票に

比例して政党間で議席を配分しており，同じ議員定数配分

問題が生じている．この問題は政治家や数学者により議論

されてきたが，200年以上にわたる未解決問題である．

最近，情報理論の観点から議員定数配分問題が議論され
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成果をあげつつある．例をあげると，議席配分方式の 1ク

ラスである「緩和除数方式」による議席の配分がアルファ・

ダイバージェンスの最小化により得られる．いい換えれ

ば，ある実数値パラメータを持つ緩和除数方式は，同じ値

のパラメータを持つアルファ・ダイバージェンスに 1対 1

に対応する．次章で述べるが，緩和除数方式はさまざまな

好ましい性質を持つことが判明しつつある．そのような意

味で，アルファ・ダイバージェンスは多くのダイバージェ

ンスの中で好ましい性質を持つといえる．

緩和除数方式とアルファ・ダイバージェンスを同一視で

きることは，興味深いが，問題そのものが解決したわけ

ではない．緩和除数方式は 1つのパラメータを含むため，

配分方式を特定するためにはその値を決定しなければな

らない．実際，そのパラメータ値を決定するいくつかの

方法が提案されているものの，問題解決には至っていな

い [16], [18], [19]．これらのことを考慮に入れると，議員定

数配分問題を解決するための新たなアプローチとして，ア
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ルファ・ダイバージェンスと同じ母関数を持つベータ・ダ

イバージェンスの最小化を考えてみる価値は十分にありそ

うである．本論文では，その結果，どのような配分方式が

生まれるのか，また，それらはどのような性質を有するの

かを議論する．

本論文の構成は以下のとおりである．2章ではいくつか

の議席配分方式を紹介し，3章では，アルファおよびベー

タ・ダイバージェンスを最小にする議席配分問題を説明す

る．4章では，このような議席配分問題を，より一般的な

最適化問題の形で表現し，その最適性の条件を与える．こ

の結果に基づき，5章では，ベータ・ダイバージェンスに

特化した議論を行う．6章と 7章では，ベータ・ダイバー

ジェンスを最小にする議席配分を対象に，「取り分制約」と

「Alabamaパラドックス」についてそれぞれ議論する．最

後の 8章でまとめを与える．

2. 議席の配分方式

この章では，最初に，議席配分方式である，最大剰余方式

と除数方式について説明する．次に，緩和除数方式の定義

を与え，この方式に対して明らかになった事柄を紹介する．

文献 [2]によれば，現在，最大剰余方式（別名 Hamilton

方式）と除数方式が最も広く議席配分に使われている．た

だし，除数方式とは 1つの配分方式ではなく，無限の配分

方式を含む配分方式のクラスである．実際，わが国では，

議席を地域に配分するときは最大剰余方式が戦前から使用

されており，政党に議席を配分するときは D’Hondt方式

が使われている．本論文では D’Hondt方式を Jefferson方

式と呼ぶが，これは除数方式である．

議員定数配分問題を記述するため，便宜的に，アメリカの

下院議員の配分を考える．最初に，いくつかの記号を定義

する．s ≥ 2を州の数，S = {1, . . . , s}を州の集合，h ≥ 1

を議員定数（議席総数）とする．各 i ∈ Sに対して，pi ≥ 1

を州 iの人口，qi > 0を州 iの「取り分」とする．これは州

iの受け取るべき議席の理想値（実数値）qi = hpi/π > 0

のことで，π =
∑

i∈S pi は総人口である．Q = (q1, . . . , qs)

を取り分の分布という．当然，Qに関して，
∑

i∈S qi = h

が成り立つ．また，州 i ∈ S に配分される議席数を aiとす

ると，A = (a1. . . . , as)は配分と呼ばれ，
∑

i∈S ai = hが

成り立つ．�x�を床関数，�x�を天井関数とし，記号 Rを

実数の集合，Z0 を非負の整数の集合，Z+ を正の整数の集

合とする．このとき，取り分 qiと配分方式の与える議席数

ai との間の不等式

�qi� ≤ ai ≤ �qi� ∀i ∈ S

を取り分制約といい，この制約をつねに満たすとき，配分

方式は取り分制約を満たすという．また，議員定数を 1増

加し，h+ 1議席を配分し直したときの配分を (a′1, . . . , a
′
s)

としたとき，

a′i < ai ∃i ∈ S

となれば，この現象を Alabamaパラドックスと呼ぶ．

最初に，最大剰余方式を説明する．(i)各州に取り分の整

数部の数値に等しい議席を配分する．(ii)残余の議席は取

り分の小数部の大きな州から順次 1議席を追加する．最大

剰余方式は取り分制約を満たすが，Alabamaパラドックス

を許す．

次に，除数方式を説明する．丸め関数と呼ばれる関数

d(k)（k ∈ Z0）を考える．これは k に関して狭義増加で，

k ≤ d(k) ≤ k + 1を満たし，これを以下のように利用する

配分方式を除数方式という．正の実数 xを丸め関数 d(k)

を用いて整数に丸めるために，丸め記号 [x]d を定義する．

これは，d(k − 1) < x < d(k)となる k ∈ Z0 が存在すると

き [x]d = kとし，x = d(k)となる k ∈ Z0 が存在するとき

[x]d = kまたは [x]d = k + 1と自由度を持たせる．便宜的

に，d(−1) = 0とする．このとき，d(0) = 0となる丸め関

数を持つ除数方式に対しては，議員定数が州の数以上，つ

まり，h ≥ sという仮定を追加すると，任意の除数方式に

対して
∑

i∈S [pi/λ]d = hを満たす除数 λ = λd > 0が存在

し，ai = [pi/λd]d とする配分 A = (a1, . . . , as)が定まる．

除数方式は取り分制約を満たさないが，Alabamaパラドッ

クスは許さない．

3つ目の配分方式として，緩和除数方式を説明する．パ

ラメータ θ ∈ Rに対して，関数 dθ(k) (k ∈ Z0)を以下のよ

うに定義する．k ∈ Z+ のとき，

dθ(k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
e

(k + 1)k+1

kk
, θ = 1

1
log k+1

k

, θ = 0(
(k + 1)θ − kθ

θ

) 1
θ−1

, θ �= 1, 0

(1)

とする．この関数 dθ(k)は正の整数 kと k + 1のパラメー

タ θの Stolarsky平均*1といわれ，θに関して連続かつ狭義

増加で，k < dθ(k) < k + 1が成り立ち，θ → −∞のとき
dθ(k) → k，および，θ → +∞のとき dθ(k) → k + 1とな

る [24]．さらに，k = 0のとき，

dθ(0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

e−1 ≈ 0.37, θ = 1

0, θ ≤ 0(
1
θ

) 1
θ−1

, 上記以外

(2)

とする．このとき，dθ(0)は θ > 0に関して連続かつ狭義

増加で，0 < dθ(0) < 1（θ > 0）が成り立ち，θ → +∞
のとき dθ(0) → 1となることが確認できる．図 1 に関数

dθ(1)のグラフを −20 ≤ θ ≤ 20の範囲で描き，図 2 に関

*1 θ = 1 のときは identric 平均（式 (1) の右辺の 1 番目），θ = 0
のときは対数平均（式 (1) の右辺の 2 番目）と呼ばれる．
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図 1 y = dθ(1) のグラフ

Fig. 1 Graph of the function y = dθ(1).

図 2 y = dθ(0) のグラフ

Fig. 2 Graph of the function y = dθ(0).

数 dθ(0)のグラフを −2 ≤ θ ≤ 2の範囲で与える．この関

数 dθ(k) を丸め関数とする配分方式を緩和除数方式とい

う [10], [23]．名前から受ける印象とは逆に，この配分方式

は除数方式の特別な場合である．

最後に，緩和除数方式に対して，これまでに得られた結

果を紹介する．除数方式と異なり，緩和除数方式の丸め関

数は明示的な式で表現されているため（式 (1)，(2)参照），

さまざまな解析が容易である．たとえば，緩和除数方式の

取り分制約の充足度 [7]や州の配分議席数と取り分との接

近度 [9]，あるいは，緩和除数方式の偏りの大きさ [16], [19]

などが容易に求まる．

アメリカでは 100年以上にわたって，Hill方式とWebster

方式の優劣が論じられてきたが，どちらの方式も緩和除数

方式であり，両者が対称な位置関係にあることを明らかに

した．その対称性から，両者の優劣の判定が困難であるこ

とを説明した [8]，また，ダイバージェンス間の支配関係か

ら，両者の優劣がつかない理由を与えた [17]．

文献 [11]では，Rényiのエントロピーの最大化と緩和除

数方式の対応を論じた．緩和除数方式による配分は，すべ

ての人の 1人あたり議席数の値 ai/pi のエントロピーを最

大化することにより，この値を一致させようとする．また，

パラメータ θを変化させても，一定の区間，配分が変化し

ないという安定した性質を持つ [12]．

文献 [13]では，すべての除数方式が，ある特定の形の離

散最適化問題として定式化できることを明らかにし，離散

制約を線形緩和した問題の最適解が取り分に等しくなると

き，その除数方式が緩和除数方式に一致することを明らか

にした．また，そのような性質を持つ除数方式が緩和除数

方式に限ることを示した．州に配分する議席数を正の実数

に緩和したとき，その値が取り分になるということは，議

席数が人口に比例することを意味する．

文献 [14]ではダイバージェンスと配分方式の関係を明ら

かにした．1章で述べたように，緩和除数方式がアルファ・

ダイバージェンスに対応することを示し，取り分の分布

Qと議席の配分 Aとの差異について詳しく議論した．ま

た，そのことから，両者の差異を最小にするために必要な

議席数というものを考え，新たに提案した基準の下では

Webster方式が最善の配分方式であると結論づけた [18]．

除数方式は比例方式と非比例方式に分けられる．たとえ

ば，500議席を配分したとき，すべての州に配分される議

席数が偶数ならば，250議席を同一方式で配分したときの

各州に配分される議席数が以前の半分となっているなら

ば，その除数方式は比例方式といわれる．非比例方式とな

る除数方式は明らかに不合理であるとして受け入れられな

いが（詳細は文献 [2]参照），緩和除数方式は比例方式とな

る [15]．

3. ダイバージェンス最小化議席配分問題

ここでは，Chernoffのアルファ・ダイバージェンス [4]，

および，Basuらのベータ・ダイバージェンス [1]を最小に

する議席配分問題について説明する．

関数 ψθ(x)（x ≥ 0）を定義する．x > 0に対して，

ψθ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x log x− (x− 1), θ = 1

− log x+ (x− 1), θ = 0
xθ − 1
θ(θ − 1)

− x− 1
θ − 1

, θ �= 1, 0

(3)

とし，x = 0に対して，ψθ(0) = limx→+0 ψθ(x)，すなわち，

ψθ(0) =

⎧⎨
⎩

1
θ
, θ > 0

+∞, θ ≤ 0
(4)

とする．式 (3)を母関数とする Aから Qのアルファ・ダ

イバージェンスは

Dα(A||Q) =
∑
i∈S

qiψθ

(
ai

qi

)
(5)

と定義され [5]，緩和除数方式による配分は最適化問題Pα：

minDα(A||Q) s.t. (i) ai ∈ Z0(i ∈ S), (ii)
∑
i∈S

ai = h

の最適解 A = (a1, . . . , as)として定まる [14]．記号 s.t.は

制約を意味する．

パラメータ θの特定の値に対する緩和除数方式およびア

ルファ・ダイバージェンスは，特別な名前で呼ばれている

（表 1 参照）．Hill方式は文献 [2], [6]，TS方式は [7], [25]，

Theil方式は [7], [26]，Webster方式は [2], [27]で説明され

ている．また，KLダイバージェンス（Kullback-Leiblerダ
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表 1 配分方式とアルファ・ダイバージェンスの対応

Table 1 Correspondence between methods and divergences.

θ 配分方式 アルファ・ダイバージェンス

−1 Hill 方式 Neymann のカイ二乗ダイバージェンス

0 TS 方式 逆 KL ダイバージェンス

1 Theil 方式 KL ダイバージェンス

2 Webster 方式 Pearson のカイ二乗ダイバージェンス

イバージェンス）は [21]，Pearsonのカイ二乗ダイバージェ

ンスは [22]，その他のダイバージェンスは文献 [5]に述べ

られている．

式 (3)を母関数とするAからQのベータ・ダイバージェ

ンスは

Dβ(A||Q) =
∑
i∈S

(ψθ(ai) − ψθ(qi) − (ai − qi)ψ′
θ(qi))

(6)

と定義される [5]．ψ′
θ(x)は ψθ(x)の導関数で，

ψ′
θ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

log x, θ = 1
x θ−1 − 1
θ − 1

, θ �= 1
(7)

である．aiと θの値に応じて，Dβ(A||Q)の第 i項，すなわ

ち，ψθ(ai)−ψθ(qi)−(ai−qi)ψ′
θ(qi)を具体的に表現すると，

以下のようになる．最初に ai > 0と仮定する．式 (3)を用

いると，θ = 1ならばai log ai−qi log qi−(ai−qi)(log qi+1)，

θ = 0ならば − log ai + log qi − (ai − qi)/qi，θ �= 1, 0なら

ば (a θ
i − q θ

i )/(θ(θ− 1))− (ai − qi)q θ−1
i /(θ− 1)となる．次

に，ai = 0と仮定する．式 (3)および式 (4)を用いると，第

i項：ψθ(0) − ψθ(qi) + qiψ
′
θ(qi)は θ > 0ならば q θ

i /θとな

り，θ ≤ 0ならば +∞となる．これらの結果より，式 (3)

と式 (4)で定義された関数 ψθ(x)を用いると，

Dβ(A||Q) =
∑
i∈S

q θ
i ψθ

(
ai

qi

)
(8)

と書くことができる．

次に，ベータ・ダイバージェンス Dβ(A||Q)を最小にす

る議員定数 hの配分問題 Pβ：

minDβ(A||Q) s.t. (i) ai ∈ Z0(i ∈ S), (ii)
∑
i∈S

ai = h

を考える．配分がこの最適解 A = (a1, . . . , as)として定ま

る配分方式をベータ方式と呼ぶ*2．

補題 1 パラメータ θ ≤ 0の緩和除数方式（または，ベー

タ方式）による配分A = (a1, . . . , as)では，ai ≥ 1（∀i ∈ S）

となる．

証明 θ ≤ 0 のとき，議員定数は h ≥ s と仮定して

いることに注意する．また，式 (4)より，θ ≤ 0のとき，
*2 この命名の仕方からすれば，緩和除数方式はアルファ方式と呼ぶ
べきだったかもしれない．

表 2 配分方式とベータ・ダイバージェンスの対応

Table 2 Correspondence between methods and divergences.

θ 配分方式 ベータ・ダイバージェンス

1 Theil 方式 KL ダイバージェンス

2 最大剰余方式 �2 ノルム，平方 Euclid 距離

ψθ(0) = +∞なので，どちらの配分問題Pα，Pβ でも各州

に少なくとも 1議席が配分され，ai ≥ 1（∀i ∈ S）となる．

�
パラメータ θ の特定の値に対する緩和除数方式とベー

タ・ダイバージェンスは，特別な名前で呼ばれている（表 2

参照）．θ = 1のとき，式 (5)と式 (8)が一致することから，

θ = 1のベータ方式は Theil方式に等しい．また，θ = 2の

とき，式 (8)と式 (3)より，

Dβ(A||Q) =
∑
i∈S

(ai − qi)2

2

が導かれる．これはAからQの �2ノルム（平方 Euclid距

離）の半分を表している．最大剰余方式は任意の �pノルム

（実数 p ≥ 1）を最小にする配分を与えることが知られてい

るので [3]，θ = 2のベータ方式は最大剰余方式に等しい．

4. 一般化議席配分問題

ここでは，アルファおよびベータ・ダイバージェンスを最

小にする議席配分問題を一般化した形で議論し，最適性の条

件を導く．いま，s個の狭義の凸関数 fi(x)（x ≥ 0, i ∈ S）

を考える．この関数は，(I) fi(0) = +∞（∀i ∈ S）または

(II) fi(0) < +∞（∀i ∈ S）のどちらかであると仮定する*3．

これらの総和を目的関数とする，一般化された議席配分

問題 P：

min
∑
i∈S

fi(ai) s.t. (i) ai ∈ Z0(i ∈ S), (ii)
∑
i∈S

ai = h

を考える．次に，fi(ai)の差分：

gi(ai) = fi(ai + 1) − fi(ai), ai ∈ Z0 (9)

を定義する．上記 (I)の場合，gi(0) = −∞（∀i ∈ S）とな

り，(II)の場合，gi(0) > −∞（∀i ∈ S）となるが，追加で，

gi(−1) = −∞（∀i ∈ S）と約束する．

定理 1 配分 A = (a1, . . . , as)が問題 Pの最適解となる

ための必要十分条件は

max
i∈S

gi(ai − 1) ≤ min
j∈S

gj(aj) (10)

である．ここで，等号が成り立つのは配分 Aが唯一の最適

解でないときに限る．

証明 （必要性）問題 Pの最適解 ai（i ∈ S）を考え
*3 問題 Pα と Pβ のそれぞれの目的関数 (5) と (8) は，どちらも，
この仮定を満たしている．すなわち，θ ≤ 0 のとき仮定 (I) が成
り立ち，θ > 0 のとき仮定 (II) が成り立つ．
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る．州のペア k, � ∈ S に対し，ak と a� が狭義の不等式：

gk(ak − 1) > g�(a�) (11)

を満たすと仮定する．もし，gk(ak − 1) = −∞ ならば

g�(a�) < −∞ という関係を意味するが，これは実現不

可能である．よって，上記 (I) の場合：ak = 1 ならば

gk(ak − 1) = −∞なので ak ≥ 2，(II)の場合：ak = 0なら

ば gk(ak − 1) = −∞なので，ak ≥ 1となる．いま，新しい

配分 a′k = ak−1，a′� = a�+1，a′i = ai (i ∈ S\{k, �})を考え
る．差分の定義式 (9)より，gk(ak−1) = fk(ak)−fk(ak−1)

および g�(a�) = f�(a� + 1) − f�(a�) となることから，

fk(a′k) = fk(ak − 1) = fk(ak) − gk(ak − 1) および

f�(a′�) = f�(a� + 1) = g�(a�) + f�(a�) が得られる．両者

の和を求めると，

fk(a′k) + f�(a′�) = fk(ak) + f�(a�) + g�(a�) − gk(ak − 1)

となる．狭義の不等式 (11)を仮定していたので，

fk(a′k) + f�(a′�) < fk(ak) + f�(a�)

が導かれる．このことから，狭義の不等式：

∑
i∈S

fi(a′i) <
∑
i∈S

fi(ai)

が導かれるが，この不等式は ai（i ∈ S）の最適性，すなわ

ち，
∑

i∈S fi(ai)の値が最小であることに矛盾する．よっ

て，冒頭の仮定，すなわち，不等式 (11)が否定され，任意

の 2州 i，j に対して，gi(ai − 1) ≤ gj(aj)となる．

（十分性）最初に，fi(ai)は狭義凸と仮定しているので，

式 (9)の差分 gi(ai)は狭義増加関数となることに注意する．

いま，配分 A = (a1, . . . , as)が不等式 (10)を満たすと仮定

し，次に，問題 Pの最適解 bi（i ∈ S）を考える．もし，∑
i∈S fi(ai) =

∑
i∈S fi(bi)ならば，ai（i ∈ S）も最適解と

なり証明が終わる．よって，以下では，狭義の関係

∑
i∈S

fi(ai) >
∑
i∈S

fi(bi) (12)

を仮定する．S の部分集合

L = {i | bi < ai}, G = {j | bj > aj}

を定義する．このとき，任意の i ∈ Lと j ∈ G，および，任

意の 1 ≤ ki ≤ ai − bi と 0 ≤ �j ≤ bj − aj − 1に対して，不

等式 (10)および gi(ai)の増加性より，

gi(ai − ki) ≤ gj(aj + �j) (13)

が成り立つ．
∑

k∈S ak =
∑

k∈S bk = h であることから，∑
i∈L(ai − bi) =

∑
j∈G(bj − aj)が導かれるが，この等式

を書き直すと，

∑
i∈L

ai−bi∑
ki=1

1 =
∑
j∈G

bj−aj−1∑
�j=0

1 (14)

が導かれる．これらの関係式 (13)および (14)から，

∑
i∈L

ai−bi∑
ki=1

gi(ai − ki) ≤
∑
j∈G

bj−aj−1∑
�j=0

gj(aj + �j) (15)

が得られる．

さらに，以下の関係が得られる：∑
k∈S

(fk(bk) − fk(ak))

=
∑
i∈L

(fi(bi) − fi(ai)) +
∑
j∈G

(fj(bj) − fj(aj))

= −
∑
i∈L

(fi(ai) − fi(bi)) +
∑
j∈G

(fj(bj) − fj(aj))

ここで，fi(ai) − fi(bi) =
∑ai−bi

ki=1 gi(ai − ki) および

fj(bj) − fj(aj) =
∑bj−aj−1

�j=0 gj(aj + �j)に注意すると

= −
∑
i∈L

ai−bi∑
ki=1

gi(ai − ki) +
∑
j∈G

bj−aj−1∑
�j=0

gj(aj + �j)

となる．ここで，不等式 (15)を用いると，
∑

k∈S(fk(bk)−
fk(ak)) ≥ 0，すなわち，

∑
k∈S fk(bk) ≥ ∑

k∈S fk(ak)とな

り，式 (12)が成り立つと仮定したことに矛盾する．よっ

て，ai（i ∈ S）は問題 Pの最適解となる． �

5. ベータ方式

ここでは，前章の定理 1 の内容をベータ・ダイバージェ

ンス最小化の配分問題 Pβ の場合に焼き直す．表記を簡単

にするため，log 0 = −∞，0−θ = +∞（θ > 0），0 log 0 = 0，

00 = 1と約束する．また，記号 d θ−1
θ (k)は (dθ(k))θ−1 を

意味する．

定理 2 配分 A = (a1, . . . , as)が問題 Pβ の最適解とな

るための必要十分条件は θ = 1のとき，

max
i∈S

d1(ai − 1)
qi

≤ min
j∈S

d1(aj)
qj

(16)

であり，θ �= 1のとき，

max
i∈S

d θ−1
θ (ai − 1) − q θ−1

i

θ − 1
≤ min

j∈S

d θ−1
θ (aj) − q θ−1

j

θ − 1
(17)

である．ここで，等号が成り立つのは配分 Aが唯一の最適

解でないときに限る．

証明 最初に，

fi(x) = ψθ(x) − ψθ(qi) − (x− qi)ψ′
θ(qi)

とおくと，f ′′i (x) = ψ′′
θ (x) > 0，つまり，fi(x)は狭義凸で
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あり，問題Pの目的関数に関する条件を満たしていること

に注意する．fi(ai) = ψθ(ai) − ψθ(qi) − (ai − qi)ψ′
θ(qi)な

ので，差分は

gi(ai) = fi(ai + 1) − fi(ai)

= ψθ(ai + 1) − ψθ(ai) − ψ′
θ(qi)

と変形できる．θ = 1のとき，

gi(ai) = {(ai + 1) log(ai + 1) − ai}
− {ai log ai − (ai − 1)} − log qi

ここで，1 = log eと変形すると

= (ai + 1) log(ai + 1) − ai log ai − log e− log qi

= log
(

(ai + 1)ai+1

e aai

i

/
qi

)

となる．ここで，対数の中に ai と ai + 1の identric平均

（脚注 *1 参照）が含まれていることに注意すると

gi(ai) = log
d1(ai)
qi

(18)

が得られる．さらに，θ �= 1, 0のとき，

gi(ai) =
{

(ai + 1) θ − 1
θ(θ − 1)

− ai

θ − 1

}

−
{
aθ

i − 1
θ(θ − 1)

− ai − 1
θ − 1

}
− qθ−1

i − 1
θ − 1

=
(ai + 1)θ − aθ

i

θ(θ − 1)
− qθ−1

i

θ − 1

となる．ここで，右辺第 1項に Stolarsky平均の θ − 1乗

が含まれていることに注意すると

gi(ai) =
d θ−1

θ (ai) − qθ−1
i

θ − 1
(19)

が導かれる．容易に確認できるが，この等式 (19)は θ = 0

の場合にも成り立つ．

したがって，定理 1の式 (10)に上記の式 (18)を代入し，

対数変換で大小関係は変わらないことに注意すると，本定

理の式 (16)が得られる．同様に，式 (10)に上記の式 (19)

を代入すれば，本定理の式 (17)が得られる． �
最後に，ベータ方式による配分に関して，簡単ではある

が重要な性質を与えて，この章を終える．

定理 3 (i)ベータ方式による配分では逆転現象が起こら

ない，つまり，qi > qj ならば ai ≥ aj となる．また，(ii)

人口が等しければ，配分議席数はたかだか 1しか異ならな

い．つまり，qi = qj ならば |ai − aj | ≤ 1となる．

証明 (i)の証明：簡単のため，θ > 1，qi > qj かつ

aj = ai + 1と仮定する．θ − 1 > 0に注意して，定理 2の

最適性の条件式 (17)を参考にすると，

d θ−1
θ (aj − 1) − qθ−1

j ≤ d θ−1
θ (ai) − qθ−1

i (20)

が成り立つ．この式 (20)に，aj = ai + 1を代入すると，

d θ−1
θ (ai)− qθ−1

j ≤ d θ−1
θ (ai)− qθ−1

i ，つまり，qθ−1
j ≥ qθ−1

i

となるが，θ > 1なので，これは qj > qi を意味し，仮定：

qi > qj に矛盾する．他の場合も同様にして証明すること

ができる．(ii)の証明：簡単のため，θ > 1，qi = qj かつ

aj = ai + 2と仮定する．これらを上記の最適性の条件式

(20)に代入すると，d θ−1
θ (ai +1)−qθ−1

i ≤ d θ−1
θ (ai)−qθ−1

i ，

つまり，d θ−1
θ (ai + 1) ≤ d θ−1

θ (ai)が得られるが，θ > 1な

ので，これは dθ(ai + 1) ≤ dθ(ai)を意味し，関数 dθ(k)の

狭義増加性：dθ(ai) < dθ(ai + 1)に矛盾する．他の場合も

同様にして証明することができる． �

6. 取り分制約

アメリカでは 1790 年に 1 回目の国勢調査が行われ，

Jefferson方式により議席が配分された．当初，この方式で

人口比例配分が実現すると思われていたが，次第に，この

方式は人口の多い州に有利な議席配分を与えることが明ら

かになった．実際，1820年度の国勢調査では，人口が最

大の New York州の取り分は 32.5，つまり，New York州

に配分されるべき理想の議席数は 32.5議席であったもの

の，Jefferson方式は同州に 34議席を配分した．一方，人

口の少ない Delaware州の取り分は 1.69議席であったにも

かかわらず，同州には 1議席しか配分されなかった．New

York州の 1議席を Delaware州に移動させれば，どちらの

州も，配分議席数が取り分，つまり，理想値に近づくはず

である．同様の現象が，1830年度の国勢調査結果に対して

も発生した．このことから，州に配分される議席数と州の

取り分は 1議席を超えるべきではない，つまり，配分方式

は取り分制約を満たすべきと考えられるようになった．こ

の章では，ベータ方式はパラメータが θ = 2の場合のみ，

つまり，最大剰余方式のみが取り分制約を満たすことを明

らかにする．

補題 2 x > 0に対して，関数

f(x) = 2x−1 − 2x − 1
x

−
(

1 − 1
x

)

を定義すると，0 < x < 1のとき f(x) > 0，1 < x < 2の

とき f(x) < 0，x > 2のとき f(x) > 0，x = 1と x = 2の

とき f(x) = 0となる．

証明

2x−1 − 2x − 1
x

−
(

1 − 1
x

)
= 2x−1 − 1 − 2

x
(2x−1 − 1)

なので，f(x) = (x−2)(2x−1−1)/xと書ける．y = 2x−1−1

は点 (1, 0)を通る狭義増加関数なので，容易に本補題の結

論が導かれる． �
関数 y = (x − 2)(2x−1 − 1)/xのグラフを 0 < x ≤ 3の

範囲で描くと図 3 が得られる．

定理 4 パラメータ θ < 2のベータ方式は取り分制約を
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図 3 関数 y = (x − 2)(2x−1 − 1)/x のグラフ

Fig. 3 Graph of the function y = (x − 2)(2x−1 − 1)/x.

満たさない．

証明 具体的に，取り分制約を満たさない数値例を作成

することにより証明を行う．十分大きな正の整数nと十分小

さな正の実数 εを考える．ここでは，表記を簡単にするため，

州n+1を州 0と表す．州の数 s = n+1，議員定数h = n+1，

各州の取り分を q0 = 2+ ε，qi = 1− (ε+1)/n（1 ≤ i ≤ n）

とする．当然のことながら，取り分の総和は議員定数に等

しくなっている．すなわち，q0 +
∑n

i=1 qi = n+ 1 = hと

なっている．θ ≤ 0の場合，補題 1 より，配分は a0 = 1,

ai = 1（1 ≤ i ≤ n）となり，州 0の取り分が 2より大きい

にもかかわらず，同州には 1議席しか配分されず，取り分

制約に違反する．

以下では，場合分けにより，0 < θ < 2のときも，ベー

タ方式による配分は a0 = 1, ai = 1（1 ≤ i ≤ n）となり，

結果，州 0が取り分制約に違反することを示す．

(i) 1 < θ < 2の場合：変数 xを θで置き換えて，関数 dθ(1)

の定義式 (1)および dθ(0)の定義式 (2)を補題 2 に適用す

ると，1 < θ < 2の場合，2θ−1 − d θ−1
θ (1) < 1 − d θ−1

θ (0)，

すなわち，

d θ−1
θ (0) − 1 < d θ−1

θ (1) − 2θ−1 (21)

が成り立つ．ここで，n→ +∞かつ ε→ 0のとき，q0 → 2，

qi → 1に注意すると，式 (21)が狭義の不等式であること

から，十分大きな n，十分小さな εに対し，

d θ−1
θ (0) − qθ−1

i < d θ−1
θ (1) − qθ−1

0 (22)

が成り立つ．

取り分に関して，qi < q0 であるが，関数 y = xθ−1

（1 < θ < 2）は x に関して狭義増加なので，qi < q0 は

q θ−1
i < qθ−1

0 を意味する．この大小関係を不等式 (22)に適

用すると，容易に

d θ−1
θ (0) − qθ−1

0 < d θ−1
θ (0) − qθ−1

i

< d θ−1
θ (1) − qθ−1

0 < d θ−1
θ (1) − qθ−1

i (23)

の関係が導かれる．θ − 1 > 0 に注意して，この関係式

(23)を用いると，定理 2の式 (17)より，a0 = 1，ai = 1

（1 ≤ i ≤ n）が唯一の配分となっていることが確認できる．

すなわち，

max

{
d θ−1

θ (0) − qθ−1
0

d θ−1
θ (0) − qθ−1

i

}
< min

{
d θ−1

θ (1) − qθ−1
0

d θ−1
θ (1) − qθ−1

i

}

の成立が確認できる．よって，州 0 が取り分制約に違反

する．

(ii) θ = 1の場合：q0 > qi，d1(0) = 1/e，d1(1) = 4/eであ

ることから，nは十分大きく，ε > 0は十分小さいので，

d1(0)
q0

<
d1(0)
qi

<
d1(1)
q0

<
d1(1)
qi

の関係が成り立つ．この関係を用いると，a0 = 1，ai = 1

（1 ≤ i ≤ n）に対し，定理 2の式 (16)の成立が確認でき

る．以前同様，州 0に 1議席が配分され，同州は取り分制

約に違反する．

(iii) 0 < θ < 1の場合：関数 y = xθ−1（θ < 1）は xに関

して狭義減少であることに注意して，上記ケース (i)の議

論を繰り返せば，容易に，

qθ−1
0 − d θ−1

θ (0) < qθ−1
i − d θ−1

θ (0)

< qθ−1
0 − d θ−1

θ (1) < qθ−1
i − d θ−1

θ (1) (24)

が導かれる．いま，θ − 1が負であることに注意して，こ

の関係式 (24)を用いると，a0 = 1，ai = 1（1 ≤ i ≤ n）に

対し，定理 2の式 (17)の成立が確認できる．よって，州 0

に 1議席が配分され，同州は取り分制約に違反する． �
補題 3 x ≥ 2に対して，関数

f(x) =
3x − 2x

x
− 2x−1 − 2x − 1

x
+ 1

を定義すると，f(x) ≥ 0となる．

証明 明らかに，f(2) = 0となる．以下で，f ′(x) > 0

を明らかにすることにより，f(x) ≥ 0（x ≥ 2）を示す．

f ′(x)を計算し，x2f ′(x)を求めると，

((log 3)x− 1) 3x − (
(log 2)x2 + 4(log 2)x− 4)

)
2x−1 − 1

が得られる．この式を g(x)（x ≥ 2）とおき，つまり，

g(x) = x2f ′(x)とし，g(x) > 0を示すことにより，f ′(x) > 0

を明らかにする．g′(x)を計算し，g′(x)/x求めると，

(log 3)23x − 2x−1(log 2)((log 2)x+ 2(2 log 2 + 1))

が得られる．全体を (log 2)22x−1 > 0で除すると

2
(

log 3
log 2

)2 (
3
2

)x

−
(
x+ 4 +

2
log 2

)

すなわち，

5.024 × 1.5x − (x+ 6.885)

が得られる．これは明らかに増加関数であり，x ≥ 2の範

囲では，x = 2で最小値 2.419をとる．よって，g′(x) > 0

となる．また，g(2) = 1.14なので，g(x) > 0（x ≥ 2）とな
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図 4 関数 y = 3x−2x

x
− 2x−1 − 2x−1

x
+ 1 のグラフ

Fig. 4 Graph of the function y = 3x−2x

x
− 2x−1 − 2x−1

x
+ 1.

り，f ′(x) > 0が得られる，よって，本補題が導かれる．�
実際に，関数 y = (3x − 2x)/x − 2x−1 − (2x − 1)/x + 1

のグラフを 2 ≤ x ≤ 4の範囲で描くと図 4 が得られる．

定理 5 パラメータ θ > 2のベータ方式は取り分制約を

満たさない．

証明 十分大きな正の整数 nと十分小さな正の実数 ε

を考える．以前同様，表記を簡単にするため，州 n+1を州

0と表す．州の数 s = n+ 1，議員定数 h = 2n+ 2，各州の

取り分を q0 = 1− ε，qi = 2 + (ε+ 1)/n（1 ≤ i ≤ n）とす

る．この場合も，当然，取り分の総和は議員定数に等しく

なっている：q0 +
∑n

i=1 qi = 2n+2 = h．以下では，θ > 2

のベータ方式による配分は a0 = 2，ai = 2（1 ≤ i ≤ n）と

なることを示す．結果，取り分が 1より小さい州 0に 2議

席が配分され，同州は取り分制約に違反する．

補題 3 より，d θ−1
θ (1)− 1 < d θ−1

θ (2)− 2θ−1が成り立つ．

nは十分大きく，ε > 0は十分小さいので，この関係から

d θ−1
θ (1) − qθ−1

0 < d θ−1
θ (2) − qθ−1

i (25)

が導かれる．

一方，現在の取り分の設定では q0 < qi であるが，θ > 2

なので，qθ−1
0 < qθ−1

i となる．この大小関係を不等式 (25)

に適用すると，容易に，

d θ−1
θ (1) − qθ−1

i < d θ−1
θ (1) − qθ−1

0

< d θ−1
θ (2) − qθ−1

i < d θ−1
θ (2) − qθ−1

0 (26)

の関係が導かれ，a0 = 2，ai = 2（1 ≤ i ≤ n）に対し，定

理 2 の式 (17)の成立が確認できる．よって，州 0に 2議

席が配分され，同州は取り分制約に違反する． �
系 1 パラメータ値が 2のベータ方式（つまり，最大剰

余方式）以外のベータ方式は取り分制約を満たさない．

7. Alabamaパラドックス

アメリカでは 1880年の国勢調査人口に対して，下院議員

の配分を行っていると，奇妙な現象（つまり，Alabamaパ

ラドックス）が発生した．当時使われていた，議席配分方

式は最大剰余方式であり，議員定数が 299のときAlabama

州には 8議席が配分されたが，議員定数を 300に増加させ

ると，同州には 7議席しか配分されなかった．パイが大き

図 5 関数 y = 2x−2
x

− ( 3
2

)x−1 のグラフ

Fig. 5 Graph of the function y = 2x−2
x

− ( 3
2

)x−1
.

くなったにもかかわらず，受け取る議席が減少した．この

現象はアメリカ議会に大きな打撃を与え，結局，アメリカ

では Alabamaパラドックスを許す配分方式は使われなく

なった．この章では，ベータ方式はパラメータが θ = 1の

場合のみ，つまり，Theil方式のみが Alabamaパラドック

スを避けることを明らかにする．

補題 4 x ≥ 1に対して，関数

f(x) =
2x − 2
x

−
(

3
2

)x−1

を定義すると，f(x)は狭義増加となる．

証明 以下で，f ′(x) > 0を明らかにすることにより，

f(x)の狭義増加性を示す．f ′(x)を計算し，x2f ′(x)を求

めると，

((log 2)x− 1) 2x + 2 −
(

log
3
2

)
x2

(
3
2

)x−1

が得られる．この式を g(x)（x ≥ 1）とおき，つまり，

g(x) = x2f ′(x)とし，g(x) > 0を示すことにより，f ′(x) > 0

を明らかにする．g′(x)を計算し，g′(x)/x求めると，

(log 2)22x −
(

log
3
2

)((
log

3
2

)
x+ 2

)(
3
2

)x−1

が得られる．全体を (log(3/2))2(3/2)x−1 > 0で除すると

3
2

(
log 2

log(3/2)

)2 (
4
3

)x

−
(
x+

2
log(3/2)

)

すなわち，

4.38 × (4/3)x − (x+ 1.71)

が得られる．これは明らかに増加関数であり，x ≥ 1の範

囲では，x = 1で最小値 3.14をとる．よって，g′(x) > 0と

なる．また，g(1) = 0.98なので，g(x) > 0（x ≥ 1）とな

り，f ′(x) > 0が得られる，よって，本補題が導かれる．�
実際に，関数 y = (2x − 2)/x − (3/2)x−1 のグラフを

1 ≤ x ≤ 6の範囲で描くと図 5 が得られる．補題 4 で定義

された関数 f(x)に関して，f(3)f(4) < 0，あるいは，図 5

より，方程式 f(x) = 0は，x ≥ 1の範囲では唯一の解を 3

と 4の間に持つ．以下，この解を c∗ と書く．この値は二

分探索や Newton法を用いれば，容易に求まり，c∗ ≈ 3.74
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が得られる．

定理 6 パラメータ θ > 1のベータ方式は Alabamaパ

ラドックスを許す．

証明 具体的に，Alabamaパラドックスを許す数値

例を作成することにより証明を行う．州の数を s = 3，

議員定数を h = 3，取り分を q1 = q2 = q，q3 = 3 − 2q

（1 < q < 3/2）とすると，q1 = q2 > q3 となる．当然，

q1 + q2 + q3 = 3 = h が成り立っている．θ > 1 とき，

(1, 1, 1)がベータ方式による唯一の配分となるための必要

十分条件は，i ∈ {1, 2}として，θ − 1 > 0に注意すると，

定理 2の式 (17)より，

max

{
d θ−1

θ (0) − qθ−1
i

d θ−1
θ (0) − qθ−1

3

}
< min

{
d θ−1

θ (1) − qθ−1
i

d θ−1
θ (1) − qθ−1

3

}

と書ける．この不等式において，qi > q3 と θ − 1 > 0が

qθ−1
i > qθ−1

3 を意味することに注意すると，(1, 1, 1)がベー

タ方式による唯一の配分となるための必要十分条件は，

d θ−1
θ (0) − qθ−1

3 < d θ−1
θ (1) − qθ−1

i と簡単化される．ここ

で，qi = q，q3 = 3 − 2q，dθ(0)の定義式 (2)および dθ(1)

の定義式 (1)を代入すると，この条件式は

1
θ
− (3 − 2q)θ−1 <

2θ − 1
θ

− qθ−1 (27)

と書き換えられる．

議員定数を 1増加して h = 4にすると，取り分は 4/3倍

され，q1 = q2 = (4/3)q，q3 = (4/3)(3− 2q)と増加する*4．

このとき，q1 = q2 > q3 の関係に注意して，定理 3を用い

ると，ベータ方式による配分として許されるのは，(2, 2, 0)，

(1, 2, 1)および (2, 1, 1)のみとなる．θ − 1 > 0，i ∈ {1, 2}
のとき，定理 2の式 (17)より，(1, 2, 1)または (2, 1, 1)が

ベータ方式による配分となるための必要十分条件は

max

⎧⎪⎨
⎪⎩
d θ−1

θ (0) − qθ−1
i

d θ−1
θ (1) − qθ−1

i

d θ−1
θ (0) − qθ−1

3

⎫⎪⎬
⎪⎭ ≤ min

⎧⎪⎨
⎪⎩
d θ−1

θ (1) − qθ−1
i

d θ−1
θ (2) − qθ−1

i

d θ−1
θ (1) − qθ−1

3

⎫⎪⎬
⎪⎭

となるが，d θ−1
θ (0) < d θ−1

θ (1) < d θ−1
θ (2)なので，

max

{
d θ−1

θ (1) − qθ−1
i

d θ−1
θ (0) − qθ−1

3

}
≤ min

{
d θ−1

θ (1) − qθ−1
i

d θ−1
θ (1) − qθ−1

3

}

(28)

と書ける．いま，θ − 1 > 0，qi > q3 なので，この関係

は qθ−1
i > qθ−1

3 を意味し，さらに，qθ−1
i > qθ−1

3 の関係は

d θ−1
θ (1)−qθ−1

i ≤ d θ−1
θ (1)−qθ−1

3 を導く．よって，(1, 2, 1)

または (2, 1, 1)がベータ方式による配分となるための必要

十分条件は，式 (28)より，d θ−1
θ (0)−qθ−1

3 ≤ d θ−1
θ (1)−qθ−1

i

と簡単になる．だから，この条件が成り立たなければ，つ

まり，d θ−1
θ (0)− qθ−1

3 > d θ−1
θ (1)− qθ−1

i ならば，(1, 2, 1)，
*4 h = 3 と h = 4 に対する取り分は異なるが，表記の複雑化を避
けるため，同じ記号 (q1, q2, q3) を用いている．

(2, 1, 1)はベータ方式による配分とはならない．いい換え

れば，残りの配分 (2, 2, 0)のみがベータ方式による配分と

なる．ここで，qi = (4/3)q，q3 = (4/3)(3−2q)，dθ(0)の定

義式 (2)および dθ(1)の定義式 (1)を代入すると，(2, 2, 0)

がベータ方式による唯一の配分となるための必要十分条

件は

1
θ
−

(
4
3

)θ−1

(3 − 2q)θ−1 >
2θ − 1
θ

−
(

4
3

)θ−1

qθ−1

(29)

と書き表せる．

式 (27)および式 (29)より，h = 3のときの配分が (1, 1, 1)

で，h = 4のときの配分が (2, 2, 0)となる，すなわち，州 3

で Alabamaパラドックスが生じるための必要十分条件は，

任意の θ > 1に対して，

r(q, θ) < s(θ) <
(

4
3

)θ−1

r(q, θ) (30)

を満たす 1 < q < 3/2 が存在することである．ただし，

r(q, θ) = qθ−1 − (3 − 2q)θ−1（θ > 1, 1 < q < 3/2），

s(θ) = (2θ − 2)/θ（θ > 1）とする．

各 θ > 1に対して，r(q, θ)は qに関して連続な狭義増加関

数であり，limq→0 r(q, θ) = 0，limq→3/2 r(q, θ) = (3/2)θ−1

より，0 < r(q, θ) < (3/2)θ−1，0 < (4/3)θ−1r(q, θ) < 2θ−1

となる．また，θ > 1に対して，s(θ) = (2θ − 2)/θ > 0お

よび s(θ) = (2θ − 2)/θ < (2θ − 1)/θ = d θ−1
θ (1) < 2θ−1 な

ので，

0 < s(θ) < 2θ−1, θ > 1 (31)

が成り立つ．

補題 4 および定数 c∗ ≈ 3.74 の定義より，θ ≥ c∗ の

とき，(3/2)θ−1 ≤ s(θ) となり，式 (31) の関係も考慮に

入れると，(3/2)θ−1 ≤ s(θ) < 2θ−1 が成り立つ．ここ

で，limq→3/2 r(q, θ) = (3/2)θ−1 と limq→3/2(4/3)r(q, θ) =

2θ−1に注意しながら，十分小さな ε > 0に対して，q = 3/2−ε
とすれば，式 (30)が成り立つことが分かり，Alabamaパラ

ドックスが発生する．1 < θ < c∗ のときは，補題 4 より，

s(θ) < (3/2)θ−1となり，式 (31)の関係も考慮に入れると，

0 < s(θ) < (3/2)θ−1 が成り立つ．0 < r(q, θ) < (3/2)θ−1

を満たす r(q, θ)は qに関して狭義増加であることを思い出

すと，r(q, θ) = s(θ)を満たす 1 < q∗ < 3/2がつねに存在

し，十分小さな正数 εを用いて q = q∗−εと選べば，式 (30)

が成り立つ．結果，Alabamaパラドックスが発生する．�
定理 7 パラメータ θ < 1のベータ方式は Alabamaパ

ラドックスを許す．

証明 記述を簡単にするため θ �= 0 と仮定する．州

の数を s = 3，議員定数を h = 5，取り分を q1 = q2 = q，

q3 = 5 − 2q（0 < q < 5/3）とすれば，q1 = q2 < q3 とな

る．当然，q1 + q2 + q3 = 5 = hの関係が成り立っている．
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q1 = q2 < q3 の関係と定理 3に注意すると，ベータ方式

による配分となる可能性のあるものは (0, 0, 5)，(0, 1, 4)，

(1, 0, 4)，(1, 1, 3)，(1, 2, 2)，(2, 1, 2)の 5つのみである．

このうち，配分 (1, 2, 2)，(2, 1, 2)がベータ方式による配

分となるための必要十分条件を考える．i ∈ {1, 2}として，
θ− 1 < 0に注意すると，qi < q3は qθ−1

i > qθ−1
3 を含意し，

qθ−1
i −dθ−1

θ (1) ≤ qθ−1
3 −dθ−1

θ (2)は qθ−1
3 −dθ−1

θ (1) ≤ qθ−1
i −

dθ−1
θ (1)を含意する．よって，定理 2より，配分 (1, 2, 2)，

(2, 1, 2)がベータ方式による配分となるための必要十分条件

は qθ−1
i − d θ−1

θ (1) ≤ qθ−1
3 − d θ−1

θ (2)となる．逆にいえば，

配分 (1, 2, 2)，(2, 1, 2)がベータ方式による配分とならない

ための必要十分条件は qθ−1
i − dθ−1

θ (1) > qθ−1
3 − dθ−1

θ (2)

となる．いい換えれば，配分 (0, 0, 5)，(0, 1, 4)，(1, 0, 4)，

(1, 1, 3)のいずれかがベータ方式による配分となるための

必要十分条件は，θ �= 0と仮定しているので，

qθ−1 − 2θ − 1
θ

> (5 − 2q)θ−1 − 3θ − 2θ

θ
(32)

となる．

次に，h = 6 としたとき，配分 (2, 2, 2) がベータ方

式による唯一の配分となるための必要十分条件を考

える．このとき，取り分はすべて 6/5 倍されて，qi =

(6/5)q，q3 = (6/5)(5 − 2q) と変化するが，大小関係

qi < q3 は変わらず，θ − 1 < 0 のとき，qθ−1
i > qθ−1

3

となる．よって，qθ−1
i − d θ−1

θ (1) < qθ−1
3 − d θ−1

θ (2) は

qθ−1
3 − d θ−1

θ (1) < qθ−1
i − d θ−1

θ (2)を含意する．したがっ

て，定理 2 の式 (17) を参考にすると，配分 (2, 2, 2) が

ベータ方式による唯一の配分となるための必要十分条件は

qθ−1
i − d θ−1

θ (1) < qθ−1
3 − d θ−1

θ (2)となり，θ �= 0の場合，(
6
5

)θ−1

qθ−1 − 2θ − 1
θ

<

(
6
5

)θ−1

(5 − 2q)θ−1 − 3θ − 2θ

θ

(33)

と書ける．

いま，r(q, θ) = qθ−1−(5−2q)θ−1（θ < 1, 0 < q < 5/3），

s(θ) = (2θ −1)/θ− (3θ −2θ)/θ（θ < 1, θ �= 0）とおく．議

員定数が 5から 6に増加したとき，配分 (0, 0, 5)，(0, 1, 4)，

(1, 0, 4)，(1, 1, 3)が配分 (2, 2, 2)に変化すると，どの場合で

も州 3において Alabamaパラドックスが発生する．よっ

て，式 (32)，式 (33)より，0を除く任意の θ < 1に対し

(
6
5

)θ−1

r(q, θ) < s(θ) < r(q, θ) (34)

を満たす 0 < q < 5/3が存在すれば，Alabamaパラドック

スが発生する．

上記の定義式より，s(θ) = d θ−1
θ (1)− d θ−1

θ (2)であるが，

θ − 1 < 0のとき，dθ(1) < dθ(2)は d θ−1
θ (1) > d θ−1

θ (2)を

含意するので，s(θ) > 0（θ < 1, θ �= 0）である．任意の

θ < 1に対して，r(q, θ)は q に関して，連続で狭義減少関

数であり，limq→0 r(q, θ) = +∞，limq→5/3 r(q, θ) = 0とな

る．だから，0を除く任意の θ < 1に対して，s(θ) = r(q, θ)

となる唯一の解 0 < q∗ < 5/3が存在する．このことから，

十分小さな正数を εとし，q = q∗ − εと選べば，式 (34)が

成り立ち，Alabamaパラドックスが発生する．θ = 0の場

合も同様にして証明することができる． �
系 2 パラメータ値が 1のベータ方式（つまり，Theil方

式）以外のベータ方式は Alabamaパラドックスを許す．

8. おわりに

本論文では，アルファ・ダイバージェンスと同じ母関数

を持つベータ・ダイバージェンスを最小にする配分方式，

すなわち，ベータ方式について調べた．この方式による議

席配分を最適化問題で表現し，その最適性の条件を与えた．

さらに，ベータ方式の取り分制約の充足性や Alabamaパ

ラドックスの発生についても調べた．

ベータ方式の取り分制約の充足性に関する議論では，パ

ラメータ値が 2の最大剰余方式のみが取り分制約を満たす

ことを明らかにした．アルファ・ダイバージェンスを最小

にする配分方式，つまり，緩和除数方式のクラスの中には

取り分制約を満たすものは存在しない．このことを考える

と，取り分制約に関する，最大剰余方式の唯一性は非常に

注目に値する．最大剰余方式は Alabamaパラドックスを

許すものの，わが国を含め多くの国々では現在も使用され

続けている．その使用され続けている理由は明らかではな

いが，最大剰余方式の唯一性がその理由の一部を与えてい

るのかもしれない．

ベータ方式と Alabamaパラドックスの関係では，パラ

メータ値が 1のTheil方式のみがAlabamaパラドックスを

避けることを明らかにした．一方，緩和除数方式のクラス

の配分方式はすべて Alabamaパラドックスを避ける．こ

のことは，アルファ・ダイバージェンスを最小にする配分

方式のクラスとベータ・ダイバージェンスを最小にする配

分方式のクラスの交わりが Theil方式のみということを意

味している．

ベータ・ダイバージェンスの中で，よく知られたものと

して，θ = 2 の平方 Euclid ダイバージェンス，θ = 1 の

KLダイバージェンス，θ = 0の板倉斎藤ダイバージェン

ス [20]があげられる．平方 Euclidダイバージェンスは最

大剰余方式に，KLダイバージェンスは Theil方式に対応

する．前者は取り分制約を満たす唯一の配分方式（θ = 2）

で，後者は Alabamaパラドックスを許さない唯一の配分

方式（θ = 1）である．一方，板倉斎藤ダイバージェンスに

関しては，これを最小にする配分方式は取り分制約を満た

さず，Alabamaパラドックスを許してしまう．そのため，

板倉斎藤ダイバージェンスを最小にする配分方式はこれま

で提案されたことがないのかもしれない．
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