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概要：n 次元多面体の体積の計算は一般に困難であり，様々な多面体の計算が #P -困難であることが知
られている．本稿では次の問題 (幾何双対ナップサック多面体の体積) について考え，決定性の完全多項
式時間近似スキーム (FPTAS)が存在することを示す: 非負の整数ベクトル a ∈ Zn

≥0 が与えられたとき，
Pa = conv {±e1, . . . ,±en,a} の体積を求める．ただし，ei は i番めの成分のみ 1で他の成分はすべて 0

の n次元ベクトルである．この問題は Khachiyanによって #P -困難性が示されている．本稿では次の手
順で Vol(Pa)を求める問題に対する FPTASを示す．まず，Vol(Pa)の計算を，二つの cross polytopeの
重なり部分の体積を求める問題に帰着する．その後，二つの cross polytopeの重なり部分を定積分の繰り
返しで表現して，その積分を階段近似によって近似する．提案手法は確定的なアルゴリズムであり，アル
ゴリズムの出力を V ′ とすると，1− ε ≤ V ′/Vol(Pa) ≤ 1 であり，提案手法は O(n13/ε8)時間で完了する．

1. はじめに

本稿では次の問題について考える：非負の整数ベクトル

a = (a1, . . . , an) ∈ Zn
≥0 が与えられたとき，

Pa
def
= conv {±e1, . . . ,±en,a} (1)

の体積を計算する．ただし，ei (i = 1, . . . , n) は i 番目

の成分だけが 1 であり，他は 0 であるような n 次元ベ

クトルである．Pa を考える際には
∑n

i=1 ai ≥ 1 である

と仮定する．そうでなければ Pa は単位 cross polytope

conv{±e1, . . . ,±en}であるからである. なお，Pa はナッ

プサック多面体と幾何双対の関係にあるため，本稿では Pa

を幾何双対ナップサック多面体と呼ぶ．ナップサック多面

体の体積を計算する問題も#P -困難であることが知られて

おり，[1]で FPTASが提案されている．しかし，Vol(Pa)

について FPTASが存在するかどうかはこれまで知られて

ない．

一般に，n次元の体積を計算することは困難である．決定

的なアルゴリズムでは menbership oracleの形で与えられ

る一般の凸体について，その体積の計算には近似比 1.999n

すら達成できないことが示されている [3], [10], [21]．一般

の凸体ではなく，多面体に限れば問題が簡単になる可能性
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はあるが，それでも例えばナップサック多面体の体積，幾

何双対ナップサック多面体の体積，Zonotopeの体積など

比較的単純な多面体の体積でもその計算は#P -困難である

ことが示されている [7], [9], [14], [15], [16]．

一方，近似アルゴリズムの観点から，MCMCを用いて

membership oracleによって与えられる一般の凸体の体積

を計算する問題に対して，ランダム化近似アルゴリズム

が提案されている [5], [8], [22]．また，#P -困難な問題の

一部に対しても完全多項式時間ランダム化近似スキーム

(FPRAS)が知られている [2], [6]．

他方で，乱数を使わない決定的なアルゴリズムで

#P -困難な問題を近似的に解くことはアルゴリズム

設計上の課題である．また，独立点集合の数，ナップ

サック問題の解の数，有界な離散確率変数の和の分布

関数，ナップサック多面体の体積などの問題は #P -

困難であるが，FPTAS が存在することが 知られてい

る [4], [11], [12], [13], [17], [18], [19], [20], [23], [24]．

本稿では次の定理を示す．

定理 1 aが与えられた時に，1 − ε ≤ V ′/Vol(Pa) ≤ 1

を満たすような V ′ を O(n13/ε8)時間で出力するアルゴリ

ズムが存在する．

本稿の構成は次の通りである．まず 2節で Pa の体積を

計算する問題を 2つの cross polytopeの重なり部分 Sの体

積を求める問題に帰着する．3節では S の体積を 1 + γ 倍

近似 (γ = O(ε2/n))できれば Pa の体積を 1 − ε倍近似で

きることを示す．そして 4節では S の体積を 1 + γ 倍近似

するアルゴリズムを示す．アルゴリズムの実行時間はほと

んどが S の体積を 1 + γ 近似するのにかかる時間に占めら
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れている．最後に 5節で本稿のまとめとする．

2. 2つの cross polytopeの重なり部分の体積
への帰着

まずここでは，二つの cross polytopeの重なり部分の体

積を求めることができれば，Vol(Pa) を計算できること

を示す．C(a, b)を，中心座標が aで与えられる半径 bの

cross polytope であるとする．つまり，

C(a, c)
def
= conv{±ce1 + a, . . . ,±cen + a}

=

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

|xi − ai| ≤ c

}
.

n次元ベクトル a′ = (a′1, . . . , a
′
n) ∈ Rn

+ と b ∈ R+ が与え

られたとき，次で与えられる多面体 S(a′; 1, b)の体積を求

める問題を考える:

S(a′;u, v)
def
= C(0, u) ∩ C(a′, v)

=

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

|xi| ≤ u ∧
n∑

i=1

|xi − a′i| ≤ v

}
.

ここで，0 < δ < 1 は後述のアルゴリズム 1 のパラ

メータとする．そして，Pa を cross polytope の無限列

Q0 = C(0, 1), Q1, Q2, . . . で近似する．ここで，k = 1, 2, . . .

について

Qk
def
=

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

|xi − fk(δ)ai| ≤ (1− δ)k

}
,

ただし f1(δ) = δ で fk(δ) = 1− (1− fk−1(δ))(1− δ)であ

る．まず次の補題を証明する．

補題 1

∞⋃
k=0

Qk ⊆ Pa.

証明

任意の v ∈ Qk, に対して，u = (u1, . . . , un) ∈ Qk−1 が

存在して，vは uと aを両端に持つ線分の上にあることを

示す．ここで u− a = (v − a)/(1− δ)とすると u,v,aは

一直線上にあり，

n∑
i=1

|ui − fk−1(δ)ai| =
n∑

i=1

|vi − fk(δ)ai|
1− δ

≤ (1− δ)k−1.

最後の不等式は v ∈ Qk であることから得られる．以上よ

り，u ∈ Qk−1 である．

上記の議論を繰り返すことで，任意の v ∈ Qk にたいし

て点 u0 ∈ Q0 が存在して，vは u0 と aを端点に持つ線分

の上にあるといえる．すると，Pa は凸であるので k ≥ 0

について Qk ⊆ Pa である． �
ここで a′ = δa，b = 1 − δ とする．また簡単のため，

Q = Q0, Q
′ = Q1, S = S(a′; 1, b)と書くことにする．そこ

で Vol(Pa)を Vol(
⋃∞

k=0 Qk) 近似することを考えると，

Vol(Pa) ≥ Vol

( ∞⋃
k=0

Qk

)

= Vol(Q) +

∞∑
k=1

Vol(Q′ − S)(1− δ)kn

= Vol(Q) +
Vol(Q′)−Vol(S)

1− (1− δ)n
.

δを小さくとると，Vol(
⋃∞

k=0 Qk)は Vol(Pa)に収束する．

これは後で証明を行う．この cross polytope の無限列で

Pa を近似する様子を図 1に示す．

a

a’
b

図 1 Pa を cross polytope の無限列で近似する

次に，Vol(Pa)の上界を与えることで以下の補題を示す．

補題 2

δ =
ε

2n
∑n

i=1 ai

とすると，次式が成立する．

1− ε

2
≤

Vol (
⋃∞

k=0 Qk)

Vol(Pa)
≤ 1

証明 まず
Vol(

⋃∞
k=0 Qk)

Vol(Pa) ≤ 1は補題 1より明らかであるの

で，以下では 1− ε
2 ≤ Vol(

⋃∞
k=0 Qk)

Vol(Pa) を証明する．

まず少し大きな cross polytope U0を考えて，U0はQと

Q′ を含むものとする．ここでは

U0 =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

|xi| ≤

(
1 +

n∑
i=1

a′i

)}

とすれば U0 は Q と Q′ を含む．そして，次のようにし

て cross polytopeの無限列 U0, U1, . . . を考える．つまり，

k = 0, 1, . . . について

Uk =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

|xi − fk(δ)ai| ≤ (1− δ)k

(
1 +

n∑
i=1

a′i

)}
,

とする．k = 0, 1, . . . について Qk ∪Qk+1 ⊆ Uk なので

Pa \ {a} ⊆ conv{Q0,a} \ {a} ⊆ conv

{ ∞⋃
k=0

Qk

}
⊆

∞⋃
k=0

Uk
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なので，Vol(Pa) ≤ Vol (
⋃∞

k=0 Uk) である．明らかに，δが

+0に向かうと k = 0, 1, . . . について Uk は Qk に収束する

ので，Vol(
⋃∞

k=0 Qk)とVol(
⋃∞

k=0 Uk)はVol(Pa)に収束す

る．従って，

Vol (
⋃∞

k=1 Qk)

Vol(Pa)
≥

Vol (
⋃∞

k=1 Qk)

Vol (
⋃∞

k=1 Uk)
.

ここで，
⋃∞

k=0 Qk と
⋃∞

k=0 Uk は相似形ではない (Uk を

考える際に aをスケールしていない)ことに注意する．し

かし，次のようにして Vol(
⋃∞

k=0 Uk)の上界 Vol(
⋃∞

k=0 U
′
k)

を得る．具体的には

U ′
k =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

|xi − fk(δ)Lai| ≤ (1− δ)kL

}
,

ただし L = 1 +
∑n

i=1 a
′
i である．Uk と U ′

k の違いは aを

Laで置き換えるところである．⋃∞
k=0 U

′
k は

⋃∞
k=0 Qk を各軸につき L倍に拡大すること

で得られるので，
⋃∞

k=0 U
′
kと

⋃∞
k=0 Qkは互いに相似である．

また L ≥ 1であるので，Vol(
⋃∞

k=0 Uk) ≤ Vol(
⋃∞

k=0 U
′
k)で

あり，次の式が成り立つ．

Vol (
⋃∞

k=1 Qk)

Vol (
⋃∞

k=1 Uk)
≥

Vol (
⋃∞

k=1 Qk)

Vol (
⋃∞

k=1 U
′
k)

=
Vol(Q)

Vol(U)

= L−n =

(
1 +

n∑
i=1

a′i

)−n

≥ 1− n

n∑
i=1

a′i.

定義より a′ = δa，また δ = ε
2n

∑n
i=1 ai

なので，次の式

を得る．

Vol(Q)

Vol(U)
≥ 1− n

n∑
i=1

a′i ≥ 1− ε/2

�
提案アルゴリズムでは，Vol(Pa) を無限等比級数

(1− δ)inVol(Q′ −Q) (i = 1, . . . )の和と Vol(Q)の和で近

似する．なお，Vol(Q′ −Q) = Vol(Q′)− Vol(S)の近似を

Vol(S)を近似計算することによって得る．このような近似

を考える際には，Vol(Q′ −Q)が 0に近い際には Vol(S)の

近似は役に立たないことに注意が必要である．しかし，次

節では Vol(Q′ −Q)の下界を示すことで上述の方法による

の近似が可能であることを示す．

3. Vol(Pa)に対する近似アルゴリズム

ここではオラクル A(a′, b; γ) が Vol(S) の近似 S′ を

1 ≤ S′/Vol(S) ≤ 1 + γ を満たすように poly(n, 1/γ) 時

間で答えるという仮定の元で，Vol(Pa)の近似 V ′ を求め

るアルゴリズムについて説明する．以下に提案アルゴリズ

ム 1を示す．

Algorithm1 入力: a ∈ Zn
≥0;

1. δ := ε
2n

∑n
i=1 ai

;

2. a′ := δa, b := 1− δ; (図 1 に a′, bを図示する.)

3. オラクルA(a′, b; γ)を呼び出して 1 ≤ S′/Vol(S) ≤ 1+γ

を満たすような S′ を得る．ただし，γ = ε2

8n である;

4. V ′ = Vol(Q) + Vol(Q′)−S′

1−(1−δ)n を出力する．

補題 2により，仮に Vol(S)の正確な値を得ることがで

きたとしても既に近似比は 1− ε/2であるので，以後では

Vol(Q′ −Q)について S′ を用いて近似比 1− ε/2を実現す

ることを示す．

補題 3 アルゴリズム中，オラクル Aに与えるパラメー

タ γ について

0 ≤ γ ≤ Vol(Q′ −Q)

Vol(Q′ ∩Q)

ε

2

であれば次式が成立する．

1− ε/2 ≤ (Vol(Q′)− S′)/(Vol(Q′)−Vol(S)) ≤ 1

証明 Vol(Q′ −Q) = Vol(Q′)−Vol(S)を考えると，オラク

ル Aの定義より，(
1− ε

2

)
(Vol(Q′)−Vol(S))

≤ Vol(Q′)− (1 + γ)Vol(S) ≤ Vol(Q′)−Vol(S)

を満たす γ の範囲を知りたい．まず後半より，γ ≥ 0を得

る．また，前半の不等式を変形して次式を得る．

γ ≤
Vol(Q′)−

(
1− ε

2

)
(Vol(Q′)− S)

Vol(S)
− 1

=

(
Vol(Q′)

Vol(S)
− 1

)
ε

2
=

Vol(Q′)−Vol(S)

Vol(S)

ε

2
.

�
まず明らかに Vol(Q′ ∩Q)の上界は Vol(Q)であるので，

以後は Vol(Q′ −Q)の下界を示すことで γ の下界を示す．

最初に，Vol(S)の上界を次の補題で示す．

補題 4 非負の実数 a′1, . . . , a
′
n, u, v > 0が与えられたと

すると，Vol(S(a′;u, v))は a′1, . . . , a
′
n について単調非増加

である．

証明 証明は次元 nに関する帰納法で行う．一般性を失う

ことなく a′1 ≥ a′2 ≥ · · · ≥ a′n を仮定する．

基底段階として n = 1 の場合を考える．この場合は

S(a′;u, v) は１次元の線分であって、a′1 について単調非

増加であるのは明らかである．次に帰納法の仮定とし

て k − 1 次元の多面体 S((a′1, . . . , a
′
k−1);u, v) を考えて，

S((a′1, . . . , a
′
k−1);u, v)の体積は a′1, . . . , a

′
k−1 について単調

非増加であると仮定する．さて n = k の場合，n 次元多

面体 S(a′;u, v)を超平面 {x ∈ Rn|xk = c}で切り取った
切り口を考える．するとこの切り口は k − 1 次元の多面

体であって，S((a′1, . . . , a
′
k−1);u− |xk|, v− |xk − a′k|)で表

される．帰納法の仮定よりこの切り口の面積（k − 1次元

の体積）は a′1, . . . , a
′
k−1 について単調非増加である．さて

Vol(S(a′;u, v))はこの切り口の面積を xk について積分す

ることによって得られるため，補題が示された． �
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補 題 4 に よ り ，Vol(S(a′); 1, b) は S′ =

S((a′1, 0, . . . , 0); 1, b) の体積によって上から抑えられ

ている．一般には S(a′; 1, b) は cross polytope ではない

が，S′ は cross polytopeであることが示せる．

補題 5 S′ = S((a′1, 0, . . . , 0); 1, b)は次式を満たす x ∈
Rn のの集合である．

n∑
i=2

|xi|+
∣∣∣∣x1 −min

{
1 + a′1 − b

2
, a′1

}∣∣∣∣
≤ min

{
1 + b− a′1

2
, b

}
(2)

証明この補題は次が成立することを確認すれば証明できる．

n∑
i=1

|xi| ≤ 1 かつ
n∑

i=2

|xi|+ |x1 − a′1| ≤ b ⇔ (2)

(⇐) まず、(2)の左辺を考えると，

n∑
i=2

|xi|+
∣∣∣∣x1 −min

{
1 + a′1 − b

2
, a′1

}∣∣∣∣ ≥ n∑
i=2

|xi|+ |x1 − a′1|

であるので (2)を満たせば
∑n

i=2 |xi|+ |x1−a′1| ≤ bである．

次に，x < min
{

1+a′
1−b
2 , a′1

}
の場合を考えると，1−|x1| ≥

b−|x1−a′1|であるので，
∑n

i=2 |xi|+|x1−a′1| ≤ bが成立すれ

ば
∑n

i=1 |xi| ≤ 1も成立する．また x1 ≥ min
{

1+a′
1−b
2 , a′1

}
の時も (2)を満たせば

∑n
i=1 |xi| ≤ 1を満たすことが確認

できる．

(⇒) x1 ≥ min
{

1+a′
1−b
2 , a′1

}
かつ 1− b ≤ a′1 の場合を考

えると
∑n

i=1 |x1| ≤ 1であれば (2)が成立することが確認

できる．また x1 ≥ min
{

1+a′
1−b
2 , a′1

}
かつ 1− b > a′1 の場

合および，x1 < min
{

1+a′
1−b
2 , a′1

}
の場合を考える．する

とどちらの場合でも
∑n

i=2 |xi|+ |x1 − a′i| ≤ bであれば (2)

が成立することが確認できる． �
次に，Vol(Q′ −Q)の下界を示す．

補題 6 a1 ≥ 2のとき，

Vol(Q′ −Q) ≥ ε

16n
Vol(Q).

証明 まず a′1 = δa1， b = 1 − δ であるので，補題 4と 5

より，

Vol(Q′ −Q) ≥ Vol(Q′)−Vol(S′)

=

(
(1− δ)n −

(
1− 1 + a1

2
δ

)n)
Vol(Q)

=

((
1− δ

1− 1+a1

2 δ

)n

− 1

)
︸ ︷︷ ︸

(A)

(
1− 1 + a1

2
δ

)n

︸ ︷︷ ︸
(B)

Vol(Q).

ここで a1 ≥ 2かつ，a1 は aの最大成分であるので，

(A) ≥ (1− δ +
1 + a1

2
δ)n − 1 = (1 +

a1 − 1

2
δ)n − 1

≥ 1 +
a1 − 1

2
nδ − 1 ≥ a1 − 1

2
nδ

≥ nε

4n
∑n

i=1 ai
(a1 − 1)

≥ ε

4
∑n

i=1 ai

a1
2

(∵ a1 ≥ 2)

≥ ε

8n
(a1 は aの最大成分).

さらに，以下も言える．

(B) ≥ 1− 1 + a1
2

nδ

≥ 1− a1nδ (∵ a1 は正の整数)

≥ 1− ε/2 (∵ a1 は aの最大成分)

≥ 1/2 (∵ ε < 1).

よって補題は示された. �
さらに a1 = 1の場合として次の補題を示す．

補題 7 もし a1 = 1ならば

Vol(Q′ −Q) ≥ ε

128
Vol(Q). (3)

証 明 補 題 4 と 仮 定
∑n

i=1 ai > 1 に よ り ，

S((1, 1, 0, . . . , 0); 1, b) の体積は S(a; 1, b) の体積の下

界である．ここで S((1, 1, 0, . . . , 0); 1, b)は cross polytope

ではないものの，x1 = c として x1 を固定するとその断

面は

S′ = {(x2, x3, . . . , xn) ∈ Rn−1|

(c, x2, . . . , xn) ∈ S((1, 1, 0, . . . , 0); 1, b)}

であって，n− 1次元の cross polytopeである．S′ の定義

により x ∈ S′ について次が成立する．

n∑
i=2

|xi| ≤ 1− |c| かつ
n∑

i=3

|xi|+ |x2 − δ| ≤ 1− δ − |c− δ|.

これは次式と同値である．

n∑
i=3

|xi|+
∣∣∣∣x2 −min

{
|c− δ| − |c|

2
+ δ, δ

}∣∣∣∣
≤ 1− δ −max

{
|c|+ |c− δ|

2
, |c− δ|

}
.

これは補題 5と同様に示される．さてこの断面の面積を c

について積分することで S′ の体積が得られる．つまり

Vol(S′) =

(
1− 3

2
δ

)n−1(
1 +

(
n

4
− 3

2

)
δ

)
Vol(Q).

すると
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Vol(Q′ −Q) = Vol(Q′)−Vol(S′)

=

(
(1− δ)n −

(
1− 3

2
δ

)n−1(
1 +

(
n

4
− 3

2

)
δ

))
Vol(Q)

=

((
1− δ

1− 3
2δ

)n

−
1 +

(
n
4 − 3

2

)
δ

1− 3
2δ

)(
1− 3

2
δ

)n

Vol(Q)

≥

((
1− δ +

3

2
δ

)n

−
1 +

(
n
4 − 3

2

)
δ

1− 3
2δ

)(
1− 3

2
δ

)n

Vol(Q)

≥

(
1 +

n

2
δ −

1 +
(
n
4 − 3

2

)
δ

1− 3
2δ

)(
1− 3

2
δ

)n

Vol(Q)

≥
(
1 +

n− 3

2
δ −3n

4
δ2 − 1−

(
n

4
−3

2

)
δ

)(
1−3

2
δ

)n−1

Vol(Q)

≥
(
n

4
δ − 3n

4
δ2
)(

1− 3

2
nδ

)
Vol(Q)

≥
(

ε

16
− 3ε2

64n

)(
1− 3

8
ε

)
Vol(Q)

(
∵ δ =

ε

4n

)
≥ ε

128
Vol(Q) (∵ n ≥ 1, 0 < ε ≤ 1).

以上により，補題が示された． �
補題 3，6，7より直ちに次の系が言える．

系 1 アルゴリズム 1で γが次式を満たすとき，出力 V ′

は Vol(Pa)の 1− ε倍近似である．

0 ≤ γ ≤ ε2

256n

4. Vol(S)の近似

以降では S = S(a′; 1, b)の体積を近似比 1 + γ で近似す

るオラクル Aを実現する方法について述べる．

定理 2 Vol(S(a′; 1, b)) を O(n9/γ4) 時間で 1 + γ 近似

するアルゴリズムが存在する．

4.1 近似アルゴリズム

次の手順で Vol(S)を近似するアルゴリズムのアイディ

アを説明する．まず，Vol(S)を積分の形で記述する．そし

て，Vol(S)を定積分の繰り返しで表現する方法を示す．最

後にその定積分の繰り返しを階段近似する方法について述

べる．

記述のために，H(x)をステップ関数とする．つまり，

H(x) =

0 (x < 0)

1 (x ≥ 0).
(4)

すると Vol(S)は次の積分で書き直すことができる．

Vol(S)

=

∫
x∈Rn

H

(
1−

n∑
i=1

|xi|

)
H

(
b−

n∑
i=1

|xi − a′i|

)
dx

この積分形式は，確率を用いた定積分の繰り返しで書き

直せる．X ∈ [−M,M ]n を一様な確率変数として，X が

S に入っている確率を考える．すると，

Vol(S) = 2n Pr

 n∑
j=1

|Xj | ≤ M ∧
n∑

j=1

|Xj − a′j | ≤ bM


である．ただしM = 4n2/γ はあとで述べるアルゴリズム

2 のパラメータである．そこで次のように Ψi(a
′;u, v)を

定義する．

Ψi(a
′;u, v) = Pr

 i∑
j=1

|Xj | ≤ u ∧
i∑

j=1

|Xj − a′j | ≤ v


するとVol(S) = Ψn(a

′/M ;M, bM)である．またステップ

関数 H(x)を用いると，Ψ0(a
′;u, v) = H(uM)H(vM)と

書ける．すると Ψi(a
′;u, v)は Ψi−1(a

′;u, v)を用いて次の

ように書ける．

Ψi(a
′;u, v) =

∫
R
Pr

i−1∑
j=1

|Xj | ≤ u− |xi|

∧
i−1∑
j=1

|Xj − a′j | ≤ v − |xi − a′i|

 f(xi)dxi

=

∫ M

−M

Ψi−1(a
′;u− |xi|, v − |xi − a′i|)/(2M)dxi

ただし，f(x)は [−M,M ]上の一様密度関数である．なお

この表現は S の体積を簡潔に表現する式ではあるが，この

定積分の繰り返しを正確に計算することは #P -困難であ

る．素朴にこの計算をすると，Ψn(a
′;u, v)の何次かの導関

数に指数的に多くの不連続点を含むため，Ψn(a
′;u, v)の

記述には指数的な記憶容量を必要とする．

さてここで Ψi(a
′;u, v) の階段近似 Gi(a

′;u, v) 階段近

似を考える．まず G0(a
′;u, v)は次式で与えられるものと

する．

G0(a
′;u, v) = Ψ0(a

′;u, v) = H(u)H(v)

また，記述の簡単のために中間的な関数 Gi(a
′;u, v)を考

える．Gi(a
′;u, v)は次式で与えられる．

Gi(a
′;u, v) =

∫ M

−M

Gi−1(a
′;u− |s|, v − |s− a′i|)/(2M)ds.

(5)

この積分は単純に和として計算できる．このことは

Gi(a
′;u, v) for i = 1, . . . , nの定義が完了してから示す．さ

て，Gi(a
′;u, v)は Gi(a

′;u, v)を階段近似して得る．具体

的には次式で与えられる．

Gi(a
′;u, v) =



Gi (a
′; due, dv/beb) (0 ≤ u ≤ M, 0 ≤ v ≤ bM)

Gi (a
′; due, bM) (0 ≤ u ≤ M,v > bM)

Gi (a
′;M, dv/beb) (u > M, v ≤ bM)

0 (otherwise).

(6)
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なお，Gi(a
′;u, v)の計算は (M + 1)2 個の格子点について

Gi(a
′;u, v)の値を計算すれば完了する．

次に Gi(a
′;u, v)の積分式 (7)を和で計算できることを

示す．まず，二次元平面上の垂直な線の集合 gx (x = iで

与えられる)と水平な線の集合 gy (y = biで与えられる)

(i = 0, 1, 2, . . . )を考える．そこで，gx ∪ gy と積分路の交

点の列 t1, . . . , tm を考える．つまり，i = 1, . . . ,mについ

て ti = t(si) = (u − |si|, v − |si − a′i|) ∈ gx ∪ gy である．

また，i = 1, . . . ,m− 1について si < si+1 とする．すると

u− |s| ≤ M，v − |s− a′i| ≤ bM なので，0 ≤ m ≤ 4M で

ある．ここで Ti = max{Gi−1(a
′; ti), Gi−1(a

′; ti−1)} とす
ると

Gi(a
′;u, v) =

∫ M

−M

Gi−1(a
′;u− |s|, v − |s− a′i|)/(2M)ds

=

m∑
i=1

(si − si−1)Ti

2M
. (7)

ただし t0 = (u− | −M |, v − | −M − a′i|)である．
アルゴリズム 2はGn(a

′;M, bM)の値を出力する．以下

にアルゴリズム 2を示す．

Algorithm2 入力: a′ ∈ Rn
+, b ∈ R+;

1. u ≥ 0かつ v ≥ 0のとき G0(a
′;u, v) := 1，それ以外で

は G0(a
′;u, v) := 0とする;

2. For i := 1, . . . , n do

3. 式 (7)で Gi−1(a
′;u, v)から Gi(a

′;u, v)を計算;

4. 階段近似 (6)で Gi(a
′;u, v)から Gi(a

′;u, v)を計算;

5. done;

6. Gn(a
′;M, bM)を出力する．

ステップ 4の階段近似を素朴な方法で計算すると考えれ

ば，次の観測が得られる．

観測 1 アルゴリズム 2の実行時間は O(nM4)である．

4.2 定理 2の証明

ここでは M = 4n2/γ とすることでアルゴリズム 2 で

Vol(S)の 1 + γ 近似を得るのに十分であることを示す．ま

ず次の補題を示す．

補題 8 Ψi(a
′;u, v)は uと vについて単調非減少である．

証明 まず，u ≤ u′，v ≤ v′ とする．すると定義より，

Ψi(a
′;u, v)

= Vol

x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣
i∑

j=1

|xj | ≤ u,

i∑
j=1

|xj − a′j | ≤ v




≤ Vol

x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣
i∑

j=1

|xj | ≤ u′,

i∑
j=1

|xj − a′j | ≤ v′




≤ Ψi(a
′;u′, v′).

�
そして，次の補題が示せる．この補題は近似Gn(a

′;u, v)

の上界と下界を与える．

補題 9

Ψn(a
′;u, v) ≤ Gn(a

′;u, v) ≤ Ψn(a
′;u+ n, v + bn).

証明 まず，Ψn(a
′;u, v) ≤ Gn(a

′;u, v)はアルゴリズムか

ら明らかなので，以降Gn(a
′;u, v) ≤ Ψn(a

′;u+ n, v+ bn)

を証明する．この証明は nに関する帰納法で行う．

まず n = 0のとき，任意の u, v について G0(a
′;u, v) =

Φ0(a
′;u, v) であるので基底段階は成立する．次に，帰納法

の仮定として

Gi(a
′;u, v) ≤ Ψi(a

′;u+ i, v + bi)

とする．すると Gi(a
′;u, v)と Gi+1(a

′;u, v)の定義より，

Gi+1(a
′;u, v) ≤ Gi+1(a

′;u+ 1, v + b)

=

∫ M

−M

Gi(a
′;u+ |s|+ 1, v + |s− a′i|+ b)/(2M)ds

≤
∫ M

−M

Ψi(a
′;u+ |s|+ i+ 1), v + |s− a′i|+ b(i+ 1))/(2M)ds

= Ψi+1(a
′;u+ i+ 1, v + b(i+ 1)).

よって補題が示された． �
以上の議論から，定理 2を証明する．

定理 2の証明:

補題 9より，近似比はΨn(a
′;u+ `1, v+ `2)/Ψn(a

′;u, v)

で上から抑えられる．ただし，`1 ≤ nM， `2 ≤ bnM であ

る．以下ではこの逆数を下から抑えることで近似比を示す．

次の多面体を考える．

K(a′;u, v) =
{
x ∈ Rn

∣∣∃y ∈ ∂Q ∩Q′,∃c ∈ [0, 1],x = cy
}
.

ただし ∂Q = {y ∈ Rn|
∑n

i=1 |yi| = u}, Q′ = {y ∈
Rn|

∑n
i=1 |yi − a′i| ≤ v} である．図 2 に K(a′;u, v)，

S(a′;u, v)∩K(a′;u+ `1, v)，K(a′;u+ `1, v)の例を示す．

すると，次式が言える．

Ψn(a
′;u, v)

Ψn(a′;u+ `1, v)
≥ Vol(K(a′;u, v))

Vol(S(a′;u, v) ∩K(a′;u+ `1, v))

≥ Vol(K(a′;u, v))

Vol(K(a′;u+ `1, v))
≥ 1

(1 + `1/u)n
.

また，次の多面体を考える．

K ′(a′;u, v) =
{
x ∈ Rn

∣∣∃y ∈ Q ∩ ∂Q′,∃c ∈ [0, 1],x = cy
}

ただし，Q = {y ∈ Rn|
∑n

i=1 |yi| ≤ u}, ∂Q′ = {y ∈
Rn|

∑n
i=1 |yi − a′i| = v} である．すると，同様にして次

が言える．

Ψn(a
′;u+ `1, v)

Ψn(a′;u+ `1, v + `2)
≥ 1

(1 + `2/v)n
.

上述の議論により，次式が成り立つ．
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'

図 2 K(a′;u, v) (左，濃いグレー領域), S(a′;u+�1, v)∩K(a′;u+

�1, v) (左，点で埋められた領域), K(a′;u+ �1, v)(左, 薄いグ

レーを含め塗られた領域全体), K′(a′;u, v) (右，濃いグレー

領域), S(a′;u, v + �2) ∩K(a′;u, v + �2) (右，点で埋められ

た領域), and K′(a′;u, v + �2)(右，薄いグレーを含め塗られ

た領域全体)

.

Ψi(a
′;M, bM)

Ψi(a′;M + �1, bM + �2)
≥ 1

(1 + �1/M)n(1 + �2/(bM))n

≥ 1− n�1/M − n�2/(bM).

以上により γ ≤ 1について次式が成立する．

Ψn(a
′;u+ �1, v + �2)

Ψn(a′;u, v)
≤ 1

1− n�1/M − n�2/(bM)
≤ 1 + γ.

�

5. 結論

本稿では，n次元幾何双対ナップサック多面体の体積に

対する FPTASを示した．幾何双対であることと体積の計

算にの関連は知られていなかったが，今回，ナップサック

多面体と幾何双対ナップサック多面体で一部共通する手法

の近似スキームが存在することが示された．また，今回は

実行時間を短縮するための工夫を行っていないため，改善

の余地が残されている．そのほか，今後の課題として，a

が整数に限らず有理数の成分を持つベクトルである場合

も，Vol(Pa)を近似する FPTASを持つことが示せると考

えられる．
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