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1 はじめに

線形相補性問題 (linear complementarity problem、以
下 LCP)とは、行列M ∈ Rn×n とベクトル q ∈ Rnが与え

られたとき w = Mz + q, wTz = 0, w, z ≥ 0を満たすベク
トルw, z ∈ Rn を見つける問題である (特にLCP(M, q)と
書く)。LCPは線形計画問題、２次計画問題、双行列ゲー
ムといった問題の統一的枠組みを与える重要な問題とし

て様々な方面から研究されてきた。一般に LCPには解が
存在するとは限らず、さらに解の存在判定性問題がNP完
全であることが知られている [2]。しかし、M を P行列に
限定した場合、常に一意的な解が存在する [6]など多くの
よい性質を持つことが知られ、さらに P行列 LCPが NP
困難ならば、NP=co-NPを導く [8]ことから、NP困難で
はないと考えられている。P 行列は以下のように定義さ
れる。

定義 1. P行列とは全ての主小行列式が正となる実数正方
行列である。

一方、P行列LCPの多項式時間アルゴリズムも見つかっ
ておらず、計算複雑度に関する研究が続いている。Stickney
とWatsonは Bard型アルゴリズムと呼ばれるピボットア
ルゴリズムが超立方体のある向き付け (PLCP向き付け)
のシンクを探す問題として、解釈できることを示した [3]
が、Foniokらは、特に P行列の部分クラスであるK行列
では、その向き付けが局所一様性という良い性質を満たす

ため、線形回のピボット操作で解を見つけることができる

ことを示した [1]。
本研究では、Bard型アルゴリズムが線形回で終了する

十分条件である局所一様向き付けを誘導する LCPの特徴
づけに向けた第一歩として、次を調べる。まず 4次元で
K行列 LCPが誘導する向き付けと P行列 LCP向き付け
のうち局所一様性を満たすものを列挙し、両者の間の差を
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調べる。また、局所一様向き付けを誘導するような K行
列 LCP(およびK*行列 LCP)でない LCPの無限族を構成
し、さらに広いクラスの LCPが局所一様向き付けを与え
ることを見る。最後にそれを元に、いくつか将来的な課題

を挙げる。

2 LCPと超立方体グラフの向き付け

まず、Bard型アルゴリズムと呼ばれる LCPに対するピ
ボットアルゴリズムと可能なピボット操作を表現するn次

元超立方体の向き付けについて紹介し、MがK行列の場合
の向き付けの特徴について述べる。以下、[n] := {1, . . . , n}
とする。

2.1 Bard型アルゴリズム

StickneyとWatsonは、線形相補性問題を解くピボット
アルゴリズムとしてよく知られる Bard型アルゴリズムを
適切に向きづけられた n次元超立方体グラフのシンクを

探すアルゴリズムとして定式化した [3]。
LCP(M, q) を考えたとき、各 i ∈ [n] に対する w と z

を相補対と呼ぶ。条件 wTz ＝ 0と w, z > 0 から、任意
の i ∈ [n] に対して「wi = 0 または zi = 0」が得られ
る。各 i ∈ [n]に対して wiと ziのどちらかを 0に定め、0
でない方の変数を xi と書くことにする。このとき、条件

w = Mz + qは q =
∑

aixiと書ける。ただし、ai ∈ Rnは

次のように定められるベクトルである。まず、xi = wiの

とき、aiは ei、すなわち、第 i単位ベクトルであり、次に

xi = zi のとき ai は −mi、すなわち、−M の第 i列ベク

トルである。これは x1, . . . , xnを変数とする線形方程式系

であり、この方程式系の非負解が LCP(M, q)の解になる。
Bard型アルゴリズムでは、まず基底 B ⊆ [n]を適当に

選ぶ。そのとき、n × nの行列 AB = (a(B)
1 , . . . , a

(B)
n )を

a
(B)
i =

−mi i ∈ B のとき

ei i /∈ B のとき
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で定める。MがP行列のとき、任意の基底Bに対してAB

は正則となる。ベクトル A−1
B qの成分が全て非負ならば、

wi =

{
0 i ∈ B

(A−1
B q)i i /∈ B

, zi =

{
(A−1

B q)i i ∈ B

0 i /∈ B

は LCPの解となるのでアルゴリズムは終了する。ベクト
ルA−1

B qに負の成分があった場合は、そのうちの一つ iを

選び、基底Bに iを含めるか否かを逆にする。これをA−1
B q

の全成分が非負になるまでくり返す。

Bard型アルゴリズムにおいて、A−1
B q の負成分のどれ

を新たに基底に加えるかは任意性があることが分かる。こ

れを決める規則をピボット規則と言う。

2.2 唯一シンク向き付け

ここで以上のピボット操作を超立方体の向き付けとして

記述できることを述べる。I ⊆ [n]としたとき、n次元 0-1
ベクトル v ⊕ I の要素は以下のように定義される。

(v ⊕ I)j =

{
1 − vj j ∈ I

vj j /∈ I
(1)

また、n 次元超立方体グラフは以下で定義されるグラフ

G = (V,E)である。

V := {0, 1}n, E := {{v, v ⊕ ei} : v ∈ V, i ∈ [n]} (2)

v ∈ {0, 1}n と C ⊆ [n]について、Vv,C = {v ⊕ I : I ⊆ C}
と定める。ある v ∈ {0, 1}n, C ⊆ [n]について、Vv,C で

誘導されるGの部分グラフをGの部分超立方体グラフと

呼ぶ。

定義 2. ([4]) ϕを n次元超立方体グラフの向き付けとす

る。ϕ が任意の空でない部分超立方体において唯一のシ

ンクを持つならば、ϕを唯一シンク向き付け (unique-sink
orientation、以下 USO)と呼ぶ。

さて、PLCP(M, q)から誘導される超立方体グラフの向
き付けを以下のように定める。

v → v ⊕ eiなる有向辺が存在する⇔ (A−1
B(v)q)i < 0 (3)

ここで、B(v) := {j ∈ [n] : vj = 1}とする。このようにし
て定められて向き付けを PLCP向き付けと言う。PLCP
向き付けは常に USOとなることが知られており、PLCP
を解くことと、PLCPから誘導されるようなUSOのシン
クを探すことが等価であることがわかっている [3]。PLCP
から誘導されるようなUSOは唯一シンク性の他に次のよ
うな性質を満たすことが分かっている。

Holt-Klee性 ([5])：凸多面体 P の向き付けに対

して、それを任意の P の k次元面 F 上に制限し

た向き付けには (唯一の)ソースから (唯一の)シ
ンクへ向けて k個の F 上の頂点素な有向道が存

在する。

一方で PLCP向き付けの組合せ的特徴づけは知られてい
ない。

2.3 主ピボット変換とK*行列

次に主ピボット変換 (Principal Pivot Transform、以下
PPT)と呼ばれる行列変換と K*行列という行列クラスに
ついて述べる。

定義 3. ([10]) 主ピボット変換 (PPT)とは行列M と基底

B ⊆ [n]によって定まる以下のような行列変換である。

MB := −(AB)−1AB̄

ここで、B̄ = [n]\B である。LCP(M, q)が誘導する向
き付けとLCP(MB , A−1

B q)が誘導する向き付けは同型であ
る。PPTは B の取り方によって 2n 個の組合せが考えら

れ、P行列は PPTに対して閉じている、すなわち P行列
に対して PPTを行うと変換後の行列も P行列となること
が知られている。

次にP行列の部分クラスであるK行列について述べる。

定義 4. ([10]) K行列とは P行列かつ、非対角成分の要素
が 0以下であるような行列である。

K行列という行列クラスはPPTに対して閉じておらず、
PPTを行った後の行列がK行列になるとは限らない。そ
こで、PPTによってK行列に遷移しうる行列クラスとし
て、K*行列を定義する。

定義 5. ([9]) K*行列とは、ある基底 B ⊆ [n]に対して、
MB が K行列となるような行列クラスである。

2.4 KLCP向き付けと局所一様性

K行列に限定した LCPについて考えることにする。K
行列から誘導されるような向き付けを KLCP向き付けと
呼ぶ。KLCP向き付けは局所一様性という顕著な性質を
持つことが知られている [1]。局所一様性を定義するため
に、まず一様な向き付けという性質について述べる。

定義 6. ([1]) n 次元超立方体グラフの任意の頂点 v ∈
{0, 1}n について、vi = 0の場合に限り、v → v ⊕ ei が成

り立つような USOを一様な向き付けと呼ぶ。
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定義 7. ([1]) n次元超立方体グラフのUSOが、uJ = 0か
つ任意の j ∈ J に対し u → u ⊕ ej なる向き付けとなる任

意の J ⊆ [n], u ∈ {0, 1}J に対し、{u ⊕ I : I ∈ {0, 1}J}
が誘導する部分超立方体に制限したUSOが一様であると
き、ϕを局所上方向一様と言う。

定義 8. ([1]) 局所上方向一様な向き付けで、かつ、全ての
向き付けを反転した場合に反転後の向き付けも局所上方向

一様となるような向き付けを局所一様な向き付けと呼ぶ。

任意の KLCPが誘導する USOは局所一様な向き付け
を持つことが知られている。また、局所一様性を持つよう

な USOは任意のピボット規則の Bard型アルゴリズムに
関して線形回のピボット操作でシンクに到達することが証

明されており、KLCPは多項式時間可解であることが知
られている [1]。

3 結果

3.1 局所一様な PLCP向き付けとKLCP向
き付けの比較

PLCP向き付けの列挙としては、3次元の場合 [3]、4次
元の場合 [7]が今までになされている。本研究では、3次
元と 4次元それぞれの場合について、PLCP向き付けの
中で局所一様性を満たしているような向き付けを計算した

結果、それぞれ 8個と 141個の向き付けが見つかった。ま
た、KLCP向き付けを列挙した結果、3次元と 4次元の場
合において、それぞれ 8個、141個の向き付けが得られ、
局所一様向き付けを満たす PLCP向き付けの集合と完全
に一致した。

3次元 4次元

PLCP向き付け 17 ([3]) 6910 ([7])
局所一様性を持つ
PLCP向き付け 8 141

KLCP向き付け 8 141

表 1: 3次元・4次元超立方体の PLCP向き付けの数 (同
型を除く)

3.2 局所一様な向き付けを誘導しうる行列クラ
スについて

それでは、M がK行列でなくても局所一様性を満たす
ような LCP向き付けが得られる場合はあるだろうか。

命題 1. 任意の n ∈ Nについて、LCP(M, q)が局所一様な
向き付けを誘導するようなK行列でないP行列M ∈ Rn×n

とベクトル q ∈ Rn が存在する。

証明：まず、LCP(En, q)を考える。ここで、Enは n×n

単位行列であり、qは適当な n次元ベクトルである。する

と、En は K行列であるので、LCP(En, q)が誘導する向
き付けは局所一様性を満たす。

さて、Enの 1行 n列の要素に十分小さな ϵ > 0を加え
たような行列En,ϵを考える。En,ϵはK行列でないことに
注意する。一方、ϵは十分小さいため、LCP(En,ϵ, q)が誘
導する超立方体の向き付けは LCP(En, q)で誘導される向
き付けと等しい。したがって、En,ϵ は局所一様性を満た

す行列となる。(証明終)
次にK行列をK*に置き換えても同様のことが成り立つ

ことを示す。

定理 9. n > 3なる任意の n ∈ Nについて、LCP(M, q)
が局所一様な向き付けを誘導するようなK*行列でない P
行列M ∈ Rn×n とベクトル q ∈ Rn が存在する。

証明：U = {(i, j) ∈ N2 : 1 ≤ i < j ≤ n}とおく。以下
に示すような n×nの上三角行列の族 (Mχ)χ∈{+1,−1}U の

中で、どの基底 B に対する PPTを行ったとしても K行
列になりえないようなMχ が存在することを示す。

写像 χ : U → {+1,−1}ごとに、以下のように n× n行

列M (χ) = (m(χ)
i,j )を定める。

m
(χ)
i,j =


χ(i, j)ϵ (i < j)
1 (i = j)
0 (i > j)

ただし、ϵ > 0は十分小さい実数とする。また、q ∈ Rnを

q =


−1
...
−1

 (4)

とする。

ここで、行列M (χ) と基底 B に対し、A
(χ)
B = (a(B,χ)

i,j )
が以下のように定まる。

j ∈ B のとき、 j /∈ B のとき、

a
(B,χ)
i,j =


−χ(i, j)ϵ (i < j)
−1 (i = j)
0 (i > j)

, a
(B,χ)
i,j =


0 (i < j)
1 (i = j)
0 (i > j)

次にA
(χ)
B に対する逆行列 (A(χ)

B )−1 = (ã(B,χ)
i,j )を計算す

ると、

ã
(B,χ)
i,j =

1

det(A(χ)
B )

(−1)i+j det(A(χ)
Bj,i)
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ただし、A
(χ)
Bj,i はA

(χ)
B から j行と i列を取り除いたような

余因子行列とする。このときA
(χ)
B は三角行列であるため、

逆行列 (A(χ)
B )−1も三角行列となる。次に A

(χ)

B̄
= (ā(B,χ)

i,j )
を計算する。

j ∈ B のとき、 j /∈ B のとき、

ā
(B,χ)
i,j =


0 (i < j)
1 (i = j)
0 (i > j)

, ā
(B,χ)
i,j =


−χ(i, j)ϵ (i < j)
−1 (i = j)
0 (i > j)

を得る。PPTはM
(χ)
B = −(A(χ)

B )−1A
(χ)

B̄
によって定義さ

れる行列変換なので、M
(χ)
B = (m(B,χ)

i,j )は、

m
(B,χ)
i,j = −

n∑
k=1

ã
(B,χ)
ik ā

(B,χ)
kj

と計算され、ここで ϵが非常に小さいため、ϵ2以上の項を

無視して計算を進めると以下を得る。

j ∈ B かつ i ∈ B のとき、

m
(B,χ)
i,j =


(−1)2

j−i−1+i+jχ(i, j)ϵ (i < j)
1 (i = j)
0 (i > j)

j ∈ B かつ i /∈ B のとき、

m
(B,χ)
i,j =

{
(−1)2

j−i−1+i+j−1χ(i, j)ϵ (i < j)
0 (i > j)

j /∈ B かつ i ∈ B のとき、

m
(B,χ)
i,j =

{
−χ(i, j)ϵ (i < j)
0 (i > j)

j /∈ B かつ i /∈ B のとき、

m
(B,χ)
i,j =


χ(i, j)ϵ (i < j)
1 (i = j)
0 (i > j)

このようにM
(χ)
B は、対角成分が 1、非対角成分が +ϵ

か−ϵとなるような上三角行列になる。これらより、M
(χ)
B

が K行列となっているためには、全ての i < j において

m
(B,χ)
i,j が−ϵになっている必要があることがわかる。基底

B を固定するごとにM
(χ)
B が K行列になるための写像 χ

は一意的に決まるので、M (χ)がK*行列になる χは 2n通

りであることが分かる。一方、写像 χ : U → {+1,−1}の
定め方は、2

n(n−1)
2 通りあるので、n > 3のとき、M (χ)が

K*行列にならない写像 χが存在することがわかる。

ϵ > 0は十分小さく取っているので、そのようなM (χ)が

誘導する LCP向き付けは局所一様性を満たす。(証明終)

4 まとめ

本論文では、LCPの Bard型アルゴリズムが線形回の
ステップで終了するための十分条件である局所一様性を

持つ PLCP向き付けを列挙し、それらがKLCP向き付け
の数と等しいことを 3次元と 4次元において示した。そ
れが一般に成り立つかどうかは今後の課題である。また、

K*行列でなくても局所一様な向き付けを誘導するような
LCPの無限族を構成した。今後の課題としては、局所一
様向き付けを誘導する LCPの特徴づけを行うことが挙げ
られる。それと関連して、ある局所一様向き付けを与える

ような (M,−q)全体の空間 (それを空間を向き付けの実現
空間と呼ぶことにする)構造を調べることも今後の課題で
ある。例えば、局所一様向き付けの実現空間は連結である

か調べることは興味深いと考えられる。
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[1] J. Foniok, K. Fukuda, B. Gärtner, and H. -J. Luthi. Pivot-

ing in linear complementarity: Two polynomial-time cases.
Discrete Comput. Geom, 42(2):187-205,2009.

[2] S.-J. Chung. NP-completeness of the linear comple-
mentarity problem. J. Optim. Theory Appl., 60(3):393-
399,1989

[3] A. Stickney and L. Watson. Digraph models of Bard-type
algorithms for the linear complementarity problem. Math.
Oper. Res., 3(4):322-323, 1978.
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