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1.まえがき

高専上級学年から専攻科にかけて技術者教育教程の
高度化や工学的応用を目指した問題設定・解決能力の
向上が求められている．そこで，一方では，力学解析・
実験教材等を整備して，非線形力学系専門基礎科目の
再編と教材の更新を図って来ており，並行して，電気
電子工学分野の理論・実験・simulation (数値的，回路
的)教材等を整備することも，本校の総合システム工学
プログラムとして学科枠や専門枠を超えて求められる．
電気電子工学科 4年の「負性抵抗発振回路の特性」実
験の回路は Bonhoeffer-van der Pol (BVP)方程式に従
い，非線形発振の代表的な教材である．それに注目し，
本研究でも，数値解析を併用して，BVP 及び van der
Pol (VP) 方程式の特性を解明して来た．BVP 並びに
変形 BVP (custom BVP, CBVP) 方程式については先
行研究 [1] を参考にし，非線形発振器に関する SPICE
教材作成を進めている．CBVP回路の抵抗とインダク
タを交換すると Chua 回路 [2] となり，いずれも非線
形発振の教材として重要である．

2.Chua回路方程式の平衡点解析と Simulation

川上 [3] による非線形回路解析手順に従うこととし
て，Chua 回路 (Fig.1)[2] の方程式は次式で表される:

C1v̇1(t) = µ1

(
v1(t) − 1

3v1(t)3
)

−G1 (v1(t) − v2(t)) ,

C2v̇2(t) = i1(t) + G1 (v1(t) − v2(t)) ,

L1i̇1(t) = −v2(t)

(1)

v(t) は電圧, i(t) は電流であり，C1, C2 はキャパシタ，
L1 はインダクタ，G1 = 1/R1 はコンダクタ，g(v) =
µ1(v3/3−v)は非線形負性抵抗の電流である．回路設定
(C1 = 1, C2 = 18, L1 = 9/7, G1 = 0.65, µ1 = 0.8)[4]
を用い，その周辺で値を変化させ発振特性を調べる．

Fig.1 Chua circuit with g(v) = µ1(v3/3 − v).
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(1) 式より Chua 回路の平衡解 {v10, v20, i10} の方程
式が得られ，その 3つの平衡解は次のように表される:

{0, 0, 0}, ∓
√

3
√

µ1 − G1√
µ1

{1, 0, G1} (2)

よって，原点が第 1平衡解で，µ1 ≥ G1 の場合に第 2,3
の平衡解が有意である．先ず，第 1平衡解の安定性を調
べるため，scaling parameter ε (ε ¿ 1) を用いて，平
衡解に攪乱 {u1(t), u2(t), u3(t)} を加える．{

v1(t) = v10 + εu1(t), v2(t) = v20 + εu2(t),
i1(t) = i10 + εu3(t)

(3)

これを方程式系 (1) に代入し，O(ε) の項まで取ると，
攪乱に対する線形化方程式系を得る．その解を

{u1(t), u2(t), u3(t)} = {u10, u20, u30} exp(λt) (4)

と表して，線形化方程式系に代入すると，固有値 λ の
特性方程式 (3次の代数方程式) を得る:

a0λ
3 + a1λ

2 + a2λ + a3 = 0 (5)

これに含まれる係数は，次式で定義される:

{a0, a1, a2, a3}={C1C2L1, L1 [(C1 + C2) G1 − C2µ1] ,

C1 − G1L1µ1, G1 − µ1} (6)

Routh-Hurwitz の安定判別法により，λ の 3次方程式
(5) の根が全て負の実部を持つための必要十分条件は，
(i)係数 a0, a1, a2, a3 が全て存在し，(ii)全ての係数が
同符号であり，(iii)行列式 D1 = a1, D2 = a1a2−a0a3

が全て正であることである．そこで，係数の内で定数
の a0 は除くと，parameter µ1 の変化に対し a1, a2,
a3, D2 の符号変化を調べる必要がある．先ず，方程式
D2 = 0から µ1 = 0.0701504と µ1 = 0.615961を得て，
D2 は正負正と変化することが分かる．次に，a3 = 0
から µ1 = 0.65 を得て，a3 は正から負に変化する．さ
らに，(5) 式の λ の 3根の実部の符号変化を調べる．
次に，第 2, 3平衡解に対する線形安定性解析により，

固有値 λ の特性方程式の係数は次式で定義される:

{a0, a1,a2, a3}={C1C2L1, L1 [C1G1+2C2 (µ1 − G1)] ,

C1 − (3G1 − 2µ1) G1L1, 2 (µ1 − G1)} (7)

この係数では，方程式 D2 = 0 により µ1 = 0.66702,
µ1 = 0.939925 を得て，a3 = 0 により µ1 = 0.65 を
得る．また，λ の 3根の実部の符号変化を調べる．そ
れらの安定性解析結果は次のようにまとめられる: 第
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1平衡点の安定性に関する µ1 の範囲と根 λ の分類は，
(1実根安定と 2複素根安定) < 0.0701504 < (1実根安
定と 2複素根不安定) < 0.615961 < (1実根安定と 2複
素根安定) < 0.65 < (1 実根不安定と 2 複素根安定)
(Fig.2a)，第 2, 3 平衡点の安定性では，(1 実根不安
定と 2複素根安定) < 0.65 < (1実根安定と 2複素根
安定) < 0.66702 < (1実根安定と 2複素根不安定) <
0.939925 < (1実根安定と 2複素根安定) (Fig.2b) と
なる．これらの値は倉光等 [4] の解析とも一致する．
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Fig.2a <{λ} vs. µ1, for
the 1st solution.
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Fig.2b <{λ} vs. µ1 for
the 2nd/3rd solution.

以上の平衡点の線形攪乱に対する安定性解析は，平
衡解に含まれる G1 についても行っているが，その詳
細は省略する．

(1) 式の数値計算にあたり，第 1平衡解に 3つの初
期変位 0.01を加えた初期値，第 2平衡解に 0.01の初
期変位を加えた初期値，初期値 {v1(0), v2(0), i1(0)} =
{1+0.01, 1+0.01, 1+0.01}と回路設定を用いて，Math-
eaticaで計算し，2D位相面図 (Fig.3a)，3D位相面図
(Fig.3b)，時系列図 (Fig.3c)，spectrum (Fig.3d)，複
数の合成位相面図 (Fig.3e) を得る．
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Fig.3a Phase portrait of
(v1(t), v̇1(t)), for µ1 = 0.8.
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Fig.3b 3D portrait of
(v1(t), v2(t), i1(t)).
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Fig.3c Time sequence of
(v1(t), v̇1(t)).
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Fig.3d Spectrum of v1(t)
versus angular frequency

in Log scale.
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Fig.3e Phase portrait of
(v1(t), v̇1(t)).

数値計算により，線形安定性解析で求められた領域
0.66702 < µ1 < 0.939925 内で，µ1 の変化に伴い，極

限軌道，周期倍化，周期 3倍化，single-scroll，double-
scroll が観測される．なお，数値計算では，振動波形か
ら周期を算出して Poincaré 図の作成，Lyapunov 数の
算出・作図等の programが用意されている．
回路実験・解析・数値 simulation と連携して，LT

SPICE の simulation (Fig.4) が組まれている．図で
は µ1 = 0.8 の位相面図が描かれているが，ほかに時系
列，spectrumを描くことができる．LT SPICE では，
非線形負性抵抗 g(v) を 3次曲線，区分線形関数，双曲
線正接関数等で簡単に記述できるため，様々な非線形
発振回路を simulationできる点が優れている．

Fig.4 Simulation of Chua circuit by LT SPICE.

3.あとがき

先行研究を参考にし，非線形発振回路の理論・実験・
simulation教材の作成状況を報告した．この Chua 回
路解析と同様な教材は変形 BVP 回路についても作成
された．論文の研究成果の周辺を教育教材として補充
し，非線形回路の学修に効果的な教材提供が課題となっ
ている．電気回路実験・simulationは複雑な微分方程式
を扱うよりも簡単で且つ直感的に理解し易いため，高
度な技術者の育成教程で本取組が重要な役割を果たす
ものと期待される．
なお，高度な解析に関わるものは数値解析例に留め

ることとしている．Chua 回路解析に関して，Leonov
等 [5] により，新たな展開が見られた．それらに関して
は，数値解析例を作成して対応する予定である．
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