
根付き部分木の総利益最大化
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� はじめに

連結無向グラフ，特別な点，各点の非負収入，各辺
の非負コストが与えられたとき，特別な点を根とする
利益最大となるような無向木を求めたい．ただし，こ
の無向木は必ずしも全域である必要はない．
上の問題の応用として，ケーブル��事業がある．そ
こでは，唯一のセンターと顧客からなる点集合と，�点
間接続可能なケーブルからなる辺集合を仮定する．セ
ンターからケーブルに介して，顧客はサービスを受け
ることができる．そのとき，ケーブルを張るためのコ
ストと，顧客から得る収入を考慮して，どの顧客にど
のようにケーブルを張るのかを決める問題になる．ま
た，ガス，水道，電気などのサービスも上述と同様に
問題を定式化することが出来る．
次章で問題の定式化を行う．この問題は ��困難で
あるが，紙面の都合上，その証明は省略する．第 �章
では，�つの異なるヒューリスティックを与える．さら
に，計算実験を通して，各アルゴリズムの性能評価も
行った．発表の際に，それらの結果を示し，我々の検
討結果を述べる．
我々が提案する問題はネットワーク上の基本的な問
題であるため，多くの関連研究が存在する．特に近い
ものを挙げれば，例えば古典的なものに，最小根指定
全域有向木問題 ��	がある．これに続くものとして，最
小根指定有向部分木問題 ��	がある．

� 問題の定式化

連結無向グラフ � 
 ����� を導入する．� 


��� �� � � � � ��は唯一のセンターと顧客からなる集合で
ある．簡単のため，センターを点 �と仮定する．� は
�点 �� � �� � �間に張ることのできるケーブルからな
る集合である．各点 � �� � �には収入 	� �� ��が付随
する．また，各辺 ��� �� �� ��にはコスト 
�� �� ��が
付随する．（ここで，�は無向グラフなので，
�� 
 
��
が成立つと仮定する�．
顧客 �� �間にケーブルを張るとき，顧客 �� �から 	��

	� の利益を得ることが出来るが，�点 �� � �� � �間を
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張るためのケーブルコスト 
�� が必要となる．また，セ
ンターの利益は無いとする（つまり，	� 
 �）．
さて，点 �を根とする（必ずしも全域である必要は
ない）無向木 � 
 ���
�の中で，目的関数

������� � 

�

���

	� �
�

�������


�� �

を最大化したい．ここでは簡単のため，無向木 � を部
分木と呼ぶ．
連結無向グラフ � 
 ������ 収入 	� �� ��� コス
ト 
�� �� ��が与えられたとき，������� �を最大にす
る部分木を求める問題を，最大利益根付き部分木問題
（��������������������� �!���� 
 ��� ）と呼ぶ．

� 提案ヒューリスティック

��� 剪定法

��� の入力に対して，以下のように単純連結有向
グラフ� 
 ���� 
��を構成する．

� �� 

 � "

� 
� 

 ���� ������ �� � �� � ���� ������ �� � ��"

� 各有向辺 ��� �� �� 
��の重み ��� 

 	� � 
�� "

次に，�上で，有向辺の重みの合計が最大となるよ
うな，点 �を根とする全域有向木を求める．具体的に
は，根指定重み最大全域有向木を求めるために，問題
等価性に関する結果 ��	を利用して，さらに #���$�%&
!��$'(�$) �*)����(� ��	を適用する．
上で求めた全域有向木に対して，目的関数値を小さ
くする有向辺が存在する場合は，それらの有向辺を削
除する．具体的には，その重みと �根の方から見て�そ
れより先の有向辺の重みの和が負である有向辺を全て
削除する．この手法の利点として，削除される有向辺
が一つも無ければ，最適解が得られる．

��� 付随木連結法

各点 �を根とする部分木 ���� ���を導入する．これ
を点 �の付随木と呼ぶ．最初は，各点が自分自身のみ
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を付随木として持つ．また点 �の付随木 ���� ���は

利益 �� 
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を持つ．各点において，付随木の利益が増加するなら，
そのサイズも大きくなる．最終的には点 �の付随木に
含まれる点を抽出して，それらの点に関する最小全域
木を計算する．無向辺 ��� ��を �本の有向辺 ��� ��と
��� ��に置き換えて，有向辺 ��� ��の重みを �� � 
�� と
する．

�" 初期化 �� 

 ���� �� 

 �� �� 

 	� �� � � ��

� 

 ���� ������ �� � �� � ���� ������ �� � ��"

�" 
� 中で重み最大の有向辺 ��� �� を求める．その
重み値が �以下ならば，+"へ．� � �� であれば，
,"へ．

�" 各 � 
 �� �� � � � � � に対して，� � �� ならば，辺
��� ��を加えることによって，点 �の付随木に点 �
の付随木を連結させる（利益 ��を更新する）．た
だし，これによって，閉路ができるときは，点 �
の付随木の一部を除くことにする．－ �-�

," 
�から ��� ��を除き，
�が �でなければ �"へも
どり，�であれば +"へ．

+" 元グラフ �で，�� に関する最小全域木を計算す
る（ここでは，
�� のみを考慮する）．

�-�終点 � の付随木から一部の辺を除く手順

�" 端点が �� に含まれる辺を除く
�" 残った木に辺 ��� ��を加える
�" ���
�������を実行する

���
�������
�から出る辺に対して，それ以降で得られる最大の利
益（負の時は �）を加えた値を求める辺 ��� ��に対する
����	
 � 
�
 � ���
�������� ��の和に等しい（再帰）

��� 最大重み経路法

基本的なアイデアは，有向グラフ上で，最大重み経路
を繰り返し計算することである．そのような経路を求
めるためには，有向グラフ上に正の重みの有向閉路が
存在しないことを保証しなければならない．実際，以下
のアルゴリズムはこれを保証している（証明は省略）．
また， �#��で以下の集合を導入する．

� ��� 
 無向木を構成する点集合
� ��� 
 無向木を構成しない点集合

�" �中で，	� � 
�� かつ 	� � 
�� を満たす �点 �� �

を，�つの点に縮約する．縮約された点の収入を
	� � 	� � 
�� とする．縮約後，多重辺が生じたな
らば，コストの大きい方の無向辺を削除する．縮
約後の無向グラフを�� 
 ���� ���とする．点 �
�� ���に縮約された�の点からなる集合を ��と
する．

�" 縮約無向グラフ��中の各無向辺を，双方向の有向
辺とみなし，各有向辺 ��� ��の重みを��� 
 	��
��
とする．ただし，� 
 �または ��� � �であれば，
��� 
 �	とする．

�" ��� 
 ���とする．��� 
 �� � ��� が空集合に
なるまで，以下の ��"��から ��",�を繰り返す．

��"�� ����� � �ならば，��� 中の任意の �点間の
重みを �とする．��� 中の任意の点から，各点 �
�� ����までの最大重み経路を計算して，その重
み値を �� とする．

��"�� �� 
 ������������ を満たす点 � を ����，
点 ���� への経路中に含まれる点集合を �����，
��� 

 ����� � ��� とする．

��"�� ��� 

 ��� 
 ���"

��",� � � ���，� � �������である無向辺 ��� ��
に対して，��� 
 �	とする．��� 
 �	ならば，
��� 
 	� � 
�� � ��とする．

,"  �#��の計算中に得られる最大重み経路を全て抽
出したものは，��に関する全域無向木である．こ
の全域木から，利益を減少させる無向辺を削除す
る．具体的には，その重みと �根の方から見て�そ
れより先の辺の重みの和が負である辺を除く．点
�とつながっている点の集合を ��� とし，

�� 

�

�����

��

とする．
+" 元グラフ�で，�� に関する最小全域木を計算する．

� 結論と今後の課題

本研究では，ネットワーク上における新しい��� 
を提案した．また，この問題が ��困難であることを
証明した．さらに，�つのヒューリスティックを提案し
た．これらは全て実装され，計算実験を行い各々の性
能評価を行った．今後の課題として，精度保証を持つ
近似アルゴリズムの開発が考えられる．

参考文献

��	 ." /���� �$� 0" �1)�$
 23��!�$������* 4����
��5����$
 �(���1 �$� 6*)����(�%�7 8����( #���
���$�  ���$)������*�)� ���9"

��	 �" �" ��� �$� �"  ���(���$
 2��$�����
:��)(� ������ $���$�'�%%���*1�%��$$�$) ��!���%�
'�$'� ���!*���7 ���:��;%� <�*" �=���� ��" >> ?
9>� ����"

FIT2012（第 11 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2012 by 
The Instiute of Electronics, Information and Communication Engineers and 
Information Processing Society of Japan  All rights reserved.

 72

(第1分冊)


