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電子ペンを利用した数学手書き答案の戦略分類手法 

～多項式展開問題を題材として～ 
 

浅井洋樹†1 山名早人†1†2 

 

概要：学校教育で扱う数学では，解答へと至るまでの過程が複数パターン存在するような問題が出題される．また，

このような様々な解法が存在しうる問題では，手書きによる解答過程の記述が学習者に求められる．このため，学習
者が手書きで解答過程を記述した答案を，採点や分析することが教員に要求され，学習者が増えるに従い多大な負担

となる．一方でコンピュータを利用して教師を支援する CAIの普及や，手書きデータを電子化する電子ペンの登場に

より，コンピュータで手書きデータを処理することが可能となっている．採点や分析に必要となる処理をコンピュー
タで行うことで，教師の採点や分析といった負担を軽減し，さらなる教育の質向上へとつなげることが可能となる．

そこで本研究では，手書きを伴う数学問題の答案処理における初期の取り組みとして，多項式展開問題を題材に，解

答の戦略類似度算出および自動分類手法を提案する．本手法により，採点や解答分析における教師の負担軽減の実現
や知的教育システム（ITS）への応用を目指す． 
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1. はじめに   

中学校や高校といった学校教育で扱われている数学は，

学習者が解答へとたどり着くための戦略が複数存在するよ

うな問題が出題される．例えば多項式を展開する問題では，

機械的に分配法則を用いて展開していく解法や，展開公式

を用いて計算量を減らしていく解法など，問題ごとに様々

な解法が存在することがある．また，このような解法が複

数存在する問題では，答案上に手書きによる解答過程の記

述が学習者に求められる．指導者は，答案から解答過程を

読み取ることで，採点における部分点の付与やより効率の

よい解答戦略の指導を実施している．このため，記述式の

答案を分析・採点する負担は，解法が複数存在しない答案

と比較して大きくなり，答案の量が増えるに従って負担も

増大していくことになる． 

また一方で，近年普及しつつあるコンピュータを利用し

て指導者を支援するComputer-Assisted Instruction (CAI) や，

手書きデータの電子化を実現する電子ペンの登場により，

コンピュータ上で手書きデータを処理できる環境が実現し

つつある．このような環境では，手書き情報が時系列座標

情報や筆圧情報などが含まれるオンライン手書きデータと

して得られるようになる．記述式の答案を分析や採点に必

要となる処理をコンピュータ上で実現できれば，指導者の

負担を軽減することが可能となり，さらなる教育の質向上

が期待できる． 

教育と手書きデータの解析に関連する研究としては，そ

の基盤となる手書き文字・数式認識や図形と文章の識別と

いった認識に関する研究[1][2][3]に加えて，近年ではデー

タマイニングによる手書き答案と学習成績の解析に関する
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研究[4]や，手書きデータと筆記者の認知的負荷の関連性を

明らかにした研究[5]といった教育への応用と関連する研

究が行われ始めている．我々の過去の研究においても，手

書きデータを利用した学習者のつまずき検出[6]や，手書き

データを利用した学習者の記憶度推定[7]といった，手書き

データを解析することで教育での応用可能性に関する研究

を行っており，教育における手書きデータの活用が教育と

ICT のアプリケーションの鍵となることが考えられる． 

最初に述べたように，複数の解法が存在する数学の記述

式の答案では，分析・採点における指導者の負担が大きい

ものとなる．指導者の負担となる一つの要素として，答案

を戦略ごとに分類する作業が挙げられる．例えば，採点時

においては答案を戦略ごとに分類し，戦略ごとに部分点の

付与基準を決定する必要がある．しかし，答案を戦略ごと

に分類するタスクは容易ではなく，コンピュータがこれを

支援できれば，指導者の負担を軽減することが可能となり，

より質の高い教育を行えるようになる．また，瞬時に答案

の分類ができるようになれば，アクティブラーニングの場

において，学習者の様々な解法をその場で列挙し紹介する

ことが可能となり，学習者間での議論をさらに活性化する

ことができる．  

そこで本研究では，手書きで記述された答案同士の戦略

距離を算出し，戦略ごとに答案を自動分類する手法の確立

を目指す．本稿では初期の取り組みとして，数学の多項式

展開問題を題材として，手書きで解答が記述された答案の

戦略類似度算出，および戦略ごとの自動分類を行う手法を

提案する．また提案手法のアプリケーションとして，答案

を戦略分類することで指導者を支援する教育支援システム

のプロトタイプ実装について述べる． 

 

 

ⓒ 2016 Information Processing Society of Japan

Vol.2016-CE-133 No.6
2016/2/13



情報処理学会研究報告 

IPSJ SIG Technical Report 

 

 

 2 
 

2. 解答戦略の分類手法 

本節では手書きで記述された答案の戦略距離を算出す

る手法，および答案を戦略ごとに分類する手法を提案する．

提案手法の入力データは解答過程が記述された答案のオン

ライン手書きデータを想定している．オンライン手書きデ

ータは，タブレット上でのスタイラスペンによる入力や電

子ペンによる筆記によって得られる，筆記座標時系列が含

まれる手書きデータであり，提案手法では時系列で記録さ

れる筆記座標データを用いる． 

本節では最初に 2 枚の答案の戦略距離（非類似度）を算

出することを目指す．まず入力された答案のオンライン手

書きデータを解答ステップごとにグルーピングする．その

後答案に含まれる各解答ステップ同士の距離を算出する．

この解答ステップ間の距離を用いて，答案同士の戦略距離

を算出する．さらに，答案同士の戦略距離を用いて答案を

戦略ごとに分類する手法を提案する． 

2.1 解答ステップグルーピング 

まず入力された答案に含まれるオンライン手書きデー

タに対して，解答ステップごとのグルーピングを行う．本

稿で扱う解答ステップとは，解答に至るまでの過程の記述

単位を表すものであり，本稿での題材である多項式展開問

題では，数式 1 行が 1 解答ステップとなる．また解答ステ

ップグルーピングは，筆記ストローク（一画分の筆記デー

タ）単位で行われる． 

解答ステップグルーピングは，答案に書き込まれたスト

ロークを時系列順で参照していき，時系列で隣り合う 2 ス

トローク間の重み付けマンハッタン距離（WMD）が閾値を

超えた場合，グルーピングの分割点とする．つまり，時系

列上で隣り合うストロークの距離が離れている場合は解答

ステップの分離点とみなす．WMD は以下の式によって算

出する． 

 

𝑊𝑀𝐷 = 𝑤 × |𝑥𝑎 − 𝑥𝑏| + (1 − 𝑤) × |𝑦𝑎 − 𝑦𝑏| (1)  

 

ここで𝑤 (0 < 𝑤 < 1)は xy 方向の重み付けパラメータ，

(𝑥𝑎, 𝑦𝑎), (𝑥𝑏, 𝑦𝑏)は時系列上で隣り合う 2 ストロークそれぞ

れの重心座標を表している．本稿ではヒューリスティック

に決定したパラメータw=0.2，WMDの閾値WMDthres = 200

としてグルーピングを行っている． 

また上記の WMD を利用したグルーピングでは，一通り

書き込んだ後に戻って再度追記した場合は別グループとし

て扱われてしまう．この手戻り時に別グループとしてグル

ーピングされる問題にも対応するため，上記グルーピング

を行った後に，以下の条件をすべて満たすグループ同士を

結合する手戻り対応処理を行う． 

 解答ステップグループのバウンディングボ
ックス同士における Y 軸方向の重なりが
60％以上 

 解答ステップグループのバウンディングボ
ックス同士における X 軸方向の距離が
WMDthres/𝑤未満 

Y 軸方向の重なり割合はヒューリスティックに決定，ま

たX軸方向の距離算出式はWMDによるグルーピング時と

同程度の結合基準とするため上記の式に決定した．手戻り

対応処理を行った後に，解答ステップグループごとに時系

列で記録されているストロークを重心X座標で昇順ソート

する．本手法により答案上の筆記ストロークをグルーピン

グした例を図 1 に示す．グループごとに筆記ストロークの

色分けがされており，青枠は解答ステップグループのバウ

ンディングボックスを表している． 

 

 

図 1 解答ステップグルーピングの例 

 

2.2 解答ステップ距離の算出 

解答ステップグルーピングを行った後に，解答ステップ

同士の非類似度を表す距離を算出する．解答ステップ間の

距離を算出するにあたって，まずストローク同士の非類似

度を示す距離を算出する．距離の算出を行う前に前処理と

して，筆記ストロークに含まれる座標のサンプリングを実

施する．サンプリングにあたっては Ramer の特徴点抽出手

法[8]を用いた． 

サンプリング処理後の筆記ストローク座標に対して，DP

マッチングによるストローク間の距離算出を行う．2 スト

ローク s，t 間における距離ds(𝑠, 𝑡)の算出は以下の DP マッ

チングによって算出する． 

 

Ds(𝑖, 𝑗) = min {

𝐷𝑠(𝑖 − 1, 𝑗) + 𝑔𝑠

𝐷𝑠(𝑖, 𝑗) + 𝑑(𝑝𝑖 , 𝑞𝑗)

𝐷𝑠(𝑖, 𝑗 − 1) + 𝑔𝑠

 

𝑖 ∈ [1, 𝑃𝑁], 𝑗 ∈ [1, 𝑄𝑁] 

(2)  

 

ここでDs(𝑖, 𝑗)は異なる解答ステップグループに含まれる

任意の 2 のストロークに含まれる座標系列{𝑝1 … , 𝑝𝑁}，

{𝑞1 … , 𝑞𝑁}の一部である{𝑝1 … , 𝑝𝑖}，{𝑞1 … , 𝑞𝑗}におけるストロ

ーク距離，d(pi, qj)は座標pi，qj間のユークリッド距離，gs

はストローク間距離算出におけるギャップコストパラメー

タをそれぞれ表している．本稿ではヒューリスティックに
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決定したgs = 40.0をパラメータの値として採用している．

また𝑃𝑁，𝑄𝑁はそれぞれのストロークの要素数であり，上記

の式におけるDs(𝑃𝑁 , 𝑄𝑁)を算出することで，ds(s, t)を得るこ

とができる．ストローク間の距離算出の例を図 2 示す． 

 

 

図 2 ストローク間の距離算出例 

 

ストローク間距離の算出を行った後に，解答ステップ距

離の算出を行う．解答ステップ距離の算出においては式（2）

で算出したストローク距離を用いて DP マッチングによる

比較を行う．2 つの解答ステップ u, v 間における解答ステ

ップ距離𝑑𝑢(𝑢, 𝑣)は以下の式によって算出する． 

 

𝐷𝑢(𝑖, 𝑗) = min {

𝐷𝑢(𝑖 − 1, 𝑗) + 𝑔𝑢

𝐷𝑢(𝑖, 𝑗) + 𝑑𝑠(𝑠𝑖 , 𝑡𝑗)

𝐷𝑢(𝑖, 𝑗 − 1) + 𝑔𝑢

 

𝑖 ∈ [1, 𝑆𝑁], 𝑗 ∈ [1, 𝑇𝑁] 

(3)  

 

ここでDu(𝑖, 𝑗)は異なる答案に含まれる任意の 2つの解答

ステップに含まれるストローク系列{𝑠1 … , 𝑠𝑁}，{𝑡1 … , 𝑡𝑁}の

一部である{s1 … , 𝑠𝑖}，{t1 … , 𝑡𝑗}における解答ステップ距離，

𝑔𝑢は解答ステップ距離算出におけるギャップコストパラ

メータをそれぞれ表している．本稿ではヒューリスティッ

クに決定したgu = 100.0をパラメータの値として採用して

いる．また𝑆𝑁，𝑇𝑁はそれぞれの解答ステップの要素数であ

り，上記の式における𝐷𝑢(𝑆𝑁 , 𝑇𝑁)を算出することで，du(𝑢, 𝑣)

を得ることができる．解答ステップ距離算出の例を図 3 に

示す． 

 

 

図 3 解答ステップ距離算出の例 

 

2.3 解答戦略距離の算出 

2.2 で得られる解答ステップ距離を用いて解答戦略の非

類似度を表す解答戦略距離を算出する．解答戦略距離を算

出することにより答案同士の解法の類似度を求めることが

可能となる．解答ステップ距離を用いて答案間で同一な解

答ステップを見つけ出すマッチングを行うことで，解答の

戦略類似度を計算する．2 つの答案 a, b 間における解答戦

略距離𝑑𝑎(𝑎, 𝑏)は以下の式を用いてDPマッチングにより算

出する． 

 

𝐷𝑎(𝑖, 𝑗) = min {

𝐷𝑎(𝑖 − 1, 𝑗) + 𝑔𝑎

𝐽𝑎(𝑖, 𝑗)

𝐷𝑎(𝑖, 𝑗 − 1) + 𝑔𝑎

 

𝑖 ∈ [1, 𝐴𝑁], 𝑗 ∈ [1, 𝐵𝑁] 

(4)  

 

 

ここでDa(𝑖, 𝑗)は 2 つの答案に含まれる解答ステップ系列

{𝑎1 … , 𝑎𝑁}，{𝑏1 … , 𝑏𝑁}の一部である{𝑎1 … , 𝑎𝑖}，{𝑏1 … , 𝑏𝑗}にお

ける解答戦略距離，𝑔𝑎は解答戦略距離の算出におけるギャ

ップコストパラメータをそれぞれ表している．本稿ではヒ

ューリスティックに決定した𝑔𝑎 = 40.0をパラメータの値

として採用している．𝐴𝑁，𝐵𝑁はそれぞれの答案の解答ステ

ップ数であり，上記の式におけるDa(𝐴𝑁 , 𝐵𝑁)を算出するこ

とで，da(𝑎, 𝑏)を得ることができる． 

また，式（4）における解答戦略距離の算出では，同一解

答ステップのマッチングを行うのと同時に，答案中におい

て前後の解答ステップを結合させた場合のマッチングも式

（5）によって算出される𝐽𝑎(𝑖, 𝑗)によって行っている．これ

は 2.1 で行った解答ステップグルーピングにおけるグルー

ピング失敗時においてもマッチング精度を下げないよう対

処するためのものである．2.1での解答ステップグルーピン

グは行単位でグルーピングされやすいようにパラメータ w

が設定されている．このため，数式が行内に複数個記入さ

れた場合も，一つの解答ステップとしてグルーピングされ

るケースが存在する．以上の理由から式（5）によって時系

列で隣り合う解答ステップを結合する場合についてもマッ

チング候補として検討している．式（5）における𝑙𝑎(𝑖)，𝑙𝑏(𝑗)

はそれぞれ答案 a，b の𝐷𝑎(𝑖, 𝑗)算出時に最後にマッチした解

答ステップのインデックス，つまり式（4）におけるDa(𝑖, 𝑗)

の算出過程において，最後に最小値として𝐽𝑎(𝑥, 𝑦)が採用さ

れた際の x, yの値を表している．これにより，可能な限り

解答ステップを結合した場合もマッチングの候補として検

討している． 

解答戦略距離の算出例を図 4 に示す．赤枠で結合された

複数の解答ステップ（青枠）と一つの解答ステップがマッ

チング（赤線）している様子が確認できる． 

2.4 答案の解答戦略分類 

2.3で算出した解答戦略距離を用いて，答案の集合を解答

戦略ごとに分類する手法について述べる．答案を解答戦略

ごとに分類するにあたって，全ての解法を予め準備してい

るようなケースでは，それぞれの模範解答を用意して 2.3

で述べた解答戦略距離によって模範解答と同一戦略の答案

を抽出することが可能である．しかし，予め全ての模範解

𝐽𝑎(x, 𝑦) = 𝐷𝑎(𝑥, 𝑦) + 𝑚𝑖𝑛
𝑒,𝑓

𝑑𝑢 (⋃ 𝑢𝑘

𝑥

𝑘=𝑒
, ⋃ 𝑣𝑘

𝑦

𝑘=𝑓
) 

𝑙𝑎(𝑥) < 𝑒 ≤ 𝑥, 𝑙𝑏(𝑦) < 𝑓 ≤y 

(5)  

ⓒ 2016 Information Processing Society of Japan

Vol.2016-CE-133 No.6
2016/2/13



情報処理学会研究報告 

IPSJ SIG Technical Report 

 

 

 4 
 

答を検討して用意すること自体が指導者の多大な負担とな

る問題や，指導者が予想していない学習者の戦略を抽出す

ることが困難となる問題が残る． 

そこで本項では予め全ての模範解答の用意が不要な戦

略分類手法を提案する．つまり，学習者が記入した答案の

集合のみを入力すると，戦略ごとに答案を分類する手法を

提案する． 

解法の数が未知である，すなわちクラスタ数が未知であ

る場合のクラスタリングを実施するため，階層クラスタリ

ングを利用する．まず全ての答案同士の組み合わせにおい

て解答戦略距離を算出する．算出した解答戦略距離を特徴

量として群平均法によるクラスタリングを実施することで

戦略数が未知である答案の戦略分類を実現する．クラスタ

リングの手順は以下のとおりである． 

 

STEP 1：初期状態の生成 

N 個の答案データが与えられたとき，1 クラスタあたり

答案 1 個を含む N 個のクラスタを生成する 

 

STEP 2：併合処理 

存在する全てのクラスタに対して，以下の式によって得

られるクラスタ間距離dc(𝑐𝑖 , 𝑐𝑗)を算出し，最小となるク

ラスタの組み合わせを併合する． 

 

dc(𝑐𝑖 , 𝑐𝑗) =
1

|𝑐𝑖||𝑐𝑗|
∑ ∑ 𝑑𝑎(𝑎𝑥, 𝑎𝑦)

𝑎𝑦∈𝑐𝑗𝑎𝑥∈𝑐𝑖

 

1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝐶𝑁 

(6)  

 

ここでax ∈ ciはクラスタciに所属する答案を表している．

また𝐶𝑁はクラスタの総数を表している． 

 

STEP 3：デンドログラム（階層構造木）の生成 

STEP2において併合対象となった 2つのクラスタをリー

フとして，併合後のクラスタをその上位ノードとするデ

ンドログラム（階層構造を表す木構造）を生成する． 

 

STEP 4：繰り返し処理 

STEP 2 と STEP 3 を一つのクラスタに全ての答案が所属

する状態となるまで繰り返す． 

 

以上の手順によって得られたデンドログラムを利用し

て，指導者はクラスタ数（デンドログラムの深さ）の指定

のみで戦略ごとに分類された答案を得ることができる． 

3. 評価実験とアプリケーションの実装 

本節では本稿で提案した解答戦略類似度の算出，および

答案の解答戦略分類それぞれにおいて評価実験を行った結

果について述べる．また，本稿で提案した手法のアプリケ

ーションについて検討し，実装したプロトタイプシステム

について述べる． 

3.1 解答データの収集 

まず評価実験を行うにあたって答案データの収集を行

うユーザ実験を実施した．実験に参加した被験者は高校数

学の問題に解答することができると回答した大学生・大学

院生 33 名（男性 27 名，女性 6 名）である． 

手書きデータの収集にはアノト方式の電子ペン ADP601

 

図 4 解答戦略距離の算出例 

青枠は解答ステップ，赤枠は解答ステップの結合，赤線は同一解答ステップとの関連付けをそれぞれ表している 

 

 

図 5 データ収集環境 

 

ⓒ 2016 Information Processing Society of Japan

Vol.2016-CE-133 No.6
2016/2/13



情報処理学会研究報告 

IPSJ SIG Technical Report 

 

 

 5 
 

を使用した．本電子ペンはドットパターンが印刷された紙

面上への書き込みをオンライン手書きデータとして取得可

能なデバイスである．ただしボールペンでの書き込みとな

るため，シャープペンシルのように消しゴムを使用するこ

とができない点に注意が必要となる．実験で使用したデー

タ収集環境の写真を図 5 に示す． 

またデータを収集するにあたって，専用の答案用紙を作

成した．データ収集で使用した答案用紙のフォーマットを

図 6 に示す．答案用紙にはチェックボックスが設けられて

おり，被験者は解答を開始する前には「START」にチェッ

ク，解答終了後には「END」にチェックするよう指示した．

この 2 つのチェックが行われる間を解答時間として取得し

ている．加えて被験者は解答書き込みエリアにのみ書き込

みが許され，解答・思考過程のプロセスを全て答案データ

として取得している． 

出題した問題は高校数学の多項式展開問題 4 問であり，

全ての被験者で同じ問題をそれぞれ 4 問解答している．出

題した問題を以下に列挙する． 

 

A) (𝑥2 + 3𝑥 + 2)(𝑥2 − 3𝑥 + 2) 

B) (𝑥 − 3𝑦)(𝑥 + 3𝑦)(𝑥2 + 3𝑥𝑦 + 𝑦2)(𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2) 

C) (𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2)(𝑥2 + 𝑦2)(𝑥 − 𝑦)2(𝑥 + 𝑦) 

D) (1 + 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3)(1 − 𝑥 − 𝑥2 + 𝑥3) 

                                                             
a Microsoft InkAnalyzer Class, https://msdn.microsoft.com/en-

us/library/system.windows.ink.inkanalyzer%28v=vs.90%29.aspx 

 

各問の解答時間は最大 10 分とし，解答時間を超えた場

合はその時点での解答用紙を答案データとして保存した．

機材の不調で収集に失敗した答案を除いて，最終的に実験

で使用した解答用紙は，問題 A：31 枚，問題 B：32 枚，問

題 C：32 枚，問題 D：32 枚である．データ収集が完了した

後に，各設問の解答を著者が戦略ごとにグループ分けし，

ラベル付けを行った．グループ分けは，使用した展開公式

の種類を基準に行った．各設問の戦略グループ数は誤答も

含めて問題 A：5 グループ，問題 B：8 グループ，問題 C：

3 グループ，問題 D：4 グループとなった．収集した答案の

例を図 7 に示す． 

3.2 模範解答と同一戦略抽出評価 

収集した答案データを用いて，まず予め著者が用意した

最も計算量が少なく効率に解答可能な模範解答と同一戦略

の答案を抽出する性能について評価を行った．設問ごとに

それぞれ 1 種類の模範解答を作成し，2.3 で述べた解答戦

略距離を模範解答と各答案でそれぞれ算出した．そして算

出した解答戦略距離を昇順にソートすることにより，模範

解答と類似している戦略の答案ランキングを作成した．ラ

ンキングの評価結果を表 1 に示す． 

本評価ではランキングの評価指標として MAP（Mean 

Average Precision）と MRR（Mean Reciprocal Rank）を採用

している．また，比較手法として手書き文字認識を利用し

た手法（表中に「基準」と表記）を取り上げている．手書

き文字認識を利用した比較手法では，まず全ての答案手書

きデータに対して Microsoft 社が提供している .NET 

InkAnalyzer[a]による手書き文字認識を実行している．認識

結果としてテキストが得られるので，模範解答の文字認識

結果と各答案の文字認識結果の編集距離であるレーベンシ

ュタイン距離[9]を算出することで，解答戦略距離とした． 

評価結果を参照すると，設問 A~C において提案手法が基

準手法と比べて MAP，MRR 共に高い値を得られているこ

とが確認できる．つまり文字認識を実行しない本手法の方

が高精度で模範解答と同様の戦略である答案を抽出できて

いることが確認できる．一方で，設問 D のみ提案手法が文

字認識手法と比べて MAP，MRR の値が低い結果が得られ

 

図 6 データ収集用の専用紙 

 

表 1 模範解答と同一戦略抽出評価 

設

問 

総答

案数 

模範 

答案 

提案

MAP 

基準

MAP 

提案

MRR 

基準

MRR 

A 31 20 0.869 0.741 0.172 0.159 

B 32 16 0.761 0.603 0.184 0.167 

C 32 14 0.987 0.749 0.231 0.197 

D 32 11 0.449 0.539 0.109 0.204 

 

 

図 7 収集した答案データの例 
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ている．この要因を調査するため，提案手法でのランキン

グ出力を確認すると，答案 32 枚中ランキング 1 位～3 位の

答案が模範解答と異なる戦略の答案であった．これらの答

案は全て前半が模範解答と同一の戦略であり，後半の戦略

が模範解答とは異なるものであった．つまり戦略が模範解

答と似ているものであった． 

3.3 解答戦略ごとのクラスタリング評価 

前項の戦略距離の信頼性に関する評価に加えて，2.4で述

べた答案の解答戦略分類手法に関しても，クラスタリング

性能の評価をおこなった．本評価では，人間が答案を確認

して手動で分類した結果と提案手法を利用した自動分類結

果を比較することで分類性能を評価した．また比較手法と

して，2 つの答案間の解答時間の差を解答戦略距離として

群平均法による階層クラスタリングをおこなう手法，つま

り解答時間が似ている答案を同一戦略として扱う手法を実

装した．評価結果を図 8～図 11 に示す． 

評価結果のグラフにおいて縦軸は分類性能を表す F 値，

横軸は階層クラスタリング結果のデンドログラムにおいて，

選択した木の深さを示している．横軸の値が大きいほどク

ラスタ数が増加していき，最大値では各答案 1 枚が 1 クラ

スタ，つまり全ての答案を異なる戦略として扱っている． 

評価結果を参照すると，設問 Aでは提案手法が比較手法

である解答時間を利用した分類よりも高い分類性能を示し

ていることが読み取れる．一方で設問 B～設問 D の結果に

おいては両者において大きな性能の差は確認できない結果

となった．各設問における特徴の差異に着目すると，設問

A は他の設問よりも難易度が低いため，答案の書き込みが

少なく単純であったことが確認できた．従って，現状の提

案手法では比較的単純な問題において高い性能を示す傾向

が考えられる． 

また提案手法における解答戦略距離の算出に失敗して

いるケースについて特に目立っていた点として，解答ステ

ップ距離の算出失敗，式消去ジェスチャーの非対応の 2 点

が挙げられる．解答ステップ距離の算出では 1 ストローク

ごとの形状比較によって距離を算出しているため，例え

ば”x”のような 2 ストロークで構成され，人によって書き方

が異なるような文字の距離算出が失敗しているケースが散

見された．またデータ収集で用いた電子ペンはボールペン

であるため，消しゴムによってストロークを消去すること

が不可能である．このため，被験者が書き損じた式を 2 重

線などで消去するケースが発生し，認識精度の低下につな

がっていると考えられる． 

3.4 アプリケーションの検討 

本稿で提案した解答戦略距離の算出および解答戦略分

類手法について，実際の教育現場におけるアプリケーショ

ンについて検討する．本手法の教育現場での応用例として

以下の 3 つの例が考えられる． 

3.4.1 問題演習後のフィードバック支援 

まず応用例として問題演習後のフィードバックが挙げ

られる．本稿の対象としている解法が複数存在するような

問題では，効率よく正答にたどり着ける解法や，逆に計算

量が多いといった効率の悪い解法が存在する．問題演習後

のフィードバックとして，学習者の様々な解法を挙げ，良

い解法について議論することは学習者にとって有用である

と考えられる． 

そこで本稿で提案した解答戦略分類手法を利用して，指

導者が学習者に様々な戦略を紹介することが実現可能とな

る．実装した問題演習のフィードバックを支援するプロト

タイプシステムのキャプチャ画像を図 12 に示す．本プロ

トタイプシステムでは，学習者の答案データが入力される

と，提案手法による戦略分類がおこなわれ，結果が表示さ

れる．画像キャプチャ中の緑枠が同一戦略を示すものであ

り，指導者は階層をメニューから指定することで，分類の

粒度を調整することが可能となっている．また，表示順は

解答戦略グループ内での平均解答時間でソートされている

 

図 8 設問 Aの解答戦略分類性能 

 

図 9 設問 B の解答戦略分類性能 

 

図 10 設問 C の解答戦略分類性能 

 

図 11 設問 D の解答戦略分類性能 
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ため，解答時間が短い，つまり効率が良いと考えられる戦

略グループが上位に表示されるようになっている．指導者

は本システムを利用して学習者に対して効率のよい解答例

を紹介することができる． 

3.4.2 採点支援 

二つ目に考えられる応用例として，採点時の指導者支援

が挙げられる．解答過程を記述するような答案では部分点

を付与する場合があり，指導者は答案の解答過程から部分

点のポイントを読み取って採点していく必要がある．本稿

で提案した解答戦略距離の算出手法では，図 4 で示したよ

うに解答ステップのマッチングを行っているため，模範解

答の手書きデータを用意することで答案中の部分点のポイ

ントとマッチングすることが可能になる．指導者はマッチ

ング結果を参照しながら部分点を付与することで，採点時

の負担を軽減することができると考えられる． 

3.4.3 学習支援システムでの応用 

最後に挙げる応用例として，これまでに挙げた指導者の

教育支援システムとしての応用ではなく，学習者の自己学

習時に利用する学習支援システムへの応用も考えられる．

前項でも述べたように，本稿で提案した手法を用いること

で，模範解答と答案の解答ステップ単位でのマッチングを

行うことが可能となる．これを学習システムに応用すると，

学習者が手書きで解答過程を記述している際に，コンピュ

ータ側で学習者の意図する解答戦略と解答進捗を認識する

ことが可能となるはずである．この認識結果を利用するこ

とで，学習者の解答状況に応じたシステムの適切な支援を

行えるようになると考えられる． 

4. 関連研究 

本節では手書きデータの認識に関する関連研究や，手書

きデータと教育への応用に関する関連研究を紹介し，本稿

で提案した分類手法の精度改善や応用の可能性について議

論する． 

4.1 手書きデータの認識に関する研究 

手書きデータをコンピュータで認識する研究は古くか

ら多くの研究が行われてきた．近年では対象とする手書き

データや認識パターンが多様化し，様々な種類の手書きデ

ータ認識手法が提案されている．最も代表的なものは手書

き文字の認識に関する研究[2][10]である．手書き文字認識

に関する研究は古くから数多く行なわれており，その調査

結果は Plamondon ら[10]によってまとめられている．近年

ではより多様な筆記データにも堅牢に対応できるモデルが

提案されており，例えば Haoらの研究[2]では筆記方向に依

存せずに日本語の手書きデータを認識するシステムを提案

している．また手書き文字と関連して，手書き数式の認識

に関する研究も行われている[1][11]．これに関しても数多

くの研究が行われており[1]，近年の成果では数式データセ

ット CROHME2013[12]において，2 つの SVM を使用した

モデルを提案し，Top-5 の候補で認識精度 41%を達成して

いる[11]．さらに多様な手書きデータへの対応として，文字

と図形のストローク分離[3][13]や図形認識[14]15]といった

研究が行われている． 

本研究で提案した解答戦略距離の算出手法は DP マッチ

ングを用いたシンプルな文字認識手法を応用したものであ

る．このため，上で述べたような近年提案されている堅牢

な文字認識手法の応用が可能となれば，解答ステップ距離

の算出精度の向上が見込まれる．また学習者の解答プロセ

スの記述を求める問題は多項式展開のような数式中心の問

題だけではなく，図形等の記述が必要となる問題もあるた

 

図 12 問題演習フィードバックシステムのプロトタイプ 

学習者の答案を戦略ごとに自動分類し効率のよい戦略順にソートして表示している 
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め，上記の図形と数式の分離や認識手法も，今後多項式展

開問題以外への適用において重要となることが考えられる． 

4.2 手書きデータと教育への応用に関する研究 

手書きデータ認識の研究が古くから行われている一方

で，近年はこれらの認識技術をベースとしたアプリケーシ

ョンや筆圧や筆記速度といったデータの活用に関する取り

組みが行われ始めている．ここでは教育に関係する研究に

ついて述べる． 

Heroldらは学習者の手書き答案に対してデータマイニン

グ手法の適用を試みている[4]．この研究では学習者の宿題

で提出された手書きの答案データに系列パターンマイニン

グを適用し，成績の良い学習者，悪い学習者の頻出パター

ンを抽出している．また Jiang らは図形の証明問題に関す

る解答の記述を認識し，学習者の解答を支援するシステム

を提案している[16]．そして Yu らは筆跡データそのもので

はなく，筆圧や筆記速度といったデータから文章作成問題

解答中の認知的負荷の推定を試みている[5]．著者らの過去

の研究においてもオンライン手書きデータより，学習者の

つまずきを検知する研究[6]や，記憶度を推定する研究を行

っている[7]． 

しかし，本稿で提案しているような手書きの答案データ

を戦略ごとに分類する研究は著者の知る限り行なわれてい

ない．本稿で提案した解答戦略分類手法はこれらの関連す

る研究と組み合わせることで，より有効なアプリケーショ

ンを構築できると考えられる．例えば，学習者のつまずき

を検知した際に本稿での解答ステップマッチングを行うこ

とで学習者に対して適切な支援を行う学習支援システムの

構築を実現することが可能となる． 

また評価実験では二重線等で数式を消す消去ジェスチ

ャーへの非対応をボトルネックとして挙げた．Herold らの

研究[4]では消去ジェスチャーを認識する手法が提案され

ており，本提案手法に適用することで精度向上が見込まれ

る． 

5. おわりに 

本稿では数学の多項式展開問題を題材として，解答過程

を手書きで記述するような答案データに対して，解答戦略

の類似度算出や解答戦略分類を行う手法を提案した．実際

の答案データを用いた性能評価実験では，提案手法が文字

認識や解答時間を利用した手法と比較して，解答プロセス

が複雑ではない場合では高い性能を示すことが確認できた．

また，応用例として問題演習後のフィードバック支援，採

点支援，学習支援システムでの応用を挙げた． 

しかし解答ステップ距離の算出手法に関しては依然と

して多くの改善の余地を残している．特に筆記ストローク

 

の比較手法や，消去ジェスチャーへの対応が精度向上のた

めの課題となる． 
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