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トークン整列問題の計算複雑に関する一考察

川原 純1,a) 斎藤 寿樹2,b) 吉仲 亮3,c)

概要：本稿では，グラフの隣接頂点間で頂点上に配置されたトークンを交換し，目的配置を達成する，トー
クン整列問題の計算複雑を議論する．入力グラフが 2部グラフで，かつ最大次数が高々 3の場合に NP完

全になることを示すとともに，多項式時間で解ける特殊なグラフクラスを提示する．

Kawahara Jun1,a) Saitoh Toshiki2,b) Yoshinaka Ryo3,c)

1. はじめに

n頂点のグラフが与えられ，グラフの頂点には 1から n

までのラベルが 1 つずつ振られている．各頂点には数字

1, . . . , n が書かれたトークンが 1個ずつ配置されている．

隣接する 2 つの頂点上のトークンの交換を繰り返すこと

で，各トークンをトークンに書かれた数字の頂点まで移動

させることを考える．このとき，トークンの交換回数の最

小値を求める問題をトークン整列問題という．

トークン整列問題で入力グラフがパスの場合は，{1, . . . , n}
上の置換を実現する横棒本数が最小の「あみだくじ」を求

める問題と等価である．横棒本数が最小のあみだくじは置

換の反転数と同じであり，置換の反転数は O(n
√
lg n) 時間

で計算できる [2]ため，トークン整列問題で入力グラフが

パスの場合の計算時間は O(n
√
lg n) である．

入力グラフがパスの場合以外にもいくつかのグラフクラ

スについて計算時間が知られている．入力グラフがサイ

クルの場合 [5]や完全グラフの場合 [1], [5]の計算時間は

O(n2) である．また，入力グラフが完全 2部グラフの場合

は多項式時間で計算できる [8]．

本問題に対する近似アルゴリズムもいくつか設計されて

いる．Heath と Vergara [4]は入力グラフがパスの平方の

場合に多項式時間 2近似アルゴリズムを提案している．こ
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こで，パスの平方とは，パス P において P 上での距離が

ちょうど 2である 2頂点間に辺を加えて得られるグラフで

ある．Yamanaka ら [8]は入力グラフが木の場合に多項式

時間 2近似アルゴリズムを設計し，それを用いて入力グラ

フが αスパナーの場合に多項式時間 2α近似アルゴリズム

を設計している．

入力グラフが一般の場合，トークン整列問題はクラス

NPに属することは知られている [8]が，NP困難であるか

どうかは知られていなかった．本稿では入力グラフが 2部

グラフで，かつ最大次数が高々 3の場合に NP完全である

ことを示す．証明は NP困難であることが知られている最

大次数制限付き 3次元マッチング問題 [3], [6]からの還元

によって行う．また本稿では，刺又グラフに対する多項式

時間アルゴリズムを与える．ここで，刺又グラフとは，パ

スの片方の端から 2番目の頂点に辺を 1本追加で接続した

グラフである．

1.1 関連研究

Yamanaka ら [9]は c色トークン整列問題を提案してい

る．c色トークン整列問題は，1, . . . , c のいずれかのラベル

が（重複を許して）各トークンと各頂点に割り当てられて

いるという設定で，トークンの交換回数の最小値を求める

問題である．Yamanaka らは，c = 2 の場合の，一般のグ

ラフ上での O(n3)時間アルゴリズム，および，木における

O(n)時間アルゴリズムを提案している．また，c が一般の

場合で，入力グラフの最大次数が高々 2 のときO(nc+2)時

間のアルゴリズムを与えている．さらに，c ≥ 3 で，入力

グラフが平面グラフかつ最大次数が高々 3に限られる場合

でも，NP困難であることを示している．この証明内で帰

着の際に構築されるインスタンスは，いくつかのトークン
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の持つラベルが同じであるため，この証明だけからはトー

クン整列問題の NP困難性はいえない．

2. 準備

2.1 トークン整列問題

n頂点のグラフを G = (V,E) とする．ここで，V は頂

点の集合，E は辺の集合である．各頂点にはそれぞれ異な

るラベル v1, . . . , vn が振られている．G は無向グラフかつ

単純グラフであると仮定する．

異なるラベル v1, . . . , vn を持つ n個のトークンを，G の

各頂点に 1つずつ配置する．本稿では，頂点とトークンを

同じ記号 v1, . . . , vn を用いて表し，証明中では「頂点 vi」，

「トークン vi」という表現を用いる．1対 1写像 f : V → V

を G 上のトークン配置と呼ぶ．意味としては，頂点 vi に

トークン f(vi) が配置されていると解釈し，また，トーク

ン vj が頂点 f−1(vj) に配置されているとも解釈する．特

に，V から V への恒等写像を 目標トークン配置と呼び，

fT と表記する．2つのトークン配置 f , f ′ が隣接している

とは，以下が成り立つことと定義する．

(i) f ′(vi) = f(vj)かつ f ′(vj) = f(vi)となる {vi, vj} ∈ E

が存在する．

(ii) 各 k = 1, . . . , n について，k ̸= i, j ならば f ′(vk) =

f(vk) が成り立つ．

このとき，トークン配置 f からトークン配置 f ′ を得る操作

を，頂点 vi, vj 上のトークンを交換する，または，辺 {vi, vj}
上で交換を行う，または，トークン f(vi), f(vj) を交換す

ると表現する．また，このときトークン f(vi) (f(vj))は

動くという．自然数 k と，トークン配置 f1, . . . , fk につい

て，すべての i = 1, . . . , k − 1 について fi と fi+1 が隣接

しているとき，トークン配置の列 S = f1 . . . fk を f1 と fk

の間のトークン交換列と呼ぶ．len(S) = k − 1 と定義し，

これを S の長さと呼ぶ．トークン配置 f を fT にするま

でに必要な最小のトークン交換回数 OPT(f) を

OPT(f) = min
S∈S

len(S)

と定義する．ここで，S は f と fT の間の任意のトークン

交換列の集合である．トークン v ∈ V とトークン交換列

S = f1 . . . fk において，|{i | f−1
i (v) ̸= f−1

i+1(v)}| を S にお

いてトークン v が動いた回数と呼ぶ．
∑

v∈V |{i | f−1
i (v) ̸=

f−1
i+1(v)}| = 2 len(S) が成り立つ．

トークン整列問題とは，f をグラフ G 上のトークン配

置，k を自然数とするとき，インスタンス (G, f, k) に対し

て OPT(f) ≤ k か否かを判定する問題である．

2.2 3次元マッチング問題

m を自然数，X = {x1, . . . , xm}, Y = {y1, . . . , ym},

Z = {z1, . . . , zm}, T ⊆ X × Y × Z とする．このとき，

M ⊆ T が，|M | = m を満たし，かつ，任意の異なる 2つ

の m1 = (x, y, z),m2 = (x′, y′, z′) ∈ M について，x ̸= x′

かつ y ̸= y′ かつ z ̸= z′ が成り立つとき，M を T の 3次

元マッチングという．3次元マッチング問題（3DM）とは，

インスタンス ((X,Y, Z), T ) が与えられたとき，T の 3次

元マッチング M が存在するかどうかを答える問題である．

3DMは NP困難であることが知られている [3]．

B を自然数とする．任意の x ∈ X について，|{t | t =
(x, y′, z′) ∈ T}| ≤ B であり，任意の y ∈ Y について，

|{t | t = (x′, y, z′) ∈ T}| ≤ B であり，任意の z ∈ Z につい

て，|{t | t = (x′, y′, z) ∈ T}| ≤ B が満たされているとき，

T の最大次数はB以下に制限されているという．最大次数

がB以下に制限された 3次元マッチング問題（3DM-B）と

は，T が最大次数B以下に制限されているようなインスタ

ンス ((X,Y, Z), T ) が与えられたとき，T の 3次元マッチ

ング M が存在するかどうかを答える問題である．3DM-B

は B ≥ 3 のときMAX-SNP困難であることが知られてお

り [6]，そこから NP困難であることがいえる [7]．

3. トークン整列問題のNP完全性の証明

本節では，以下の定理を証明する．

定理 1. トークン整列問題は NP完全である．

トークン整列問題がクラス NPに属することは知られて

いる [8]．以下では，トークン整列問題のNP困難性を，3次

元マッチング問題からの還元によって証明する．3次元マッ

チング問題のインスタンスを ((X,Y, Z), T ) とする．ここ

で，m, n を自然数，X = {x1, . . . , xm}, Y = {y1, . . . , ym},
Z = {z1, . . . , zm}, T = {t1, . . . , tn} ⊆ X × Y × Z とし，

i = 1, . . . , nについて，t(i) = (xp(i), yq(i), zr(i)) ∈ X×Y ×Z
であり，p, q, r は {1, . . . , n} から {1, . . . ,m} への写像であ
る．n < m のとき T は明らかに解を持たないので，n ≥ m

とする．

3次元マッチング問題のインスタンス ((X,Y, Z), T ) か

らトークン整列問題のインスタンス ((V,E), f0, k)を以下

で構築する．

V = {x1, . . . , xm} ∪ {y1, . . . , ym} ∪ {z1, . . . , zm}

∪ {x̂1, . . . , x̂m} ∪ {ŷ1, . . . , ŷm} ∪ {ẑ1, . . . , ẑm}

∪ {xt | t ∈ T} ∪ {yt | t ∈ T} ∪ {zt | t ∈ T}

∪ {x̂t | t ∈ T} ∪ {ŷt | t ∈ T} ∪ {ẑt | t ∈ T},
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図 1 3 次元マッチングのインスタンス X = {x1, x2}, Y =

{y1, y2}, Z = {z1, z2}, T = {t(1) = (x1, y1, z1), t(2) =

(x1, y1, z2), t(3) = (x2, y2, z2)} に対する (V,E) と f0 の構

築例．丸の中に書かれた記号が頂点，丸のそばの記号がトーク

ンを表す．

E =
∪
t∈T

{{xt, ŷt}, {ŷt, zt}, {zt, x̂t},

{x̂t, yt}, {yt, ẑt}, {ẑt, xt}}

∪
n∪

i=1

{{xp(i), xt(i)}, {yq(i), yt(i)}, {zr(i), zt(i)},

{x̂p(i), x̂t(i)}, {ŷq(i), ŷt(i)}, {ẑr(i), ẑt(i)}}

また，トークン配置 f0 を以下で定義する．各 i = 1, . . . ,m

について，f0(xi) = x̂i, f0(x̂i) = xi, f0(yi) = ŷi, f0(ŷi) =

yi, f0(zi) = ẑi, f0(ẑi) = zi と定義し，各 t ∈ T につい

て，f0(xt) = xt, f0(x̂
t) = x̂t, f0(y

t) = yt, f0(ŷ
t) = ŷt,

f0(z
t) = zt, f0(ẑ

t) = ẑt と定義する．k = 21m と定義す

る．|V | = 6m+ 6n, |E| = 12n であるので，以上の構築は

多項式時間で行える．

インスタンスの構築例を図 1に示す．

以下の補題を証明する．

補題 2. T の 3次元マッチングが存在するならば，(V,E)

と f0 について，長さ 21m の f0 と fT の間のトークン交

換列が存在する．

証明. 21m 回のトークン交換手順を実際に示す．3DM

のインスタンス T の解を M = {d(1), . . . , d(m)} ⊆
T とする．ここで，i = 1, . . . ,m について，d(i) =

(xp′(i), yq′(i), zr′(i)) ∈ X × Y × Z であり，p′, q′, r′ はそ

れぞれ {1, . . . ,m}から {1, . . . ,m}への 1対 1写像である．

以下の手順を，各 i = 1, . . . ,m について行う．最初に，辺

{xp′(i), x
d(i)}, {yq′(i), yd(i)}, {zr′(i), zd(i)}, {x̂p′(i), x̂

d(i)},
{ŷq′(i), ŷd(i)}, {ẑr′(i), ẑd(i)} 上で交換を行い．次に，辺
{xd(i), ŷd(i)}, {zd(i), x̂d(i)}, {yd(i), ẑd(i)} 上で交換を行い，
{ŷd(i), zd(i)}, {x̂d(i), yd(i)}, {ẑd(i), xd(i)} 上で交換を行い，
再び {xd(i), ŷd(i)}, {zd(i), x̂d(i)}, {yd(i), ẑd(i)} 上で交換を

行う．最後に，最初と同じく {xp′(i), x
d(i)}, {yq′(i), yd(i)},

{zr′(i), zd(i)}, {x̂p′(i), x̂
d(i)}, {ŷq′(i), ŷd(i)}, {ẑr′(i), ẑd(i)} 上

で交換を行う．交換回数は (6 + 3+ 3+ 3+ 6)×m = 21m

である．最後に，この交換によって正しく目標トークン配

置になることを確認する．トークン xp′(1), . . . , xp′(m) はす

べて異なることに注意する．トークン xp′(i) は，頂点 x̂p′(i)

から頂点 x̂d(i), zd(i), ŷd(i), xd(i) を通り，xp′(i) に到達す

る．トークン x̂p′(i), yq′(i), ŷq′(i), zr′(i), ẑr′(i) も同様に確

認できる．トークン xd(i) は頂点 xp′(i) に動いた後，頂点

xd(i) に戻る．トークン x̂d(i), yd(i), ŷd(i), zd(i), ẑd(i) も同

様に確認できる．各 t ∈ T \M について，トークン xt, x̂t,

yt, ŷt, zt, ẑt は動かないことが確認できる．

補題 2 の逆の証明の前に，以下の補題を証明する．

補題 3. (V,E) と f0 について，長さ 21m 未満の f0 と fT

の間のトークン交換列は存在しない．

証明. f0 と fT の間のトークン交換列 S を 1つ固定し，

S において各トークンが動いた回数の合計を数える．

i = 1, . . . ,m について，以下の議論を行う．頂点 x̂i か

ら頂点 xi への (V,E) 上での最短経路の長さは 5 なので，

トークン xi は S において少なくとも 5回動く．トークン

x̂i, yi, ŷi, zi, ẑi も同様に少なくとも 5回動く．また，S に

おいてトークン xi が初めて動くときの移動先頂点を xt(s(i))

とする．ここで，s は単射写像 s : {1, . . . ,m} → {1, . . . , n}
である．頂点 xt(s(i)) にあったトークン xt(s(i)) は元の位

置に戻る必要があるので，トークン xt(s(i)) は少なくとも

2 回動く．トークン x̂t(·), yt(·), ŷt(·), zt(·), ẑt(·) について

も同様の議論を行う．xt(s(1)), . . . , xt(s(m)) がすべて異な

ることに気を付けると，各トークンの動く回数の合計は

(5× 6+ 2× 6)×m = 42m である．1回の交換で全トーク

ンの動く回数はちょうど 2回なので，トークンの交換は少

なくとも 21m 回必要である．

補題 2 の逆を証明する．

補題 4. (V,E) と f0 について，長さ 21m の f0 と fT の

間のトークン交換列が存在するならば，T の 3次元マッチ

ングが存在する．

証明. 長さ 21m の f0 と fT の間のトークン交換列 S を

1つ固定する．S において，補題 3 の議論から以下の事実

が言える．

(i) 各 i = 1, . . . ,m について xi, x̂i, yi, ŷi, zi, ẑi はそれぞ

れちょうど 5回動く．

(ii) {xt(1), . . . , xt(n)} の中に，ちょうど 2 回動くトー

クンがちょうど m 個存在する．{x̂t(1), . . . , x̂t(n)},
{yt(1), . . . , yt(n)}, {ŷt(1), . . . , ŷt(n)}, {zt(1), . . . , zt(n)},
{ẑt(1), . . . , ẑt(n)} についても同様である．

xt(1), . . . , xt(n) のうち，S において少なくとも 1 回動く
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トークンを（事実 (ii) からちょうど m 個存在するの

で）xt(u(1)), . . . , xt(u(m)) とする．ここで，u は単射写像

u : {1, . . . ,m} → {1, . . . , n} である．
以下では，各 t ∈ T について，もし S において，トーク

ン xt が少なくとも 1回動くなら，S において，トークン

x̂t, yt, ŷt, zt, ẑt も少なくとも 1回動くことを証明する．各

i = 1, . . . ,mについて，トークン x̂i が頂点 xi から頂点 x̂i

に移動する際の経路を考え，それを Pi とする．事実 (i) と

グラフ (V,E) の形から，P1, . . . , Pm はいずれも交わらな

い．さらに各 i = 1, . . . ,m について，Piは必ずある t′ ∈ T

に対して頂点 xt
′
を含む．頂点 xt

′
上にあるトークン xt

′

は（トークン x̂i が頂点 xi から頂点 x̂i に移動する際に）

必ず動く．動くトークンの集合 {xt(u(1)), . . . , xt(u(m))} と，
経路集合 {P1, . . . , Pm} は 1対 1に対応する．特に，トー

クン xt は動くという仮定から，ある j ∈ {1, . . . ,m} が存
在し，Pj は頂点 xt を含む．したがって，Pj は頂点 x̂t も

含むので，頂点 x̂t 上にあるトークン x̂t は（トークン xj

が頂点 x̂j から頂点 xj に移動する際に）必ず動く．Pj は

頂点 yt, ẑt の両方か，または，頂点 ŷt, zt の両方を含む．

前者として一般性を失わない．（トークン配置 f0 において

頂点 yt, ẑt 上にある）トークン yt, ẑt はそれぞれ動くの

で，同様の議論でトークン ŷt, zt もそれぞれ動く．以上よ

り，各 t ∈ T について，もしトークン xt が動くなら，トー

クン x̂t, yt, ŷt, zt, ẑt も動くことが証明された．

m 個の 3 つ組からなる集合 M ′ = {(xp(u(1)), yq(u(1)),
zr(u(1))), . . . , (xp(u(m)), yq(u(m)), zr(u(m)))} ⊆ T は T の 3

次元マッチングとなることを以下で示す．動くトークンの

集合 {xt(u(1)), . . . , xt(u(m))}は経路集合 {P1, . . . , Pm} と 1

対 1に対応し，したがって（Pi は xi を含み，j ̸= iとなる xj

を含まないことに注意すると），トークン集合 {x1, . . . , xm}
と 1対 1対応が存在する．したがって，xp(u(1)), . . . , xp(u(m))

は互いにすべて異なるトークンである．上で示したことか

ら，xt(u(1)), . . . , xt(u(m)) が動くならば，yt(u(1)), . . . , yt(u(m))

と zt(u(1)), . . . , zt(u(m)) はそれぞれ動くので，同様にして，

yq(u(1)), . . . , yq(u(m)) と zr(u(1)), . . . , zr(u(m)) はそれぞれ互

いにすべて異なるトークンである．以上より，M ′ は T の

3次元マッチングとなることが示された．

補題 2と 4から，3DMのインスタンス ((X,Y, Z), T )の

答えと，トークン整列問題のインスタンス ((V,E), f0, 21m)

の答えは常に一致することがいえる．したがって定理 1 は

証明された．

グラフ (V,E) は 2 部グラフである．インスタンス

((X,Y, Z), T ) において，T の最大次数が 3 以下に制限

されているとき，グラフ (V,E) の最大次数は高々 3であ

る．したがって，以下の定理が成り立つ．

定理 5. 入力グラフが 2部グラフで，かつ最大次数が高々

3に制限されたトークン整列問題は NP完全である．

4. 刺又グラフに対する多項式時間アルゴリ
ズム

n を自然数とし，

Vn = {−2,−1, 0, . . . , n},

En = { {−1, 0}, {−2, 0} } ∪ { {k, k + 1} | 0 ≤ k < n }

とする．このとき，グラフ Gn = (Vn, En) を刺又グラフと

呼ぶ．本節では，刺又グラフに対して多項式時間アルゴリ

ズムを与える．

トークン配置 f に対する評価関数 Φ を以下で定める．

Φ(f) =



Inv(f) if f(−1) = −1 または

f(−2) = −2,

Inv(f) + 1 if (f(−1) = −2 かつ

f(−2) ̸= −1) または

(f(−1) ̸= −2 かつ

f(−2) = −1),

Inv(f) + 3 if f(−1) = −2 かつ

f(−2) = −1,

Inv(f)− ψ(f) if {f(−1), f(−2)} ∩ {−1,−2}

− π(f) = ∅.

ここで，Inv(f) = |INV(f)| で

INV(f) = { (i, j) | i < j かつ f(j) < f(i) } \ {(−2,−1)}

である．また，ψ(f) は，頂点 −1,−2 に置かれているトー

クンのうち値の小さな方から頂点 0, 1, 2, . . . , n 上のトー

クンを並べた系列について，0以上の数の最左優先単調減

少列をとったときの長さである．より形式的には，関数 σ

を，整数の列 w = j1 . . . jk に対して

σ(i; w) =


0 if k = 0 または j1 < 0,

σ(i; j2 . . . jk) if j1 > i,

1 + σ(j1; j2 . . . jk) if 0 ≤ j1 < i,

で定め，ψ(f) を

ψ(f) = σ(min{f(−1), f(−2)}; f(0) . . . f(n))

とする．さらに

π(f) =

1 命題 (P ∧ Q̄) ∨ (P̄ ∧Q)が成り立つ

0 それ以外

である．ここで P は，ψ(f) が偶数であるという命題，Q

は f(−1) < f(−2) ⇐⇒ f−1(−1) < f−1(−2) が成り立

つという命題である．任意のトークン配置 f について，

Φ(f) ≥ 0 が成り立つ．また，Φ(f) = 0 ⇐⇒ f = fT が成
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り立つ．

刺又グラフ Gn に対してトークン交換列を生成するアル

ゴリズムを Algorithm 1 に与える．

Algorithm 1 刺又グラフに対するアルゴリズム
入力: Vn = {−2,−1, 0, . . . , n} と初期トークン配置 f0

f を現在のトークン配置とする（すなわち，トークンが交換される
と f は更新される）．f の初期値は f0 とする．
for k = n, n− 1, . . . , 1, 0 do

while f(0) < 0 かつ f−1(k) < 0 do

u を頂点 f(0) 上にあるトークンとする．
トークン f(0) と u を交換する．

end while

while f−1(k) < k do // トークン k を頂点 k に動かす．
if f−1(k) = −2 then

トークン k と f(0) を交換する．
else

トークン k と f(f−1(k) + 1) を交換する．
end if

end while

end for

if f(−1) = −2 かつ f(−2) = −1 then

トークン −1 と 0 を交換し，トークン −2 と −1 を交換し，
トークン −2 と 0 を交換する．

end if

以下の補題が成り立つ．

補題 6. 任意のトークン配置 f について，Algorithm 1 の

生成するトークン交換列を S とすると，len(S) = Φ(f) が

成り立つ．

証明. Algorithm 1 でトークンの交換が 1度行われるたび

に Φ がちょうど１減少することを示す．いまここで，kを

0以上の自然数とし，k より大きな全てのトークンが目的

頂点に移動済であるとする．最初に，for ループでの挙動

を検証する．

(Case 1) トークン k が負の頂点にいる場合．一般性を

失わずに f(−1) = k と仮定する．トークン k より大きな

トークンは移動済であるので f(−2) < k である．トーク

ン交換後の状態を f ′ とする．

(Case 1.1) k > f(−2) > f(0) ≥ 0のとき．トークン k と

f(0)が交換される．INV(f ′) = INV(f)\{(−1, 0), (−2, 0)}
なので Inv(f ′) = Inv(f)− 2 である．また，

ψ(f ′) = σ(f(0); kf(1) . . . f(n)) = σ(f(0); f(1) . . . f(n))

ψ(f) = σ(f(−2); f(0)f(1) . . . f(n))

= 1 + σ(f(0); f(1) . . . f(n))

したがって ψ(f ′) = ψ(f)−1である．ψの偶奇が反転すると

ともに f(−1), f(−2) の大小も反転するから，π(f) = π(f ′)

である．よって Φ(f ′) = Φ(f)− 1 である．

(Case 1.2) k > f(0) > f(−2) ≥ 0 のとき．トークン k

と f(0) が交換される．INV(f ′) = INV(f) \ {(−1, 0)} で
Inv(f ′) = Inv(f)− 1 である．また，

ψ(f ′) = σ(f(−2); kf(1) . . . f(n)) = σ(f(−2); f(1) . . . f(n))

ψ(f) = σ(f(−2); f(0)f(1) . . . f(n))

= σ(f(−2); f(1) . . . f(n))

であるので ψ(f ′) = ψ(f) である．ψ の偶奇も

f(−1), f(−2) の大小も反転しないから，π(f ′) = π(f) で

ある．よって Φ(f ′) = Φ(f)− 1 である．

(Case 1.3) k > f(−2) > f(0) = −1 のとき．f(0) < 0

より ψ(f) = 0 であり，また f(−1) = k > f(−2) と

f−1(−1) = 0 < f−1(−2) より π(f) = 1．したがって

Φ(f) = Inv(f)− 1.

トークン k と f(0) が交換される．k > f(−2) > f(0) よ

り INV(f ′) = INV(f) \ {(−2, 0), (−1, 0)} である．定義に
より Φ(f ′) = Inv(f ′) であるから，

Φ(f ′) = Inv(f ′) = Inv(f)− 2 = Φ(f)− 1

が得られる．

(Case 1.4) f(0) = −1 かつ f(−2) = −2 のとき．トーク

ン k と f(0) が交換されて INV(f ′) = INV(f) \ {(−1, 0)}．

Φ(f ′) = Inv(f ′) = Inv(f)− 1 = Φ(f)− 1 .

(Case 1.5) f(0) = −2 かつ f(−2) ≥ 0 のとき．f(0) < 0

より ψ(f) = 0 であり，また f(−1) = k > f(−2) と

f−1(−1) > f−1(−2) = 0 より π(f) = 0．すなわち

Φ(f) = Inv(f)．トークン f(−2) と f(0) = −2 が交換

されると，Inv が 1減少する．

Φ(f ′) = Inv(f ′) = Inv(f)− 1 = Φ(f)− 1 .

(Case 1.6) f(0) = −2 かつ f(−2) = −1 のとき．定義

より Φ(f) = Inv(f) + 1 である．トークン f(0) = −2 と

f(−2) = −1 が交換されても，Inv は変化しない．Φ(f ′) の

定義より

Φ(f ′) = Inv(f ′) = Inv(f) = Φ(f)− 1 .

(Case 2) トークン k が 0 以上の頂点にいる場合．

トークン k が存在する頂点から頂点 k までの頂点

上には値が k 以下のトークンしか存在しないので，

Inv(f ′) = Inv(f) − 1 が成り立つ．f(−1) = f ′(−1) かつ

f(−2) = f ′(−2)であるので，{f(−1), f(−2)}∩{−1,−2} ̸=
∅ ならば， ただちに Φ(f ′) = Φ(f) − 1 がいえる．

{f(−1), f(−2)} ∩ {−1,−2} = ∅ のときの ψ と π につい

て，一般に，jh > iのとき，σ(i; j1 . . . jh−1jhjh+1 . . . jℓ) =

σ(i; j1 . . . jh−1jh+1jh . . . jℓ) であるので，ψ(f ′) = ψ(f) が

いえる．また，π の値に影響を与えうる操作は行われてい

ない．ゆえに Φ(f ′) = Φ(f)− 1 が成り立つ．

次に for ループを抜けたときのことを考える．このと
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き，全ての k ≥ 0 について f(k) = k が成り立ち，かつ

Inv(f) = 0である．もし f(−1) = −1かつ f(−2) = −2な

ら，Φ(f) = 0である．もし f(−1) = −2かつ f(−2) = −1

なら，ここから次のような手順で Φ が１ずつ減っていく

ことが確認できる．

f(−2) f(−1) f(0) INV Φ

−1 −2 0 0 3

0 −2 −1 1 2

0 −1 −2 1 1

−2 −1 0 0 0

以上よりすべての場合について Φ(f ′) = Φ(f) − 1 がい

えた．

補題 7. 任意のトークン配置 f , f ′ について，f と f ′ が隣

接しているなら，|Φ(f)− Φ(f ′)| = 1 である.

証明. 0以上の頂点に配置された 2つのトークンの交換が

行われる場合と，少なくとも一方が負の頂点に配置された

トークンの交換が行われる場合の 2通りを考える．

(Case 1) 0以上のある自然数 kについて，f(k) = f ′(k+1)

かつ f(k+ 1) = f ′(k) が成り立つ場合．以下，一般性を失

わずに f(k) < f(k + 1) と仮定する．

(Case 1.1) {f(k), f(k+1)} = {−1,−2}. このとき，Inv,
ψ は変化しないが π が 1だけ変化することが容易にわかる．

(Case 1.2) f(k) < 0 ≤ f(k + 1). このとき， Inv(f ′) =

Inv(f)+1 である．一般性を失わずに f(k) = −1 と仮定す

る．もし f−1(−2) ∈ {−1,−2} ならば，Φ(f ′) = Φ(f) + 1

であるので題意が成り立つ．そこで f−1(−2) /∈ {−1,−2}
を仮定する．f−1(−2) < k ならば ψ(f) = ψ(f ′) であ

り，π も変化しない．よって，Φ(f ′) = Φ(f) + 1 であ

る．f−1(−2) > k + 1 ならば，ψ(f) ≤ ψ(f ′) ≤ ψ(f) + 1

である．ψ(f ′) = ψ(f) ならば π も変化しない．こ

のとき Φ(f ′) = Φ(f) + 1 である．ψ(f ′) = ψ(f) + 1

ならば π が 1 だけ増加もしくは減少して，このとき

Φ(f ′) = Φ(f) + 1− 1± 1 = Φ(f)± 1 である．

(Case 1.3) 0 ≤ f(k) < f(k + 1)．このとき， Inv(f ′) =

Inv(f)+1である．もし {f(−1), f(−2)}∩{−1,−2} ̸= ∅な
らば，Φ(f ′) = Φ(f)+1であるので題意が成り立つ．そうで

ないとき，ψ(f) ≤ ψ(f ′) ≤ ψ(f)+1である．ψ(f ′) = ψ(f)

ならば π も変化しない．このとき Φ(f ′) = Φ(f) + 1 であ

る．ψ(f ′) = ψ(f) + 1 ならば π が 1だけ増加もしくは減

少して，このとき Φ(f ′) = Φ(f) + 1− 1± 1 = Φ(f)± 1 で

ある．

(Case 2) f(−1) = f ′(0) かつ f(0) = f ′(−1) の場合

（f(−2) = f ′(0) かつ f(0) = f ′(−2)の場合も同様である）．

(Case 2.1) f(−1) = −1 のとき，Φ(f) = Inv(f) である.

(Case 2.1.1) f(0) = −2 ならば，

Φ(f ′) = Inv(f ′) + 1 = Inv(f) + 1 = Φ(f) + 1.

(Case 2.1.2) f(−2) = −2 < f(0) ならば，

Φ(f ′) = Inv(f ′) = Inv(f) + 1 = Φ(f) + 1.

(Case 2.1.3) 0 ≤ f(−2) < f(0) ならば，Inv(f ′) =

Inv(f) + 2であり，ψ(f ′) = 0, π(f ′) = 1 である．よって

Φ(f ′) = Inv(f ′)−ψ(f ′)−π(f ′) = Inv(f)+2−1 = Φ(f)+1.

(Case 2.1.4) 0 ≤ f(0) < f(−2) ならば，Inv(f ′) =

Inv(f) + 1であり，ψ(f ′) = 0, π(f ′) = 0 である．よって

Φ(f ′) = Inv(f ′)− ψ(f ′)− π(f ′) = Inv(f) + 1 = Φ(f) + 1.

(Case 2.2) f(−1) = −2 のとき.

(Case 2.2.1) f(0) = −1 の場合は (Case 2.1.1) の逆操作

である．

(Case 2.2.2) f(−2) = −1 < f(0) ならば，Φ(f) =

Inv(f) + 3 であり，Inv(f ′) = Inv(f) + 1である．よって

Φ(f ′) = Inv(f ′) + 1 = Inv(f) + 1 + 1 = Φ(f)− 1.

(Case 2.2.3) 0 ≤ f(−2) < f(0)ならば，Φ(f) = Inv(f)+1

であり，Inv(f ′) = Inv(f)+2であり，ψ(f ′) = 0, π(f ′) = 0

である．よって

Φ(f ′) = Inv(f ′)− ψ(f ′)− π(f ′) = Inv(f) + 2 = Φ(f) + 1.

(Case 2.2.4) 0 ≤ f(0) < f(−2)ならば，Φ(f) = Inv(f)+1

であり，Inv(f ′) = Inv(f)+1であり，ψ(f ′) = 0, π(f ′) = 1

である．よって

Φ(f ′) = Inv(f ′)−ψ(f ′)−π(f ′) = Inv(f)+1−1 = Φ(f)−1.

(Case 2.3) f(−1) ≥ 0 のとき．

(Case 2.3.1) f(0) = −1 かつ f(−2) = −2 の場合は

(Case 2.1.2) の逆操作である．

(Case 2.3.2) f(0) ≥ 0 かつ f(−2) = −2 ならば，

Φ(f) = Inv(f) であり，Inv(f ′) = Inv(f) ± 1 である．

よって

Φ(f ′) = Inv(f ′) = Inv(f)± 1 = Φ(f)± 1.

(Case 2.3.3) f(0) = −2 かつ f(−2) = −1 の場合は

(Case 2.2.2) の逆操作である．

(Case 2.3.4) f(−2) = −1 < f(0) ならば，Φ(f) =

Inv(f) + 1 であり，Inv(f ′) = Inv(f)± 1である．よって

Φ(f ′) = Inv(f ′) + 1 = Inv(f) + 1± 1 = Φ(f)± 1.

(Case 2.3.5) f(0) = −2 かつ f(−2) ≥ 0 の場合は (Case

2.2.3) または (Case 2.2.4) の逆操作である．

(Case 2.3.6) f(0) = −1 かつ f(−2) ≥ 0 の場合は (Case

2.1.3) または (Case 2.1.4) の逆操作である．

(Case 2.3.7) f(0) ≥ 0 かつ f(−2) ≥ 0 のとき，Φ(f) =
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Inv(f)−ψ(f)−π(f)，Φ(f ′) = Inv(f ′)−ψ(f ′)−π(f ′)であ
る．最初に f(0) < f(−1) < f(−2) の場合を考える．トー

クン f(0)と f(−1)の交換によって Invは 1減る．ψ(f) =

σ(f(−1); f(0)f(1) . . . f(n)) = 1 + σ(f(0); f(1) . . . f(n)),

ψ(f ′) = σ(f ′(−1); f ′(0)f ′(1) . . . f ′(n)) = σ(f(0); f(−1)

f(1) . . . f(n)) = σ(f(0); f(1) . . . f(n)) であるので，ψ は 1

減る．f(−1) < f(−2) ⇐⇒ f−1(−1) < f−1(−2) が真で

あることと f ′(−1) < f ′(−2) ⇐⇒ f ′−1(−1) < f ′−1(−2)

が真であることは同値であり，ψ(f) と ψ(f ′) の偶奇は異

なるため，π(f) = 0 のとき π(f ′) = 1 であり，π(f) = 1 の

とき π(f ′) = 0 である．

f(0), f(−1), f(−2) の大小関係がその他の場合も同様

に計算できる．f(0), f(−1), f(−2) の大小関係と ∆Inv =

Inv(f ′)− Inv(f), ∆ψ = ψ(f ′)−ψ(f), ∆π = π(f ′)−π(f),

∆Φ = Φ(f ′)− Φ(f) の値の関係を以下に示す．

大小関係 ∆Inv ∆ψ ∆π ∆Φ

f(0) < f(−1) < f(−2) −1 −1 ±1 ±1

f(0) < f(−2) < f(−1) −2 −1 0 −1

f(−1) < f(0) < f(−2) 1 1 ±1 ±1

f(−1) < f(−2) < f(0) 2 1 0 1

f(−2) < f(0) < f(−1) −1 0 0 −1

f(−2) < f(−1) < f(0) 1 0 0 1

したがって，Φ(f ′) = Φ(f)± 1 である．

以上より，すべての場合で Φ(f ′) = Φ(f)± 1 がいえた．

補題 6と 7からただちに以下の補題が証明される．

補題 8. 任意のトークン配置 f について，OPT(f) = Φ(f)

が成り立つ．

Φ(f) は多項式時間で計算できるので，以下の定理が成

り立つ．

定理 9. 入力グラフが刺又グラフに制限されたトークン整

列問題に対して，多項式時間アルゴリズムが存在する．
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