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帯行列の一般化固有値問題向け分割統治法
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概要：本稿では，実対称正定値帯行列向けの一般化固有値解法を提案する．提案法は，Elsnerらによって
提案された三重対角行列の一般化固有値問題の分割統治法の拡張であり，三重対角行列向け解法の統治
フェーズを繰り返し適用することで一般の帯幅の帯行列の固有値問題を解く．近年のマルチコア CPUの
普及と性能向上により，マルチコア計算機に適した数値解法の重要性はますます高くなっているが，問題
を標準固有値問題に変換して解く従来法はデータ再利用性の低い演算を多く含むため，マルチコア計算機
上で高い性能を実現することが難しい．一方，提案法では演算のほとんどが行列積として実行され，従来
法に比べて高い実行性能が実現できる．Intel Xeon E5-2660 2ソケットを備えるマルチコア計算機におけ
る性能評価では，次数 10240の五重対角行列の一般化固有値問題を解くとき，提案法は，従来法の 3.18倍
高速であり，219 GFLOPS（ピーク性能比 77.6%）の高い性能を示すことが確認された．
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Abstract: In this paper, we present a new solution method for symmetric-positive definite generalized eigen-
value problems of banded matrices. The proposed method is an extension of the divide and conquer method
proposed by Elsner et al., which repeats the conquer phase of the divide and conquer method for a problem
of tridiagonal matrices. Recently, numerical solution methods are required to work efficiently on modern
multicore processors. However, the conventional methods show poor performance on such environment since
they contain many cache inefficient operations. On the other hand, the proposed method is dominated by
matrix products thus it shows higher performance than the conventional methods. The proposed method is
3.23 times faster than the conventional method, achieving 219 GFLOPS (77.6% of the peak performance) on
a multicore environment (two octa-core Intel Xeon E5-2660 CPUs).
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1. はじめに

近年，多くの計算機においてマルチコア CPUが利用さ

れている．マルチコア CPUを備える計算機（マルチコア
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計算機）では，CPU は高いピーク演算性能を持つ一方，

ピーク性能で動作する CPUに対してデータを供給し続け

るだけのメモリ帯域を持たないことが一般的である．した

がって，マルチコア計算機において高い性能で演算を実行

するためには，1度メモリから読み込んだデータをCPUの

キャッシュメモリに蓄えて再利用し，メモリからのデータ

のロード回数をできるだけ削減する必要がある．

行列やベクトルの計算のデータ再利用性について考える

と，ベクトルの内積や加算などのベクトルどうしの演算

（Level-1演算）や，行列ベクトル積，行列のランク 1更新
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などの行列とベクトルの演算（Level-2演算）は，演算回数

に対して必要となるデータ量が多く，マルチコア計算機に

おいて高い実行性能を実現することが難しい．一方，行列

積などの行列どうしの演算（Level-3演算）は，演算回数に

対して必要となるデータ量が少なく，適切にキャッシュメ

モリを利用すれば，高い実行性能が実現できる．したがっ

て，数値計算アルゴリズムを基本行列演算の組合せとして

構築する場合，できるだけ Level-3演算が中心的となるよ

うにアルゴリズムを構築することが，マルチコア計算機で

高い性能を実現するために必須となる．

本稿では，半帯幅 kが小さな値の実対称帯行列A ∈ R
n×n

および，同じ半帯幅の実対称正定値帯行列 B ∈ R
n×n の一

般化固有値問題

Ax = λBx (1)

の固有値 λ，固有ベクトル x をすべて求める数値解法に

ついて考える．式 (1)は n組の固有値，固有ベクトル（固

有対）を持つ．したがって，式 (1)の全固有対を求めるこ

とは，

X�(A− λB)X = Λ− λI

を満たす対角行列 Λ ∈ R
n×n，B-直交行列X ∈ R

n×n を求

めることに等しく，Λの対角項，X の各列ベクトルがそれ

ぞれ式 (1)の固有値，固有ベクトルとなる．このような問

題に対する解法は，帯化前処理と組み合わせた密行列向け

解法の部品 [1]として応用可能であるほか，電子状態計算

に利用できる．

問題 (1)に対する解法は，図 1 に示されるように，様々

なアプローチが考えられる．従来法では，赤や緑の線で示

されるように，与えられた一般化固有値問題を標準固有値

問題に変換し，標準固有値問題を解いた結果を，一般化固

有値問題の固有ベクトルに逆変換するという手順がとられ

る．しかしながら，これらの解法は Level-1，Level-2演算

を多く含み，マルチコア計算機で十分な性能を引き出すこ

とが難しい．そこで，青の線で示される，中間形を経ずに

直接に式 (1)の一般化固有値，固有ベクトルを求めること

を考える．このような方法は，k = 1（すなわち三重対角

行列）の場合には，Elsnerらによって解法が提案されてお

り [2]，そのアルゴリズムは Level-3演算が支配的となる．

本研究では，Elsnerらの解法を k ≥ 2の場合に拡張するこ

とで，Level-3演算が支配的となる数値解法を新たに提案す

る．なお，Elsnerらの方法とは別に，文献 [3], [4]で k = 1

の場合の解法が提案されているが，固有ベクトルの高精度

化手段 [5]の適用手段が確立されておらず，また，その解法

の性質上 k ≥ 2への拡張が困難であるなどの理由により，

本稿ではこれらについては取り扱わない．

本稿の構成は以下のとおりである．2章では，標準固有値

問題を経由する従来法について述べ，その演算量，演算の種

図 1 帯行列一般化固有値問題に対する解法アプローチ

Fig. 1 Solution approaches for banded generalized eigenvalue

problems.

類について分析する．3章では，一般化固有値問題向けの分

割統治法について述べる．その中で，帯行列向け分割統治

法を提案する．また，演算量，演算の種類について分析し，

従来法との比較を行う．4章では，従来法および提案法の精

度ならびに性能についてマルチコア計算機上で評価し，評

価結果をもとに議論を行う．5章で本稿についてまとめる．

2. 標準固有値問題を経由する解法

一般化固有値問題 (1)は，A，B が帯行列か否かに関係

なく，両辺に左から S−1 をかけることで，

(S−1AS−�)y = λy, y = S�x

という標準固有値問題に変換することができる．ただし，S

はB = SS�を満たす任意の行列である．したがって，一般

化固有値問題 (1)は，コレスキー分解などによりB → SS�

と分解し，C ← S−1AS−�を構成し，C の標準固有値，固

有ベクトルを求め，固有ベクトルを逆変換することで解

くことができる．この原理に基づく解法は，数値計算ラ

イブラリ LAPACK [6]に採用され，DSBGV，DSBGVD，

DSYGVDルーチンとして実装されている．

本章では，式 (1)を標準固有値問題を経由して解く 2つ

の解法について述べ，その演算量および演算の種類につい

て分析する．

2.1 行列の帯構造を利用する解法

本節では，上述の原理に基づく解法のうち，行列 A，B

の帯構造を利用する解法について述べる．このような帯構

造を利用する解法は，LAPACKでは DSBGV，DSBGVD

などとして実装されている．DSBGVDの解法は以下のよ

うになる．

(i) 帯行列 B を B = SS� と split Cholesky 分解する

（DPBSTFルーチン）．

(ii) AをC ← Z�AZと合同変換する．ただし，Z = S−1P

であり，P は C の帯幅が Aに等しくなるように fill-

in を消去するような直交行列である．また，同時に

Z ← S−1P を計算する（DSBGSTルーチン）．

(iii) 帯行列 C を直交行列 Q1 によって T ← Q�
1 CQ1 と三

重対角行列に変換し，同時に X ′ ← ZQ1 を計算する
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表 1 行列の帯構造を利用する解法の演算量内訳および演算の種類

Table 1 The number of FLOPs and the computational pattern

in the conventional method which exploits the band

structure of the matrix.

演算量 種類

(i) (k + 1)2n Level-2

(ii) A の変換 6kn2 Level-1 および Level-2

Z の計算 (3/2)n3 Level-1 および Level-2

(iii) 三重対角化 6kn2 Level-1

X ′ の計算 2n3 Level-1

(iv) 分割統治法 (4/3)n3 Level-3

行列積 2n3 Level-3

（DSBTRDルーチン）．

(iv) T → Q2DQ�
2 と分割統治法により標準固有値問題を

解き（DSTEDCルーチン），その後，行列積ルーチン

（DGEMMルーチン）により X ← X ′Q2 を計算する

ことで式 (1)の固有ベクトルに変換する．

ただし，k = 1（すなわち A，Bが三重対角行列）である場

合にはステップ (iii)はスキップされる．(i)から (iv)の演

算量および支配的となる演算の種類を表 1 に示す．総演算

量は，k = 1の場合には (29/6)n3 + O(kn2)，k ≥ 2の場合

には (41/6)n3 + O(kn2)となる．そのうち，Level-3演算

は (10/3)n3であり，いずれの半帯幅 kでも多くの Leve-1，

Level-2演算が含まれる．このため，マルチコア計算機上

において高い性能（FLOPS値）が得られない可能性があ

る．なお，DSBGVは，DSBGVDと同様に帯構造を利用

するが，DSTEDCおよび DGEMMルーチンの代わりに

QR法ルーチン（DSTEQR）を用いて (iv)のステップを実

行している．したがって，DSBGVDと同様に (ii)，(iii)に

おいて Level-1，Level-2演算が必要となり，これらの部分

は同様の性能を示すと考えられる．

2.2 行列を密行列として扱う解法

問題 (1)の A，B が帯行列であっても，その疎構造を無

視して密行列として問題を解くことも可能である．そのよ

うな方法は，LAPACKでは DSYGVDなどとして実装さ

れており，以下の手順で式 (1)の固有対を求める．

(i) 実対称正定値行列 B を密行列として B → LL� コレ

スキー分解する（DPOTRFルーチン）．

(ii) B の分解結果を Aに作用させて C ← L−1AL−� を計

算する（DSYGSTルーチン）．

(iii) C → QDQ� と標準固有値問題を解く．DSYGVDで

用いられる解法（DSYEVDルーチン）は，Cをブロッ

ク化されたハウスホルダ変換によって三重対角化し，

三重対角行列を標準固有値問題向け分割統治法によっ

て固有値分解し，逆変換によって C の固有値分解に戻

すという手順がとられる．

(iv) X = L−�Qを計算することで式 (1)の固有ベクトル

表 2 密行列として扱う解法の演算量内訳および演算の種類

Table 2 The number of FLOPs and the computational pattern

in the conventional method which does not exploit the

band structure of the matrix.

演算量 種類

(i) 2/3n3 Level-3

(ii) n3 Level-3

(iii) 三重対角化 4/3n3 Level-2，Level-3 が半分ずつ

分割統治法 4/3n3 Level-3

逆変換 2n3 Level-3

(iv) n3 Level-3

に変換する（DTRSMルーチン）．

(i)から (iv)の演算量および支配的となる演算の種類を

表 2 に示す．行列の帯構造を利用する解法と比べると演

算量が増大するが，標準固有値解法の三重対角化以外が

Level-3演算となるためマルチコア計算機などでより高い

性能が得られると予想され，結果的に帯構造を利用する解

法より高速に問題を解ける可能性がある．

3. 一般化固有値問題向け分割統治法

本章では，まず，Elsnerらによって提案された k = 1の

帯行列（三重対角行列）向けの分割統治法アルゴリズムに

ついて説明する．続いて，その拡張である半帯幅が k ≥ 2

の帯行列向けの分割統治法アルゴリズムを提案し，提案法

および従来法のアルゴリズムの性質について高性能計算の

観点から議論する．

3.1 三重対角行列向け分割統治法

本節では，Elsnerらの分割統治法について述べる．

3.1.1 原理

三重対角行列 A，B は，任意の分割点 m を定めて，

bm,m+1 �= 0であれば，

A− λB

= (A1 ⊕A2 − ρvv�)− λ(B1 ⊕B2 − vv�) (2)

とブロック対角行列と，共通のベクトル vによって表現さ

れるランク 1行列に分解できる．ただし，A1, B1 ∈ R
m×m，

A2, B2 ∈ R
(n−m)×(n−m) であり，ρ = am+1,m/bm+1,m，

v =
√
|bm+1,m|em − sign(bm+1,m)

√
|bm+1,m|em+1

である．このような分解によって得られる B1，B2 は正定

値行列であり，A1，A2，B1，B2 はそれぞれ対称三重対角

行列となる．

A1，A2，B1，B2 が実対称かつ B1，B2 は正定値行列で

あるので，

Y �
i (Ai − λBi)Yi = Di − λI (i = 1, 2) (3)

を満たす B1–直交行列 Y1，B2–直交行列 Y2 が存在する．

ただし，D1，D2 は対角行列である．したがって，式 (2)

c© 2015 Information Processing Society of Japan 80



情報処理学会論文誌 コンピューティングシステム Vol.8 No.4 78–87 (Nov. 2015)

の右辺は，Y = Y1 ⊕ Y2 の合同変換によって

Y �[(A1 ⊕A2 − ρvv�)− λ(B1 ⊕B2 − vv�)]Y

= (D − ρww�)− λ(I −ww�) (4)

と対角行列とランク 1 摂動の和に変換できる．ただし，

D = D1 ⊕D2，w = Y �vである．

式 (4)の右辺を

W�[(D − ρww�)− λ(I −ww�)]W = D′ − λI (5)

と対角化すれば，式 (2)，(4)，(5)より

(Y W )�(A− λB)(Y W ) = D′ − λI

が成り立ち，式 (1)の解がX = Y W，Λ = D′として表され

る．なお，一般化固有値問題 (5)は，必要に応じて減次（デ

フレーション）を行った後，一変数非線型方程式（secular

方程式）を解いて固有値を求め，その後に対応する固有ベ

クトルを計算することで解くことができる．具体的な方法

については文献 [2]を参照されたい．

3.1.2 アルゴリズム

以上の原理に基づく Elsnerらの分割統治法は以下の手

順にまとめられる．

(i) 行列 A，B を式 (2)の形に分解する．

(ii) もとの行列よりも次数の小さな固有値問題 (3)をElsner

らの解法によって再帰的に解く．

(iii) 小さな固有値問題を解いた結果をもちいて w = Y �v

を計算する．

(iv) secular方程式を解くことにより，式 (5)を満たすW，

D′ を求める．

(v) 式 (1)の固有ベクトルX = Y W を計算する．

(i)，(iii)，(iv) の演算量はいずれも O(n2) であり，(v)

の演算量は Y のブロック対角性を考慮する場合には

2nm2 +2n(n−m)2である．したがって，つねにm � n/2

として行列を中心付近で分割して再帰的に問題を解く場

合，総演算量は (4/3)n3 + O(n2)となる．なお，(iv)でデ

フレーションが行われる場合，W を陽に計算せずに低次

元の密行列と特殊な構造を持つ疎行列の積として陰的に求

めることで，(v)の行列積の演算量の削減が可能であるが，

本稿ではW を陽に計算する場合について考えている．

3.2 帯行列向け分割統治法

本節では，一般の半帯幅 kの帯行列に適用可能な分割統

治法を提案する．最初の項で提案法の原理について述べ，

次の項でアルゴリズムについて述べる．

3.2.1 原理

帯行列 A，B に対して，k ≤ m ≤ n− kを満たす分割点

mを定めたとき，

A− λB = (A1 ⊕A2 − V EV �)− λ(B1 ⊕B2 − V V �)

(6)

を満たす，正整数 p，半帯幅 k の実対称帯行列 A1, B1 ∈
R

m×m，A2, B2 ∈ R
(n−m)×(n−m)，行列 V ∈ R

n×p，対角行

列 E ∈ R
p×p が存在する．具体的な p，A1，A2，B1，B2，

V，E の構成法については後述する．

分解 (6)を満たすB1，B2はいずれも正定値行列であるこ

とを示す．ブロック対角行列B1⊕B2 = B+V V T は，正定値

行列Bと半正定値行列V V �の和であるので正定値行列であ

る．行列B1が正定値でないと仮定すると，z�
1 B1z1 ≤ 0を満

たす z1 ∈ R
mが存在する．このとき，z := [z�

1 ,0�]� ∈ R
n

に対して，z�(B1⊕B2)z = z�
1 B1z1 ≤ 0となり，B1⊕B2

が正定値であることに矛盾する．行列 B2 が正定値でない

と仮定した場合も同様である．したがって，B1，B2 はい

ずれも正定値行列である．

A1，A2，B1，B2 が実対称かつ B1，B2 は正定値行列で

あるので，

(X(0)
i )�(Ai − λBi)X

(0)
i = D

(0)
i − λI (i = 1, 2) (7)

を満たす B1–直交行列 X
(0)
1 ，B2–直交行列 X

(0)
2 が存在す

る．ただし，D
(0)
1 ，D

(0)
2 は対角行列である．したがって，

式 (6)の右辺は，X(0) := X
(0)
1 ⊕X

(0)
2 による合同変換で

(X(0))�[(A1 ⊕A2 − V EV �)

−λ(B1 ⊕B2 − V V �)]X(0)

= [D(0) −
p∑

i=1

ei,iu
(0)
i (u(0)

i )�]

−λ[I −
p∑

i=1

u
(0)
i (u(0)

i )�] (8)

と対角行列と p 個のランク 1 行列の和に変換できる．た

だし，U (0) = (X(0))�V，u
(0)
l は U (0) の第 l列ベクトル，

D(0) = D
(0)
1 ⊕D

(0)
2 である．ここで，

(W (1))�{[D(0) − e1,1u
(0)
1 (u(0)

1 )�]

−λ[I − u
(0)
1 (u(0)

1 )�]}W (1) = D(1) − λI (9)

と [D(0) − e1,1u
(0)
1 (u(0)

1 )�] − λ[I − u
(0)
1 (u(0)

1 )�]を対角化

するW (1) により，(8)の右辺を合同変換すると，

(W (1))�{[D(0) −
p∑

i=1

ei,iu
(0)
i (u(0)

i )�]

−λ[I −
p∑

i=1

u
(0)
i (u(0)

i )�]}W (1)

= [D(1) −
p∑

i=2

ei,iu
(1)
i (u(1)

i )�]− λ[I −
p∑

i=2

u
(1)
i (u(1)

i )�]

と，ランク 1 行列が 1 つ少ない式に変換できる．同様の

変換

(W (j))�{[D(j−1) − ej,ju
(j−1)
j (u(j−1)

j )�]

−λ[I − u
(j−1)
j (u(j−1)

j )�]}W (j−1) = D(j) − λI, (10)
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(W (j))�{[D(j−1) −
p∑

i=j

ei,iu
(j−1)
j (u(j−1)

i )�]

−λ[I −
p∑

i=j

u
(j−1)
i (u(j−1)

i )�]}W (j)

= [D(j) −
p∑

i=j+1

ei,iu
(j)
i (u(j)

i )�]

−λ[I −
p∑

i=j+1

u
(j)
i (u(j)

i )�]

を j = 2, 3, . . . , pと繰り返すことで，最終的に

(X(0)W (1)W (2) · · ·W (p))�[(A1 ⊕A2 − V EV �)

−λ(B1 ⊕B2 − V V �)](X(0)W (1)W (2) · · ·W (p))

= D(p) − λI

という関係が得られ，式 (1)の固有値，固有ベクトルは

Λ = D(p), X = X(0)W (1)W (2) · · ·W (p) (11)

と表されることが分かる．

3.2.2 2つの帯行列の同時分割法

式 (6)を満たす p，A1，A2，B1，B2，V，E の構成法に

ついて述べる．

3.2.2.1 p = 2kの分解

実対称帯行列 Aに対して，つねに

A = A1 ⊕A2 − VAV �
A , (12)

VA =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

O(m−k)×k

V
(1)
A

V
(2)
A

O(n−m−k)×k

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , V

(1)
A , V

(2)
A ∈ R

k×k

を満たす分解が可能である．ただし，Oi×j は i× j のゼロ

行列を意味する．このような分解は帯行列の標準固有値問

題の分割統治法で用いられており，文献 [7], [8], [9]などで

言及されている．B + VAV �
A は，A，B と同じ半帯幅 kの

帯行列となるので，

B + VAV �
A = B1 ⊕B2 − VBV �

B , VB ∈ R
n×k

を満たす分解が式 (12)の自然な拡張として得られる．この

とき，V = [VA, VB ]，E = Ik×k ⊕Ok×k とおけば，p = 2k,

A1, A2, B1, B2, V, Eは式 (6)を満たす．ただし，Ii×iは i×i

の単位行列を意味する．したがって，上記の方法で順にA，

B + VAV �
A の分解を行うことで，p = 2kの分解 (6)を構成

できることが分かる．

3.2.2.2 p = kの分解

分解 (12)は一意ではなく，式 (6)を満たす分解も一意で

はない．また，式 (11)に示されるとおり固有ベクトル X

は p + 1個の行列の積として表現されるため，実際に固有

ベクトルを計算する際の演算量を減らすことを考えると，

pができるだけ小さな値となる分解が望まれる．そこで，

p = k である分解 (11)の構成法について考える．以下で

は，V の部分行列を

V =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

V0

V1

V2

V3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

V0 ∈ R
(m−k)×k, V1, V2 ∈ R

k×k, V3 ∈ R
(n−m−k)×k

とおく．

あるA1，A2，B1，B2，V，Eに対して，p = kである分

解 (11)が成り立つと仮定する．このとき，式 (6)の両辺の

行列の第m + 1行から第 n行，第 1列から第m列の部分

行列（すなわち左下非対角ブロック）について見てみると，[
Ok×(m−k) CA

O(n−m−k)×(m−k) O(n−m−k)×k

]

−λ

[
Ok×(m−k) CB

O(n−m−k)×(m−k) O(n−m−k)×k

]

=

[
−V2EV �

0 −V2EV �
1

−V3EV �
0 −V3EV �

1

]

−λ

[
−V2V

�
0 −V2V

�
1

−V3V
�
0 −V3V

�
1

]

が成り立つことが分かる．ただし，CA，CB は，それぞれ実

上三角行列A(m+1 : m+k, m+1−k : m)，B(m+1 : m+k,

m+1−k : m)である．M(i : j, k : l)は行列Mの第 i行から

第 j行，第 k列から第 l列を取り出した (j−i+1)×(l−k+1)

部分行列を意味する．

CB が正則であると仮定する．CB = −V2V
�
1 より，V1，

V2 は正則であり，

V2 = −CBV −�
1 (13)

が成り立つ．式 (13)を CA = −V2EV �
1 に代入して，両辺

に左から C−1
B を作用させると

C−1
B CA = (V −�

1 )E(V −�
1 )−1

の関係が得られる．したがって，分解 (6)が存在するとき，

C−1
B CA は実行列による対角化が可能であり，V −�

1 は対角

化する行列，Eは対角化結果となる．また，正則である V1，

V2 に対して，Ok×(m−k) = V2V
�
0 ，O(n−m−k)×k = V3V

�
1

が成り立つことから，V0 = O(m−k)×k，V3 = O(n−m−k)×k

が導かれる．

したがって，CB が正則かつ C−1
B CA が実行列によって

対角化可能な場合，C−1
B CA を適当な正則行列 X̃ ∈ R

k×k

と対角行列 D̃ ∈ R
k×k によって

C−1
B CA = X̃D̃X̃−1,

と対角化し，
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E = D̃, V0 = O(m−k)×k, V1 = Z1S,

V2 = Z2S
−1, V3 = O(n−m−k)×k,

Z1 = X̃−�, Z2 = −CBX̃

とおき，A1，A2 をそれぞれ A + V EV � の，B1，B2 をそ

れぞれ B + V V � の対角ブロックとおけば，p = k の分解

(6)が構成できる．ただし，S は任意の正則な実対角行列

である．なお，C−1
B CA は非対称行列だが実三角行列であ

るので，対角要素に重複がない場合には必ず実行列による

対角化が可能である．一方，CB が正則だが C−1
B CA が対

角化不可能な場合には，p = kの分解 (6)は存在しない．

行列 S を選択する基準の 1つとして，A，B のブロック

対角要素の修正量

f(S) := ‖ A(1 : m, 1 : m)−A1‖F
+ ‖A(m + 1 : n,m + 1 : n)−A2‖F
+ ‖B(1 : m, 1 : m)−B1‖F
+ ‖B(m + 1 : n, m + 1 : n)−B2‖F

= ‖ Z1S
2EZ�

1 ‖F+‖Z2S
−2EZ�

2 ‖F
+ ‖Z1S

2Z�
1 ‖F+‖Z2S

−2Z�
2 ‖F (14)

をできるだけ小さくすることが考えられる．帯行列の標準

固有値問題の分割統治法では，帯行列のブロック対角行列

と摂動行列への分解において，ブロック対角要素への修正

量が大きくなる場合に解の精度が悪化することが経験的に

知られている．我々は予備実験で，帯行列の一般化固有値

問題の分割統治法においても式 (14)が増大するほど解の

残差ノルム

‖AX −BXΛ‖F
が増大する傾向を確認しており，一般化固有値問題におい

ても修正量 (14)を小さく抑えることが解の精度悪化を防ぐ

ために有効であると考えている．そこで，式 (14)をヒュー

リスティックに最小化する Sの決定方法の 1つについて述

べる．Z1，Z2 の i番目の列ベクトルをそれぞれ z
(1)
i ，z

(2)
i

とおくと，f(S)について不等式

f(S)

≤ (
k∑

i=1

‖ei,is
2
i,iz

(1)
i (z(1)

i )�‖F+
k∑

i=1

‖ei,is
−2
i,i z

(2)
i (z(2)

i )�‖F)

+ (
k∑

i=1

‖s2
i,iz

(1)
i (z(1)

i )�‖F+
k∑

i=1

‖s−2
i,i z

(2)
i (z(2)

i )�‖F)

=
k∑

i=1

(|ei,i|+ 1)

(
s2

i,i‖z(1)
i (z(1)

i )�‖F+s−2
i,i ‖z(2)

i (z(2)
i )�‖F

)

=
k∑

i=1

(|ei,i|+ 1)
(
s2

i,i‖z(1)
i ‖22+s−2

i,i ‖z(2)
i ‖22

)

が成り立つ．ここで，右辺が最小化が最小化されるように

S を決定すれば，左辺の修正量 f(S)は右辺の最小値以下

に抑えられる．右辺の最小化は，最右辺の総和の各項を個

別に最小化するように si,i を決定すれば達成できる．した

がって，

si,i =
√
‖z(2)

i ‖2/‖z(1)
i ‖2 (i = 1, 2, . . . , k)

と Sの対角要素を選べば，修正量 (14)はヒューリスティッ

クに最小化される．

CB が特異な場合（対角にゼロ要素を持つ場合）や

C−1
B CA が対角化不可能な場合，ゼロ要素の個数や固有

値の重複度に応じて，p > k の分解が可能である．今，

CB の対角要素のうち，第 i 対角要素のみがゼロである

とする．このとき，B と同じ帯構造を持つ B′ := B +

α(em−k+i + em+i)(em−k+i + em+i)� を考えると，C ′
B :=

B′(m + 1− k : m, m + 1 : m + k) = CB + αeie
�
i となり，

CB の第 i対角要素に αを加えたものになっている．した

がって，αが非ゼロかつ C−1
B′ CA が重複する対角要素を持

たない値にとられていれば，

A = A1 ⊕A2 − V ′E′(V ′)�, B′ = B1 ⊕B2 − V ′(V ′)�

を満たす行列 V ′ ∈ R
n×k，対角行列 E′ ∈ R

k×k が存在す

る．したがって，V = [V ′,
√
|α|(em−k+i + sign(α)em+i)]，

E = E′⊕0とおけば，p = k +1を満たす式 (6)が構成でき

る．CB が対角に k′数のゼロ要素を持つ場合には，k′個だ

け同様のランク 1行列を加えることで，p = k + k′ を満た

す分解が可能である．次に，C−1
B CAが対角化不可能な場合

について考える．C−1
B CA が対角化不可能な場合，C−1

B CA

は重複する対角要素を持つ．したがって，第 i，第 j 対角

要素のみが重複する場合，CB の第 i対角要素がゼロであ

る場合と同様の摂動を加えることで C−1
B′ CA は対角化可能

な行列となり，p = k + 1の分解を得ることができる．複

数の重複が存在する場合にはその重複度に応じた個数のラ

ンク 1行列を加えることで，同様の分解が実現できる．

3.2.3 アルゴリズム

3.2.1 項で述べた原理に基づく，提案法の手順を以下に

示す．

(i) 3.2.2.2 で述べた方法に基づき，C−1
B CA の計算を計算

し，C−1
B CA の固有値問題を解いて E，V を求め，式

(6)の A1，A2，B1，B2 を計算する．

(ii) もとの行列より小さな固有値問題 (7)を解き，X(0)，

D(0) を計算する．

(iii) 得られた X(0) により，(8) 右辺の u
(0)
i = (X(0))�vj

（i = 1, . . . , p）を計算する．

(iv) 以下の手順を j = 1, 2, . . . , pについて繰り返すことに

より，順番にW (1), . . . , W (p) を求め，式 (10)の変換

を繰り返し行い，式 (11)に示される p + 1個の行列の

積の計算を進める．

c© 2015 Information Processing Society of Japan 83



情報処理学会論文誌 コンピューティングシステム Vol.8 No.4 78–87 (Nov. 2015)

Algorithm 1 Divide-and-conquer algorithm for banded

generalized eigenvalue problems
1: A→ A1 ⊕A2 − V EV �, B → B1 ⊕B2 − V V �

2: Solve (X
(0)
i )�(Ai − λBi)X

(0)
i = D

(0)
i − λI (i = 1, 2)

3: X(0) := X
(0)
1 ⊕X

(0)
2 , D(0) := D

(0)
1 ⊕D

(0)
2 , E(0) := E

4: u
(0)
i ← (X(0))�vi (i = 1, 2, . . . , p)

5: for j = 1, 2, . . . , p do

6: Solve (W (j))�{[D(j−1) − ej,ju
(j−1)
j (u

(j−1)
j )�] − λ[I −

u
(j−1)
j (u

(j−1)
j )�]}W (j) = D(j) − λI

7: X(j) ← X(j−1)W (j)

8: u
(j)
i ← (W (j))�u

(j−1)
i (i = j + 1, j + 2, . . . , p)

9: end for

10: X := X(p), Λ := D(p)

( a ) 一般化固有値問題 (9)，(10)を，文献 [2]に示され

た反復法により解き，D(j)，W (j) を求める．

( b )行列積 X(j) ← X(j−1)W (j) を計算する．

( c ) u
(j)
i ← (W (j))�u

(j−1)
i （i = j +1, j +2, . . . , p）を

計算する．

上記の手順により，最終的に式 (1)の固有値，固有ベク

トル Λ = D(p)，X = X(p) が計算できる．以上をまとめた

ものを，Algrithm 1 に示す．なお，k = 1の場合（三重

対角行列の場合）に，提案法は Elsnerらの分割統治法と一

致し，その意味で提案法は Elsnerらの分割統治法の拡張と

なっている．

次に，アルゴリズムの演算量，演算の種類について考え

る．1行目は，C−1
B CA の計算，C−1

B CA の固有値問題の求

解，A1，A2，B1，B2の計算から構成され，いずれも Level-3

型の演算によって求められ，演算量は O(k3)となる．4，8

行目は行列積として実行され，演算量はそれぞれ O(kn2)

となる．6行目では，反復法による secular方程式の求解が

支配的な演算となり，文献 [2]で述べられる反復法が少な

い反復回数で収束すれば．演算量は O(pn2)となる．7行

目の行列積は，j = 1のときX(0)のブロック対角性を考慮

すれば演算量は 2nm2 + 2n(n−m)2 で計算でき，j ≥ 2の

ときは密行列どうしの積となり演算量は 2n3 となる．

つねに m � n/2 として行列を中心付近で分割して，2

行目の次数の低い固有値問題を提案法によって再帰的に

問題を解く場合の各ステップの演算量および支配的とな

る演算の種類をまとめたものを表 3 に示す．このとき

の総演算量は (4/3)(2p − 1)n3 + O(p2n2) となる．p = k

となるように 1 行目の分解を行う場合には，総演算量は

(4/3)(2k− 1)n3 +O(k2n2)となる．k � nである場合，総

演算量の第 2項は無視できるため，演算のほとんどすべて

が 7行目の行列積として実行されることになる．

3.3 アルゴリズムの比較

表 1，表 2，表 3 にまとめられた，3つのアルゴリズム

の演算量と演算の種類について比較する．まず，提案法

で p = k を満たす分解が可能であると仮定すると，帯構

表 3 提案法の演算量内訳および演算の種類

Table 3 The number of FLOPs and the computational pattern

in the proposed method.

演算量 種類

1 行目 C−1
B CA の計算 O(k3) Level-3

C−1
B CA の固有値問題 O(k3) Level-3

A1, A2, B1, B2 の計算 O(k3) Level-3

4 行目 O(pk2) Level-3

6 行目 O(pk2) 反復法

7 行目 (4/3)(2p− 1)n3 Level-3

8 行目 O(p2k2) Level-3

造を用いる従来法，密行列として扱う従来法，提案法の演

算量はそれぞれ，(41/6)n3 + O(kn2)（k = 1の場合のみ

(29/6)n3 +O(kn2)），(22/3)n3，(4/3)(2k−1)n3 +O(k2n2)

となる．帯構造を用いる従来法の演算量は，最高次の項

は，三重対角化ステップが不要な k = 1の場合を例外とし

て，kに対して一定であり，低次の項のみが kにともなっ

て増大する．また，密行列として扱う従来法の演算量は k

の影響を受けない．これに対して，提案法の演算量は最高

次の項が kに対して線形に増大しており，従来法と比べて

半帯幅 k に対して強い依存性がある．k � nを仮定して

演算量の最高次の項のみを比較すると，k ≤ 3では提案法

の演算量が最小になり，k ≥ 4では最大となる．また，そ

れぞれ Level-3演算として実行される演算量は (10/3)n3，

(20/3)n3，(4/3)(2k− 1)n3であり，提案法のみ演算量のほ

とんどすべてが Level-3型演算として実行されることが分

かる．

半帯幅 k ≤ 3 では，提案法が最も演算量が少なく，性

能面でも有利であるため，提案法の実行時間は 2 つの従

来法よりも短くなると考えられる．一方，k ≥ 4では，提

案法は，問題を密行列として問題を扱う従来法と比較し

て，Level-2演算の演算量が (2/3)n3 少なく，Level-3演算

が (8/3)kn3− 8n3だけ多い．したがって，ある値以上の半

帯幅の行列に対しては，従来法の実行時間がより短くなる

と予想される．

4. 数値実験

マルチコア CPU上で従来法および提案法（k = 1の場

合には Elsnerらの手法に一致）の精度および性能を評価す

る．標準固有値問題を経由する従来法の実装には，それぞ

れ，Intelによる LAPACK実装 Intel MKL [10]に含まれる

DSBGVD，DSYGVDルーチンを使用した．また，実行時

間の内訳を評価するため，上記の実装とは別に，Netlibに

よる LAPACK実装の DSBGVDおよび DSYGVD各ルー

チンのソースコードを修正して時間計測機能を付加した

実装を作成した．ただし，時間計測付き実装で内部的に呼

び出される LAPACKルーチン（DPBSTFや DSBGSTな

ど）は Intelによる実装（Intel MKL）を使用している．ま
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表 4 計算機環境

Table 4 Computational environment.

CPU Intel Xeon E5-2660（8 コア，140.8 GFLOPS，

Hyper-Threading 無効）× 2 ソケット

メモリ 64 GB

コンパイラ Intel Fortran Compiler 14.0.0

LAPACK Intel Math Kernel Library 11.1

および Netlib LAPACK 3.5.0

BLAS Intel Math Kernel Library 11.1

た，精度評価を行う際には，問題を帯行列の標準固有値問

題に変換し標準固有値問題を QR法によって解く解法の，

Intel MKL実装（DSBGV）も使用した．提案法は，行列

積などの基本行列計算については BLASライブラリを用

いて実装し，Algorithm 1 は Fortranおよび OpenMPに

よって独自に実装した．ただし，Algorithm 1 の 6行目は，

W (j) が陽に計算されるように実装した．また，分割点 m

はm = n/2と問題を 2等分するように選び，Algorithm 1

の 2行目の小問題については，提案法を再帰的に適用して

解いた．ただし，行列の次数が 200未満になった問題につ

いては，LAPACKの DSBGVDを適用して解いた．

テスト行列は，Aが半帯幅 kの実対称行列，Bが半帯幅

kの実対称正定値行列を満たすようにするため，以下のよ

うに乱数を用いて生成を行った．

ai,j =

{
[0, 1)乱数 (|i− j| ≤ k)

0 (otherwise)
,

bi,j =

⎧⎪⎨
⎪⎩

2k (i = j)

[0, 1)乱数 (1 ≤ |i− j| ≤ k)

0 (otherwise)

.

このように生成される問題は，固有値分布がクラスタを

持ちにくく，絶対値のきわめて小さな固有値を持つ確率が

低いため，分割統治法を適用する際に精度面で有利に働く

可能性がある．しかしながら，任意の固有値分布を持つ帯

構造，正定値性を備えたテスト行列 A，B を生成する方法

が確立されていないため，本実験では上記の方法で生成さ

れたテスト行列を使用する．

実験で使用する計算機環境は表 4 のとおりである．

4.1 精度評価

本節では Intel MKL のみを使用した従来法の実装

（DSBGV，DSBGVD，DSYGVD）および提案法の各実

装について精度評価を行う．n = 10240，k = 1 および

k = 2としてテスト行列を作成し，求めた近似固有対の精

度を，以下に定義される相対残差，近似固有ベクトルの

B–直交性，QR法を利用する従来法（DSBGV）を基準に

した解法間の近似固有値の最大相対誤差

‖AX −BXΛ‖F
‖A‖F ,

‖X�BX − I‖F√
n

,

図 2 固有値，固有ベクトルの精度（n = 10240，k = 1）

Fig. 2 The accuracy of the computed eigenvalues and eigen-

vectors (n = 10240, k = 1).

図 3 固有値，固有ベクトルの精度（n = 10240，k = 2）

Fig. 3 The accuracy of the computed eigenvalues and eigen-

vectors (n = 10240, k = 2).

max
j

∣∣∣∣λ(DSBGV)
j − λj

∣∣∣∣∣∣∣∣λ(DSBGV)
j

∣∣∣∣
によって評価する．ここで，λ

(DSBGV)
j （j = 1, 2, . . . , n）

は DSBGVによって求められた近似固有値である．

評価結果を図 2，図 3 に示す．いずれの解法も同程度の

相対残差，B–直交性，固有値の最大相対誤差を示しており，

提案法は，三重対角行列，五重対角行列のいずれに対して

も実用的な精度の解が得られていることが確認できる．

4.2 性能評価

半帯幅を k = 1, 2，行列の次数 n = 10240として，各実

装を 1，2，4，8，16スレッドで実行し，実行時間およびそ

の内訳を調べる．k = 1の場合の各実装の評価結果を図 4，

図 5，図 6 に，k = 2の場合の結果を図 7，図 8，図 9 に

示す．

半帯幅の異なる 2つのテスト問題の実行結果を比較する

と，DSBGVD（図 4，図 7）では k = 1の場合に比べて

k = 2での実行時間が増大しているが，これは k = 1の場合

のみスキップされる三重対角化ステップ（DSBTRDルー

チン）の実行時間が k = 2では加わったことが大きく影響

している．また，DSYGVD（図 5，図 8）の実行時間はほ

とんど半帯幅 kの影響を受けないことが確認できる．提案

法は，k = 2のときの実行時間（図 6）が，k = 1の Elsner
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図 4 DSBGVD の実行時間（n = 10240，k = 1）

Fig. 4 The execution time of DSBGVD (n = 10240, k = 1).

図 5 DSYGVD の実行時間（n = 10240，k = 1）

Fig. 5 The execution time of DSYGVD (n = 10240, k = 1).

図 6 提案法の実行時間（n = 10240，k = 1）

Fig. 6 The execution time of the proposed method (n = 10240,

k = 1).

図 7 DSBGVD の実行時間（n = 10240，k = 2）

Fig. 7 The execution time of DSBGVD (n = 10240, k = 2).

の手法に一致する場合の実行時間（図 9）に比べて大きく

増大しており，実行時間の強い k依存性が確認できる．

次に，スレッド数の増大による加速についてみてみると，

帯構造を用いる従来法の実装はほとんど加速されないこと

が確認できる．また，DSYGVDでは，スレッド数の増加

によって性能は向上しているものの，Level-2演算を含む

DSYEVDが性能上のボトルネックになり，16スレッド実

行時の逐次実行時に対する加速率は k = 2の場合に 9.0倍

となっている．一方，提案法は順調にスケールし，16ス

レッド実行時の加速率は k = 2の場合に 14.0倍となって

いる．従来法に対する加速率は，並列実行時に逐次実行時

図 8 DSYGVD の実行時間（n = 10240，k = 2）

Fig. 8 The execution time of DSYGVD (n = 10240, k = 2).

図 9 提案法の実行時間（n = 10240，k = 2）

Fig. 9 The execution time of the proposed method (n = 10240,

k = 2).

よりも高く，提案法のマルチコア計算機における優位性を

確認できる．

また，いずれのスレッド数で比較した場合でも，提案法

は k = 1, 2の両問題で実行時間が従来法より短く，k ≤ 3

では従来法より高速であるという 3.3 節の予想に合致する

結果となった．

5. おわりに

三重対角行列の一般化固有値問題向け分割統治法をもと

に，帯行列の一般化固有値問題向け分割統治法を提案した．

提案法の演算量は問題の半帯幅 k に比例して増大するが，

k ≤ 3では，帯行列の標準固有値問題を経由して解く従来

法と比べても演算量が少ない．また，演算のほとんどが行

列積として実行される．次数 10240の三重対角行列，五重

対角行列の一般化固有値問題をマルチコア計算機上で解い

て性能を評価し，提案法は従来法に対して三重対角行列で

は 6.6倍，五重対角行列では約 3.2倍高速であり，その優

位性が確認できた．

今後の課題としては，任意の固有値分布のテスト行列生

成手法の確立後，固有値が密集する問題や，絶対値の小さ

な固有値が存在する問題に対する提案法の精度評価があげ

られる．
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