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頂点被覆数が小さいグラフの最適消去木の計算について

小林 靖明1,a) 玉木 久夫2

概要：無向グラフの消去木の概念は疎行列の分解に対して応用を持つだけでなく，いくつかのグラフ不変
量と関係を持つ重要な概念である．無向グラフ Gの最適な消去木とは，高さが最小の Gの消去木のこと

であり，一般のグラフにおいて最適な消去木を求める問題は NP困難である．本稿では，Gの頂点被覆数

がパラメータとして与えられたときに，最適な消去木を求める問題に対する，多項式サイズのカーネル化

と固定パラメータアルゴリズムを与える．

1. はじめに

連結な無向グラフ Gの消去木（elimination tree）とは，

頂点集合を V (G)として持つ根付き木で，以下のように再

帰的に定義される：

( 1 ) Gが孤立点 1頂点からなる場合，それ自身が Gの消

去木である．

( 2 ) そうでない場合，任意の v ∈ V (G)において，Gから vを

削除したグラフの各連結成分の消去木を T1, T2, . . . , Tt

としたとき，vを根とし，各 Tiの根と vの間に辺を加

えることで得られる根付き木は Gの消去木である．

Gの最適な消去木とは，Gの消去木の中で高さが最小のも

のを指す．

消去木の概念は疎な対称行列 Aにおいて，線形方程式系

Ax = bを Cholesky分解を用いて解く際に重要な役割を果

たしたり [24]，VLSIレイアウト [23], [29]やスケジューリ

ング問題 [26]に対しても応用を持つことが知られている．

また，様々なグラフの不変量と密接に関係があることが

知られている．例えば，グラフの最適な消去木の高さは，

そのグラフの木深度（tree-depth）[25] や頂点ランキング

数（vertex ranking number）[4]と等価であることが知ら

れている．さらにグラフの木深度は木幅（treewidth）やパ

ス幅（pathwidth）[3] といった重要なグラフの不変量と関

係が深いことが知られている．具体的には，グラフ Gの

木幅を tw(G)，パス幅を pw(G)，木深度を td(G) とする

と，tw(G) ≤ pw(G) ≤ td(G)−1の関係が成り立つ [5]．こ

れら 3つの不変量が定数であるようなグラフにおいては，
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様々なグラフ上の NP困難な問題を多項式時間で解くこと

ができる [3]．さらに正確には，与えられたグラフの木幅/

パス幅/木深度がパラメータ k以下であるとすると，ハミル

トン閉路問題や最大独立点集合問題といった問題が固定パ

ラメータ容易（fixed parameter tractable）である，つまり

これらの問題を解く f(k)nO(1) 時間アルゴリズムが存在す

る．ここで nはグラフの頂点数であり，f は kにのみ依存

するような関数であるとする．このような計算時間のアル

ゴリズムを固定パラメータアルゴリズム（fixed parameter

algorithm）と呼ぶ．その一方で，Gutinら [20]は木幅やパ

ス幅をパラメータとしたとき，混合中国人郵便配達問題

（mixed chinese postman problem）が，ある仮定の下で，

固定パラメータ容易ではないことを示し，木深度をパラ

メータとすれば固定パラメータ容易であることを示した．

また，木深度はグラフ上のゲームによる特徴付けも知られ

ている [19]．

一般に高さが最小の消去木を求める問題は NP困難であ

り [27]，グラフクラスを 2部グラフ [4]や弦グラフ [12]に

限っても NP困難である．その一方で，いくつかのグラフ

クラスにおいては多項式時間アルゴリズムが知られてい

る [2], [11]．また，この問題はパラメータ化計算量理論の

観点からも研究されている．与えられたグラフの木深度が

パラメータ k以下であるかを判定する問題を考える．木深

度はグラフのマイナー操作に関して単調な不変量であるの

で，Robertsonと Seymourのグラフマイナー理論の結果よ

り，この問題は固定パラメータ容易である．Reidlら [28]

は，この問題に対する 2O(k2)n時間アルゴリズムを与えた．

実際には，このアルゴリズムは，グラフをそのグラフの幅

t の木分解が与えられたとき，2O(kt)n 時間でこの問題を

解く．

いくつかの困難な問題に対しては，与えられるグラフの
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頂点被覆数が小さい場合に，よりシンプルで高速なアルゴ

リズムが設計可能な場合がある [1], [15]．特に，グラフ G

の木幅やパス幅を求める問題は，3τ(G)nO(1) 時間で解くこ

とができる [10], [22]．ここで τ(G)はGの頂点被覆数とす

る．さらには，tw(G) ≤ k と tw(H) ≤ k （pw(G) ≤ k と

pw(H) ≤ k）が等価であるようなグラフH で，その頂点数

が O(τ(G)3)であるようなものを求める多項式時間アルゴ

リズム，つまり多項式サイズのカーネル化（kernelization）

が存在することが知られている [6], [7]（その一方で，カッ

ト幅については 2τ(G)nO(1)時間アルゴリズムが存在するも

のの，NP ⊆ coNP/poly でない限り多項式サイズのカー

ネル化が存在しないことが知られている [9]）．このような

結果は最適な消去木（木深度）に関しては，我々の知る限

りでは，これまでに知られていなかった。

本稿では以下を与える．

定理 1. n頂点グラフが与えられたとき，4τ(G)nO(1) 時間

で最適な消去木が計算可能である．ここで，τ(G)は与え

られたグラフの頂点被覆数である．

定理 2. 無向グラフ G，Gの頂点被覆 C，正整数 kが与え

られたとき，td(G) ≤ kと td(H) ≤ kが等価であるような

H でその頂点数がO(|C|3)であるようなものを求める多項
式時間アルゴリズムが存在する．

この節の残りでは，本稿の構成を示す．次節では，本稿

で用いる概念と記法を示す．3節では，定理 3を証明し，4

節では，定理 4を与え，最後の節で本稿をまとめと未解決

問題について述べる．

2. 準備

Gを無向単純グラフとする．Gの頂点集合を V (G)，辺集

合をE(G)で表す．Gの頂点数を nで表す．頂点 v ∈ V (G)

において，NG(v)で vの隣接点集合を表し，頂点部分集合

X ⊆ V (G)において，NG(X) =
∪

v∈X NG(v) \X とする．
Gが文脈より明らかな場合は，単に N(v)，N(X)と記述

する場合がある．頂点集合 X ⊆ V (G)によって誘導され

る部分グラフを G[X]と書く．ふたつのグラフ Gと H に

おいて，H ⊆ GはH がGの部分グラフであることを意味

する．

T を根付き木とする．r(T )で T の根を表す．T の頂点

vにおいて，Tv で vを根とする T の部分木を表す．また，

Pv を r(T )と vの間のユニークなパスと定義する．ある頂

点が T の分岐点であるとは，その頂点が T において 2つ

以上の子を持つことをいう．2つの頂点 u, v ∈ V (T )にお

いて，u ∈ V (Pv)を満たすとき，uは v の先祖であるとい

い，v は uの子孫であるという．互いに素な根付き木の集

合を根付き森と呼ぶ．T における v の深さとは Pv の頂点

数と定義する．T の高さを T に含まれる頂点の最大の深さ

とし，根付き森 F の高さをその森に含まれる根付き木の最

大の高さとする．根付き木 T および根付き森 F の高さを

それぞれ height(T )，height(F )で表す．

F を根付き森でとする．F の閉包（closure）とは，頂点集

合を V (F )に持つグラフで，そのグラフに辺 {u, v}がある
ことと，uが F において vの先祖であることが等価である

ようなもののことである．F の閉包を clos(F )で表す．特

に，F が単一の根付き木 T からなる場合は，clos({T})の代
わりに clos(T )と書く．連結とは限らない無向グラフ Gの

木深度（tree-depth）とは最小の非負整数 kでG ⊆ clos(F )

かつ height(F ) = k であるような F が存在する場合をい

う．Gの木深度を td(G)で表す．以下の命題はグラフが連

結な場合の消去木と木深度の関係を示す．

命題 1 ([25]). Gを連結なグラフとする．このとき，T が

Gの消去木であることと，G ⊆ clos(T )は等価である．特

に，Gの最適な消去木の高さは td(G)である．

本論文では，Gの消去木 T について述べるとき，特に断

ることなく G ⊆ clos(T )であることを用い，またその逆も

あることに注意する．

3. カーネル化

この節では，頂点被覆数をパラメータとしたときの，最

適消去木を求める問題に対する多項式カーネル化を与え

る．本節で使うテクニックは，木幅の場合 [7]やパス幅の

場合 [6] のカーネル化の方法とほぼ同じではあるが，とグ

ラフの変更ルールや解析方法がいくらか異なる．

本節では与えられるグラフ Gが連結であると仮定する

（そうでない場合も，標準的な議論を用いて同様の結果を導

くことができる）．Gの頂点被覆Cを固定し，I = V (G)\C
とする．k を正整数とする．本節の残りでは，td(G) ≤ k

であるかを判定する問題を考える．

補題 1. td(G) ≤ kとする．uと vを Gの互いに隣接しな

い任意の（異なる）2頂点で，|NG(u)∩NG(v)| ≥ kを満た

すとする．このとき，G′ を Gに辺 {u, v}を加えたグラフ
とすると，td(G) = td(G′)を満たす．

証明. GはG′の部分グラフであるので，明らかに td(G) ≤
td(G′)である．逆向きの不等式を示すために，T をGの最

適な消去木とする．もし Tvと Tuが互いに素でないとき，T

はGの消去木でもあるので，td(G) ≥ td(G′)である．ここ

で，そうでないと仮定する．この仮定よりNG(u)∩NG(v)

の頂点は T において u と v の共通先祖である．これは

height(T ) ≤ k と |NG(u) ∩NG(v)| ≥ k であることに反す

る．

この補題は以下のルールが最適解に影響を与えないこと

を示している．

ルール 1. uと vをGの互いに隣接しない任意の（異なる）
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2頂点で，|N(u) ∩ N(v)| ≥ k を満たすとする．u ∈ C ま

たは v ∈ C の少なくとも一方を満たすとき，Gに辺 {u, v}
を加える．

次の観察は閉包の定義より明らかである．

観察 1. K をGのクリークとし，T をGの消去木とする．

このとき，ある v ∈ K でK ⊆ V (Pv)を満たすものが存在

する．

頂点 vの隣接点集合が Gにおいてクリークを成すとき，

vを Gの単体的頂点（simplicial vertex）と呼ぶ．

補題 2. td(G) ≤ kとする．u ∈ I をGの単体的頂点とし，

uの各隣接点 v ∈ N(u)が uと異なる隣接点を k 個以上持

つとする．このとき td(G) = td(G[V (G) \ {u}])である．

証明. 部分グラフの関係より，明らかに td(G) ≥
td(G[V (G) \ {u}]) である．よって以下では逆向きの不
等式を示す．T を G[V (G) \ {u}]の最適な消去木とする．
N(u)は G[V (G) \ {u}]においてクリークを成すため，観
察 1より，v ∈ N(u)で N(u) ⊆ V (Pv)であるものが存在

する．補題の仮定から vは uと異なる隣接点を k個以上持

つため，height(T ) ≤ k より，そのうちのひとつは v の子

孫になる．よって v は T において葉ではないことがわか

る．T に対して uを v の子として加えた根付き木を T ′ す

ると，N(u) ⊆ V (Pv)より，G ⊆ clos(T ′)である．また，

height(T ) = height(T ′)のため，td(G) ≤ td(G[V (G)\{u}])
を得る．

ルール 2. u ∈ I を G の単体的頂点とし，u の各隣接点

v ∈ N(u)が uと異なる隣接点を k 個以上持つとする．こ

のとき uを Gから削除する．

補題 3. Gが td(G) ≤ k，|C| ≥ kを満たし，ルール 1と 2

のいずれも適用できないグラフとする．このとき，Gの頂

点数は O(|C|3)．

証明. SをGの単体的頂点の集合とし，P = S∩I，Q = I\P
とする．各 v ∈ C において，ルール 2より高々 k個の隣接

点を除いて，Gの単体的頂点で vに隣接するものは削除さ

れる．よって |P | ≤ k · |C| ≤ |C|2である．また，C の隣接
しない異なる 2点 u, vを考えたとき，u, vは高々 k−1頂点

のみ隣接点を共有し得る．これは，ルール 1より導くこと

ができる．よって |Q| ≤ (k− 1) · |C|/(|C|− 1)/2 ≤ |C|3/2.
つまり，|V (G)| = |C|+ |P |+ |Q| ≤ 3|C|3 を得る．

td(G) ≤ k であるかを判定する問題を考える．このと

き，そのインスタンスを (G, k)の組で表す．|C| < k なら

ば，明らかに (G, k)は YESインスタンスである．この場

合には，自明な定数サイズの YESインスタンスを出力す

る．以下では |C| ≥ k の場合を考える．G に対し，ルー

ル 1と 2をどちらのルールも適用できなくなるまで繰り

返し適用し，得られるグラフを H とする．このとき，補

題 1と 2より，td(G) = td(H)である．また，H において

V (H)∩C は頂点被覆であることに注意する．補題 3より，

V (H) > 3|V (H)∩C|3であれば，(G, k)は NOインスタン

スであるので，自明な定数サイズの NOインスタンスを出

力する．よって，O(|C|3)カーネルが得られる．

4. 固定パラメータアルゴリズム

本節の目的は，グラフ G の最適な消去木を求める

4τ(G)nO(1) 時間アルゴリズムを与えることである．以下

の命題は与えられたグラフの頂点被覆を求めるために用

いる．

命題 2 ([8]). 与えられたグラフ G の最小の頂点被覆は

1.28τ(G)nO(1) 時間で計算可能である．

以降では Gの頂点被覆 C を固定し，I = V (G) \ C と

する．X ⊆ C において，I(X) = {v ∈ I | N(v) ⊆ X}と
する．

空でない X ⊆ C と（非空とは限らない）P ⊆ C \X に
おいて，根付き森 F が (X,P )に適合するとは以下の 3つ

の条件を満たすことをいう．

C1 各 T ∈ F において T は G[V (T )]の消去木である，

C2
∪

T∈F V (T ) ∩ C = X，

C3
∪

T∈F V (T ) = X ∪ I(X ∪ P )．

特に，F が単一の根付き木 T からなるとき，T が (X,P )

に適合するという．(X,P )に適合する根付き森の中で最小

の高さを td(X,P )で表す．定義より td(G) = td(C, ∅)で
あることに注意する．

(X,P ) に適合する根付き森および td(X,P ) の値は以

下のように解釈することができる．G の消去木 T がコ

ンパクトであるとは，任意の v ∈ V (G) において Tv が

G[V (Tv)]の最適な消去木になっていることである．消去

木の定義より，任意の連結グラフはコンパクトな消去木を

持つことがわかる．ここで，T を Gのコンパクトな消去

木とする．このとき，任意の v ∈ V (G)において，Tv は

(V (Tv)∩C, (V (Pv)\{v})∩C)に適合する．また，height(Tv)

は td(V (Tv) ∩ C, (V (Pv) \ {v}) ∩ C) と一致する. さらに，

v ∈ Iである場合には，Tvから vを削除して得られる根付き

森をF とすると，F は同じく (V (Tv)∩C, (V (Pv)\{v})∩C)

に適合し，その高さは td(V (Tv)∩C, (V (Pv)\{v})∩C)+1

である．

これらの性質を利用することで，以下では，td(X,P )を

計算するための再帰式を定義する．提案するアルゴリズム

は，その再帰式を動的計画法を用いて計算する．以下の補

題は，再帰式の基底を与える．

補題 4. x ∈ C と P ⊆ C \ {x}において，xと隣接するよ

うな v ∈ I(P ∪ {x})が存在するならば td({x}, P ) = 2で

あり，そうでないならば td({x}, P ) = 1である．
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証明. {x} は G[I(P ∪ {x}) ∪ {x}] の頂点被覆なので，
G[I(P ∪ {x}) ∪ {x}] の各連結成分は，孤立点であるか，
{x}を内部頂点とする星グラフである．xと隣接するよう

な v ∈ I(P ∪ {x})が存在するならば，xと vを含む星グラ

フが連結成分にあるので，td({x}, P ) = 2であり，そうで

ないならば，G[I(P ∪ {x})∪ {x}]は孤立点の集合からなる
ため td({x}, P ) = 1である．

以下では，一般の場合（|X| > 1）の td(X,P )に対する

再帰式を定義する．

補題 5. X ⊆ V (G)が |X| > 1を満たすとする．任意の頂

点 x ∈ X を選び，F を (X \ {x}, P ∪ {x}) に適合する根付
き森とする．根付き木 T を r(T ) = xで，F に含まれる各

根付き木の根と xの間に辺を加えることで得られるものと

する．このとき，T は (X,P )に適合する．

証明. 明らかに，T は (X,P )に対する条件 C2と C3を満

たす．xが T の根であることにより，NG[V (T )](x)に含ま

れる頂点は xの子孫である．よって (X,P )に対する条件

C1も満たす．

集合 X の 2分割 (Y, Z)が非自明であるとは，Y ̸= ∅か
つ Z ̸= ∅を満たすときである．

補題 6. X ⊆ V (G)が |X| > 1を満たすとする．(Y, Z)を

X の非自明な 2分割とし，FY と FZ をそれぞれ (Y, P )，

(Z,P )に適合する根付き森とする．N(Y )∩N(Z)∩I(X∪P )

が空でないと仮定し，QをV (Q) = N(Y )∩N(Z)∩I(X∪P )

を満たし，両端点を vr，vl（|V (Q)| = 1の場合 vr = vlであ

ることを許す）であるような任意のパスであるとする．根

付き木 T を V (T ) = V (Q)∪
∪

T ′∈FY ∪FZ
V (T ′)，r(T ) = vr

で，各 T ′ ∈ FY ∪ FZ について辺 {vl, r(T ′)} を加えること
で得られるものとする．このとき T は (X,P )に適合する．

また，N(Y )∩N(Z)∩ I(X ∪P )が空である場合，FY ∪FZ

が (X,P )に適合する．

証明. まず I(X ∩ P ) \ (I(Y ∪ P ) ∪ I(Z ∪ P )) = N(Y ) ∩
N(Z) ∩ I(X ∪ P ) であることから証明する．I(X ∪ P ) \
(I(Y ∪ P ) ∪ I(Z ∪ P )) に含まれる頂点は Y と Z のいず

れにも隣接点を持つので，左辺の集合は右辺の集合の部

分集合である．逆に，N(Y ) ∩N(Z) ∩ I(X ∪ P )に含まれ

る頂点は Y と Z の両方に隣接点を持つため，I(Y ∪ P )

と I(Z ∪ P ) のどちらにも含まれることは無い．よって，

I(X∪P )\(I(Y ∪P )∪I(Z∪P )) = N(Y )∩N(Z)∩I(X∪P )

を得る．

上で示した事実を用いて補題を証明する．まずNG(Y )∩
NG(Z) ∩ I(X ∪ P )が空でない場合について考える．Qと

T を補題で述べたものとする．T は明らかに (X ∪P )に対

する条件 C2 を満たす．上で示した事実より，V (Q) =

I(X ∪ P ) \ (I(Y ∪ P ) ∪ I(Z ∪ P )) が得られ，さらに

∪
T ′∈FY

V (T ′)∩I = I(Y ∪P )，
∪

T ′∈FZ
V (T ′)∩I = I(Z∪P )

より条件 C3が得られる．また，各 v ∈ V (Q)において，v

とは異なるG[X ∪ I(X ∪ P )]の任意の頂点は，T において

v の祖先か子孫のいずれかであるため，条件 C1を満たす

ため，補題の前半部分が得られる．

NG(Y ) ∩NG(Z) ∩ I(X ∪ P )が空である場合も，上で示

した事実より，I(X ∪ P ) = I(Y ∪ P )∪ I(Z ∪ P )であるこ

とから，補題を導くことができる．

T を (X,P )に適合する根付き木とし，v ∈ V (T )を T の

分岐点で深さが最小のものとする．ここで，v は（存在す

れば）ユニークに決まることに注意する．T において Pv

の頂点同士の位置を任意に入れ替えても，得られる根付き

木 T ′ が (X,P )に適合することがわかる．この観察は次の

ように記述することができる．

観察 2. T を (X,P )に適合する根付き木で，少なくともひ

とつの分岐点を持つとし，vを T において深さ最小の分岐点

とする．このとき V (Pv)∩X ̸= ∅ならば，根がXに含まれ

る根付き木 T ′ で (X,P )に適合し height(T ′) = height(T )

であるようなものが存在する．

Deogunら [11]は，極小切断 (minimal separator)の概念

を用いて，いくつかのグラフクラスに対してランキング数

を求める多項式時間アルゴリズムを与えた．次の命題は，

その多項式時間アルゴリズムの中で鍵となるアイデアを

我々の目的のために言い換えたものである．

命題 3 ([11]). Gを完全グラフではない連結なグラフとす

る．このとき，Gの最適な消去木 T で，T の深さ最小の

分岐点 v において任意の u ∈ V (Pv)と任意の v の子 w が

N(u) ∩ V (Tw) ̸= ∅ を満たすものが存在する．

観察 2と命題 3を用いて次の補題を示す．

補題 7. G[X ∪I(X ∪P )]が連結で完全グラフではないと仮

定する．さらに (X,P )に適合し，その高さが td(X,P )であ

るような根付き木が少なくともひとつ存在すると仮定する．

このとき，(X,P )に適合する根付き木T で次の (1)，(2)のい

ずれかを満たし height(T ) = td(X,P )であるようなものが

存在する: (1)T の根がXに含まれる，または (2)Xの非自明

な 2分割 (Y,Z)に関してV (Pv) = N(Y )∩N(Z)∩I(X∪P )．

ここで，vは T における深さ最小の分岐点である．

証明. T を命題 3で主張する G[X ∪ I(X ∪ P )]の消去木

とする．その高さが td(X,P )であるような根付き木 T で

(X,P )に適合するものが少なくともひとつ存在するとい

う仮定より，height(T ) = td(X,P )である．観察 2より，

T の根は X に含まれるか，T の深さ最小の分岐点 v に

おいて V (Pv) ⊆ I(X ∪ P ) であると仮定できるため，こ

こでは後者であると仮定する．W を T における v の子

の集合であるとすると，命題 3 より，w ∈ W において，
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V (Tw) が X の頂点を少なくともひとつ以上もつことが

わかる．ここで，W ′ を W の空でない真部分集合とし，

Y =
∪

w∈W ′ V (Tw) ∩ X，Z =
∪

w∈W\W ′ V (Tw) ∩ X と

すると，(Y,Z)は X の非自明な 2分割である．命題 3よ

り，V (Pv)の頂点は Y と Z のいずれにも隣接点を持つた

め，V (Pv) ⊆ N(Y ) ∩N(Z) ∩ I(X ∪ P )が導かれる．次に

N(Y ) ∩N(Z) ∩ I(X ∪ P )の頂点は，補題 6と同様の議論

により，I(X ∪ P ) \ (I(Y ∪ P ) ∪ I(Z ∪ P ))にも含まれる

ため，I(X ∪ P ) \ (I(Y ∪ P ) ∪ I(Z ∪ P )) = V (Pv)より，

N(Y ) ∩N(Z) ∩ I(X ∪ P ) ⊆ V (Pv)が導かれる．これらに

より補題が得られる．

補題 8. X ⊆ C で |X| > 1とし，P ⊆ C \X とする．こ
のとき，td(X,P )は

min
x∈X

td(X \ {x}, P ∪ {x}) + 1 (1)

と

min
Y,Z⊆X

max(td(Y, P ), td(Z,P ))

+|N(Y ) ∩N(Z) ∩ I(X ∪ P )| (2)

のうち，小さい方の値と一致する．ただし，(2)式の min

は X の非自明な 2分割 (Y, Z)で E(Y, Z) = ∅であるもの
の中で最小値を選ぶとする．

証明. まず，td(X,P ) が式 (1) と式 (2) の値いずれより

も大きくならないことを証明する．最初に式 (1) の値が

式 (2)の値よりも小さい場合を考える。x ∈ X を式 (1)を

最小化する頂点とし，F を (X \ {x}, P ∪ {x}) に適合す
る根付き森とする．補題 5より，根付き木 T を r(T ) = x

で，F に含まれる各根付き木の根と xの間に辺を加えて

得られるものとしたとき，T は (X,P )適合する．よって，

td(X,P ) ≤ td(X \ {x}, P ∪ {x}) + 1 が得られる．次に

式 (1)の値が式 (2)の値以上である場合を考える．(Y, Z)

を式 (2) を最小化するような X の非自明な 2 分割とす

る．FY と FZ をそれぞれ (Y, P )と (Z,P )に適合する根付

き森とし，F を補題 6によって得られる根付き森とする

（N(Y )∩N(Z)∩I(X∪P )が非空であるときは，F = {T}と
する）．このとき F は (X,P )に適合するため，td(X,P ) ≤
max(td(Y, P ), td(X,P )) + |N(Y ) ∩ N(Z) ∩ I(X ∪ P )|が
得られる．

次に逆向きの大小関係を証明する．F を (X,P )に適合す

る根付き森で，height(F ) = td(X,P )を満たし，さらに要

素数 |F |が最大のものとする．ここで，G[X ∪ I(X ∪P )]が

非連結である場合，F は 2つ以上の根付き木からなること

に注意する．G[X ∪ I(X ∪P )]が完全グラフである場合は，

任意の x ∈ Xに関して td(X,P ) = td(X \{x}, P ∪{x})+1

であるため，以降では G[X ∪ I(X ∪ P )]が完全グラフでな

い場合を考える．

まず，F が単一の根付き木 T からなる場合を考える．

G[X ∪ I(X ∪ P )] が連結であるため，補題 7 より，T の

根が X に含まれるか，X の非自明な 2分割 (Y, Z)におい

て，V (Pv) = NG(Y ) ∩ NG(Z) ∩ I(X ∪ P )のいずれかを

満たす．ここで v は T の深さ最小の分岐点とする．もし

T の根が x ∈ X であるとき，T から xを削除することで

得られる根付き森は (X \ {x}, P ∪ {x})に適合する. T の

根が X に含まれない場合，X の非自明な 2分割 (Y,Z)に

おいて，V (Pv) = NG(Y ) ∩ NG(Z) ∩ I(X ∪ P )を満たす

ので，T から V (Pv)の頂点すべてを削除して得られる根

付き森を F ′ とすると，FY = {T ′ ∈ F ′ | V (T ′) ∩ Y ̸= ∅}
と FZ = {T ′ ∈ F ′ | V (T ′) ∩ Z ̸= ∅}はそれぞれ (Y, P )と

(Z,P )に適合する．よってこれらの事実より，td(X,P )は

式 (1)の値と式 (2)の値いずれよりも小さくはないことが

わかる．

次に F が 2つ以上の根付き木からなる場合を考える．こ

こで，F がX ⊆ V (T )を満たす根付き木 T を含む場合，F

が単一の根付き木からなる場合と同様の議論が適用できる

ため，以下では F に含まれる根付き木 T で，X ∩V (T ) ̸= ∅
かつ X \ V (T ) ̸= ∅を満たすものが存在すると仮定する．
Y = V (T ) ∩X，Z = X \ Y と定義する．F は (X,P )に

適合するため，N(Y ) ∩ N(Z) ∩ I(X ∪ P ) = ∅かつ T と

F \ {T}はそれぞれ (Y, P )と (Z,P )に適合する．したがっ

て，この場合においても td(X,P )は式 (2)の値よりも小さ

くならないことがわかる．よって補題が得られる．

補題 4，8により，非空なX ⊆ C と（非空とは限らない）

P ⊆ C \X において，td(X,P )を動的計画法を用いて計算

する．td(X,P )の値は，X ′ ⊂ X と P ′ ⊆ C \X ′ における

td(X ′, P ′)の値が表にあれば，O(2|X|)nO(1) 時間で計算可

能である．よって，td(G) = td(C, ∅)は，∑
X⊆C

∑
P⊆C\X

2|X|nO(1) ≤ 4|C|nO(1)

時間で計算可能である．

5. まとめ

本稿では，n頂点グラフが与えられたとき，最適消去木を

求める問題に対するO(τ(G)3)頂点カーネル化と 4τ(G)nO(1)

時間固定パラメータアルゴリズムを与えた．Chapelleら [10]

は木幅やパス幅を求める問題に対して，3τ(G)nO(1) 時間ア

ルゴリズムを与えており，提案アルゴリズムの実行時間の 4

を 3に改善できると期待できるが，未解決である．無向グ

ラフの消去木の概念は有向グラフへ一般化されており（閉

路ランク（cycle rank）[13], [14]などがその一例である），

本結果を有向グラフに拡張できるかも今後考えていきたい．

最後に，Fominら [16]は最適消去木を求める O(1.9602n)

時間アルゴリズムを与えた．これは，木幅 [17], [18]やパス

幅 [21]を求める指数時間厳密アルゴリズムに比べると，幾
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分実行時間が大きい結果である．この結果を改善できるか

は，興味深い問題であろう．
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