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曲率フローに基づく閉曲線ブレンディング

平野 正浩1,a) 渡辺 義浩1 石川 正俊1

概要：平面上の任意の閉曲線間の遷移を記述する閉曲線ブレンディングは，計算幾何学や CGの分野にお
いて基本的な問題である．従来の閉曲線ブレンディングの手法では，閉曲線の曲率関数同士を線形補間す
ることによって得られた曲率関数と最も近い曲率関数を持つ閉曲線を求める問題として定式化されている
ので，強い非線形性が生じることが知られている．これに対して，本稿では曲率フローがブレンディング
の手法として応用できる可能性に着目する．エネルギー関数として曲率関数の L2 内積を考えることで，線
形制約下での線形フローとして閉曲線の遷移を記述できることを示し，閉曲線ブレンディングを達成する
手法について述べる．

1. 序論

シェープブレンディング (シェープモーフィング)とは，

閉曲線やソリッドモデルの間の遷移を連続に表現する手法

であり，コンピュータグラフィックス (CG)等の分野で活

発に研究されている問題である．その中でも対象を閉曲線

に限定した問題を閉曲線ブレンディングと呼び，アニメー

ションの生成 [1]やシェープマッチング [2]等の様々なア

プリケーションにおいて重要な役割を果たしている．閉曲

線ブレンディングを計算機で行うためには，ブレンディン

グする閉曲線を離散化したポリゴンに対して，初期状態の

ポリゴンの頂点が終了状態のポリゴンのどの頂点に対応

するのか，という対応関係を明らかにする必要がある．こ

の問題は頂点対応問題と呼ばれ，多くの研究が行われてい

る [3], [4]．閉曲線ブレンディングは，このような頂点対応

問題に加え，各頂点がブレンディング中に通過するパスを

求める問題を解く必要がある．この問題は，頂点対応問題

によって求められた頂点対の位置を線形補間するといった

単純な手法では，上述のアプリケーションに求められる品

質を備えたブレンディングが実現できないという難しさが

ある．このため，特に本稿では，すでに与えられた対応関

係を用いて，図 1に示すような閉曲線ブレンディングを行

う手法を提案する．

閉曲線ブレンディング手法によって生成される曲線の遷
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移は，曲線の特徴を記述する量に基づいて決定されること

が望ましいと考えられる．曲線上の各点における曲がり具

合を示す幾何学量である曲率は，形状認識にも用いられ

る [5]ように，曲線の性質を良くとらえたものである．そ

こで，曲率を用いることが閉曲線ブレンディングに対して

有効であるという視点のもと，より自然なブレンディング

を達成するために，曲線上の各点に対応する曲率を線形補

間する手法が提案されてきた [6], [7]．

しかし，曲率を直接操作することがブレンディングの自

然さに寄与する一方で，閉曲線に応用することは困難であ

ることが知られている．これは，初期状態の閉曲線と終了

状態の閉曲線の曲率関数を線形補間して得られた曲率関数

から再構成した曲線は，一般に閉曲線にならないことや，

曲線の始点と終点が一致しているという曲線の位置そのも

のに関する条件を，曲率のみによって書き下すことが困難

であることに起因していると考えられる．

以上のような問題点を克服するため，閉曲線を生成する

という制約のもと，曲率関数を用いて曲線ブレンディング

を達成する手法が提案されてきた．Sederbergらは，各辺

の長さを調節することによって曲線が閉曲線条件を満たす

手法を提案しているが [6]，著者らも指摘しているように，

単純な形状同士のブレンディングであったとしても大きく

辺長を調整する場合がある．他にも，辺長を調整すること

で離散曲率の値も変わってしまうため，線形補間により求

めた曲率関数との L2ノルムが大きく乖離する傾向がある．

また Sabaらは，ポリゴンの各頂点の内角を調整することで

閉曲線条件を満たす曲線の推定方法を提案しているが [7]，

複雑な制約を持つ非線形問題を解く必要があるため，計算

コストが大きく，リアルタイムな処理に不向きである上に
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図 1 提案手法による閉曲線ブレンディングの例．この例では，「1」から「2」への閉曲線ブレ

ンディングを実現している．

Fig. 1 An illustration of closed curve blending by proposed method. This figure shows

blending between polygons in the shape of ‘1’ and ‘2’.

局所最適解に陥る可能性があるという課題がある．

そこで本稿では，R2平面上の曲線を，多様体M から R2

へのはめ込みであることに注目し，関数空間上の点として

捉えることで，曲線間の遷移を記述する曲線ブレンディン

グを，幾何学的フローを設計する問題として定式化するこ

とを提案する．

幾何学的フローとは，曲率のような幾何学量の入った多

様体上で定義された汎関数の勾配フローである．幾何学的

フローを用いる手法は，曲線や曲面に関する幾何処理に

おいて近年注目を浴びている手法 [8]である．Desbrunら

は，曲面M に対して定義されたメンブレンエネルギーに

対して最急降下法により導出される平均曲率フローを用

いることで，曲面のフェアリングを実現している [9]．ま

た，Willmore エネルギーに基づくWillmore フローを用

いる事でフェアリングを実現している研究も行われてい

る [10], [11], [12]．

このように，幾何学的フローは，曲線や曲面の形状の遷

移を記述する手法であると解釈することができるため，本

稿で提案するように，閉曲線ブレンディングにも応用する

ことが可能であると考えられる．しかし，フェアリングの

際に用いられるエネルギーは，対象となる形状の次元にお

いて最もエネルギーの低い形状 (2次元の場合は円)を基準

としたものであるため，直接閉曲線ブレンディングに応用

することは困難であり，エネルギー関数の最適な設計が必

要である．

閉曲線ブレンディングの入力としては，C2-級の曲線が

仮定されている研究が多く存在する [7]．しかし，曲率関数

を構成する際に必要な弧長パラメトリゼーションを解析的

に行うことが困難であるため，これらの研究では曲線を離

散化することで問題を定式化している．

このような背景のもと，本稿では画像データからの閉曲

線ブレンディング等の実応用的な場面も想定し，離散曲

線に対して幾何学的フローを構成する．すなわち，ブレン

ディングの初期状態に対応する曲線を離散化して得られた

ポリゴンと，終了状態に対応するポリゴンそれぞれに対応

する離散曲率ベクトルから L2 内積に関する勾配フローを

考えることにより，自然な曲線ブレンディングを，高速に

かつ数値的に安定に構成する手法を提案する．提案手法の

有効性を確認するため，関連研究との比較実験を行うこと

により，従来手法よりも高速でかつ自然なブレンディング

が達成されたことを確認した．

2. 準備

2.1 曲率関数

R2 上の C2-級の曲線に関する基本的な知識を整理する．

R2 上の任意の曲線 γ(u) : I = [a, b] → R2 が与えられたと

き，弧長パラメータ sを

s =

∫ u

a

∣∣∣∣dγdu
∣∣∣∣ du (1)

と定義する．このとき，任意の uに対して |dγ/du| ̸= 0で

あると仮定して，曲線 γ を弧長パラメータ sで書き表した

ものを γ(s) : [0, L] → R2 とする．(ただし，Lは曲線 γ の

長さであるとする．) ここで，|dγ/ds| = 1となることに注

意する．任意の弧長パラメータ s ∈ [0, L]に対応する曲線

上の点における単位接ベクトルを et とし，それに反時計

回りに直交する単位法線ベクトルを ep とする．このとき，

曲線 γ(s)に対応する曲率関数 κ(s)を

κ(s) : s 7→ e′t
ep

(2)

と定義する．(ただし，e′t = |det/ds|．)

曲線に関する微分幾何学の基本的な定理 [13]によれば，

弧長パラメータを持つ 2 曲線 γ1(s) と γ2(s) の曲率関数

κ1(s)と κ2(s)が一致するための必要十分条件は，回転と

平行移動を用いて γ1(s)を γ2(s)に重ねることができるこ

とである．曲線ブレンディングにおいて，R2 平面におけ

る曲線の位置は重要ではないため，回転と平行移動によっ

て重ねることができる曲線を同一視することとする．

また Sabaらは弧長パラメータを持つ曲線 γ1(s) : [0, 1] →
R2, γ2(s) : [0, 1] → R2 の間のパラメトリック距離

d̄(γ1, γ2) = max
s∈[0,1]

∥γ1(s)− γ2(s)∥ (3)

に関して，次のような定理を示した [7]．
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図 2 ポリゴンに関するパラメータの定義

Fig. 2 Definitions of polygon parameters.

定理 1 γ1(0) = γ2(0)でありかつ γ′
1(0) = γ′

2(0)である

ような曲線 γ1, γ2 を考え，これらの曲率関数を κ1, κ2 とす

る．このとき，ある εが存在して ∥κ1 − κ2∥2 ≤ εであると

き，d̄(γ1, γ2) ≤ εとなる． □
この定理から，曲率関数の L2 ノルムによって，曲線の

パラメトリック距離を上から抑えることができることがわ

かる．

2.2 離散曲率ベクトル

滑らかな閉曲線 γ(u) : [a, b] → R2 を離散化すること

を考える．[a, b] の任意の分割 {a = σ0, σ1, . . . , σn = b}
に対して，図 2 に示すように，対応する曲線上の点

pi = γ(σi), (i = 0, 1, . . . , n) の集合を得る．γ が閉曲線

であったとき，p0 = pnである．ここで，区分線形な R2上

の関数

γ̂(u)=
u−σi−1

σi−σi−1
pi+

σi−u

σi−σi−1
pi−1 (σi−1≤u<σi) (4)

を考える．この区分線形関数 γ̂ の像をポリゴンと呼び，

P = {p0, p1, . . . , pn−1}をその頂点集合と呼ぶ．P を結ぶ

線分をエッジと呼び，その集合を Eで表す．文脈から明ら

かなときは，頂点集合 P によってポリゴン自体を指す．

前節で定義した曲率は微分を伴う操作であったため，ポ

リゴンに対して直接適用することはできない．そこで，離

散微分幾何 [14]を用いて離散曲率を導出する．ストークス

の定理を用いると，ある頂点 pi ∈ P の双対辺 e⋆i に沿った

曲率の積分値は，その頂点における外角 φi ∈ Rと等しい
ことがわかる．したがって，離散 Hodgeスター ⋆̂を用い

て，頂点 piにおける曲率を離散化して得られる離散曲率を

求めると

κ̂i = ⋆̂φi (5)

となる．離散Hodgeスターを用いることは，双対辺上で離

散量を区分定数内挿するということを意味するため，双対

辺の長さ Li = ∥e⋆i ∥ = (∥pi+1 − pi∥ + ∥pi − pi−1∥)/2を用
いて，

κ̂i =
φi

Li
(6)

と書き下せる．離散曲率を用いて，頂点集合 P を持つポリ

ゴンの離散曲率ベクトルを，

κ̂ = [κ̂0, κ̂1, . . . , κ̂n−1]
T (7)

と定義する．

4.5節でも確認するように，各エッジの長さと離散曲率

ベクトル κ̂が与えられれば，離散曲線が一意に定まる．

2.3 曲線のエネルギー

離散曲線に対してエネルギーを定義することを考え

る．弧長パラメータによって表された滑らかな曲線

γ(s) : I = [0, L] → R2 の曲率関数が，どの程度円の曲

率関数から離れているのかを図る指標としてエネルギー

E(γ) =

∫ L

0

κ2ds (8)

を用いる．これを離散化すると，離散曲線のエネルギーは

E(κ̂) = ∥κ̂∥2 (9)

とかける．このエネルギーのことを，曲率エネルギーと

呼ぶ．

2.4 曲率フロー

弧長パラメータを持つ任意の曲線 γ : [0, L] → R2 の曲率

関数 κ(s)を要素として持つ関数空間を考える．この空間

は完備であるので，L2 内積

⟨⟨κ1, κ2⟩⟩ =
∫

κ1(s)κ2(s)ds (10)

を導入することで Hilbert空間M が構成できる [15]．

このヒルベルト空間M に対して定義されるエネルギー

関数 E : M → Rに対して，Fréchet微分を考える．また，

M 上のベクトル場X : κ ∈ M 7→ −∇E(κ)は完備であるの

で，M 上で幾何学的フロー Ė = −∇E が構成できる [16]．

この幾何学的フローを曲率フローと呼ぶ．

このように，L2内積による Fréchet微分を考えることに

より，位置による微分を含まない形でフローを記述するこ

とが可能となり，高次の非線形性を回避することができる

ことが示されている [12]．

以上の議論を離散化する．離散曲線に対しては，有限次

元ベクトルである離散曲率ベクトルを用いてフローを書き

下すことができる．すなわち，曲率フローは

˙̂κ = −∇E(κ̂) (11)

とかける．E = ∥κ̂∥2 と定義して得られるフロー ˙̂κ = −2κ̂

は曲線のフェアリングとして用いられる [12]．このフロー

は線形であるので，数値的に安定に計算することができる．
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図 3 曲率関数同士の線形補間のみで構成した曲率関数を持つ曲線は一般に閉曲線にならない．

Fig. 3 Curves generated by curvature-based interpolation are not necessarily closed.

3. 関連研究

閉曲線ブレンディングとは，2 つの閉曲線 γs : Is →
R2, γg : Ig → R2 が与えられたとき，写像 t 7→ γt が

連続でありかつ γ0 = γs, γT = γg であるような曲線族

{γt}t∈[0,T ] : It → R2 を求める問題である．

最も単純なブレンディング手法は，予め正規化した曲線

対 γs, γg 自体を線形補間することで，曲線族 {γτ}τ∈[0,1] =

(1− τ)γs + τγg を得るものである．しかしこの手法は，5

章でも示すように，曲線のパラメトリゼーションや方向に

よって結果が異なることにより，不自然なブレンディング

を生成する．

そこで，曲線の曲率を用いることで，曲線の位置や方向，

パラメトリゼーションによらないブレンディングを実現す

る手法が提案されてきた．これらの手法では，定義域を正

規化した後，弧長パラメータ sを用いてリパラメトリゼー

ションを行った γ̄s(s) : [0, 1] → R2, γ̄g(s) : [0, 1] → R2から

構成した曲率関数 κ̄s, κ̄g を考える．このとき，線形補間す

ることで得られた曲率関数 {κ̄τ}τ∈[0,1] = (1 − τ)κ̄s + τ κ̄g

を用いてブレンディングを行う手法である．しかし，弧長

パラメータを持たない曲線の曲率関数を解析的に表現する

ことは困難であることが知られており，また，{κ̄τ}τ∈[0,1]

に対応する曲線族は，図 3に示すように一般に閉曲線族と

ならないため，閉曲線ブレンディングに応用する際に問題

点が存在する．

このうち前者の問題は，滑らかな曲線を離散化してポリ

ゴンを構成することで解決することができる．後者の問題

は，また，ポリゴンの内角を保ったままエッジ長を調整す

る手法 [3], [6], [17]と，エッジ長を保ったまま内角を調整

する手法 [7]が提案されている．エッジ長を調整する手法

では，閉形式の解としてブレンディングが求められるが，

単純な形状同士のブレンディングにおいても大きく辺長を

調整しなければならない場合がある．一方で，内角を調整

する手法では非線形最適化問題を解く必要がある．すなわ

ち，ポリゴン P = {p0, p1, . . . , pn}に対して，{κ̄τ}τ∈[0,1]

から計算した離散曲率ベクトル {κ̂τ}τ∈[0,1]を用いて，非線

形最適化問題

Contour

extraction

Contour

extraction

図 4 入力とする 2 値画像と輪郭抽出により生成したポリゴン．上

図が初期状態に対応し，下図が終了状態に対応する．

Fig. 4 Input binary images and generated polygons by con-

tour extraction. Top row corresponds to initial state of

blending, and bottom row corresponds to target state.

min ||κ̂− κ̂τ ||2

s.t. p0 = pn
(12)

の解 κ̂を求めるものである．この手法は，問題の制約式が

強い非線形性を持つことから，求めた解が大域的最適解を

持つことが保証されない上に，計算に時間がかかるという

問題点がある．

また，ポリゴンの頂点と辺に対してエネルギーを適切に

設計することで，自己交差を回避するフェアリングやブ

レンディングを実現する手法が提案されている [18], [19]．

例えば Ibenらによって提案されているブレンディング手

法 [19]では，頂点と辺の間のユークリッド距離の 2乗に反

比例するエネルギー関数を用いているが，その勾配は非線

形式となってしまい大域的最適解が保証されない．また，

多くの計算時間を要するため，リアルタイムな処理が必要

とされる場面では，適用することが困難な手法である．

4. 曲率フローに基づく閉曲線ブレンディング
手法

本章では，提案手法である曲率フローに基づく閉曲線ブ

レンディング手法について述べる．

4.1 輪郭画像による離散曲率ベクトルの生成

本稿では画像データから輪郭を取得することにより曲線

ブレンディングの初期状態に相当するポリゴンと終了状態

に相当するポリゴンを生成する．これらのポリゴンをそれ
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ぞれ，スタートポリゴン Ps とゴールポリゴン Pg と呼ぶ．

本稿において，これらのポリゴンを生成する元となる入

力画像は，図 4に示すように適切な画像処理によって得

られた 2値画像である．これらの 2値画像に対して輪郭抽

出を行って取得した形状の輪郭上にあるピクセルの位置座

標を反時計回りに並べた集合 C = {c1, c2, . . . , c|C|}を考え
る．この集合 C を用いて，頂点数 N のポリゴン

P =

{
cj |j =

[
i|C|
N

]
, i = 1, 2, . . . , N

}
(13)

を生成する (ただし，[·]は Gauss記号)．この操作を，入

力画像対それぞれに対して行いポリゴン Ps, Pg を生成し

た後，2.2節で説明した手法に基づいて離散曲率ベクトル

κ̂s, κ̂g を計算する．

このようにして生成したポリゴンと元の曲線とのハウ

スドルフ距離は 1/N2 のオーダーを持つことが知られてお

り [20]，上述の離散化手法は元の曲線を近似するものであ

ることが証明されている．

4.2 ジョイントパーティション

離散曲率ベクトルは，弧長パラメータによって表された

離散曲線の頂点集合における離散曲率の値を並べたもので

ある．曲率フローは，各頂点で同じ弧長パラメータを持つ

離散曲率ベクトル間の遷移を記述するものであるので，ス

タートポリゴンとゴールポリゴンの頂点集合から曲線 γ の

逆像によって対応付けされる分割を一致させる必要がある

が，図 5に示すように，一般にこれらの分割は一致しない．

そこで提案手法では，ジョイントパーティション [7]と

呼ばれる手法によって分割を一致させる．スタートポリゴ

ン Psとゴールポリゴン Pg を生成し，それぞれのエッジの

長さの総和が 1となるように正規化を行った後，2.2節に

従って生成した離散曲率ベクトルをそれぞれ κ̂s, κ̂g とし，

対応する分割を σs, σg とする．このとき，σs と σg のジョ

イントパーティション σj を，σj = σs ∪ σg と定義するこ

とで，スタートポリゴンとゴールポリゴンの分割を共有す

ることができる．正規化したスタートポリゴンとゴールポ

リゴンは，P を通る [0, 1]上で定義された区分線形な関数

γ̂s, γ̂g の像であると考えることができる．ジョイントパー

ティションによって，新たに生成されたポリゴンを P̂s, P̂g

とすると，

P̂s = {pj |pj = γ̂s(s); s ∈ σj} (14)

P̂g = {pj |pj = γ̂g(s); s ∈ σj} (15)

と書ける．これらのポリゴンから計算した離散曲率ベクト

ルを κ̂s, κ̂g とする．

4.3 最急降下法による曲率フローの設計

フェアリングを目的として曲率フローを用いる手法 [12]

は，曲率フローを導出するエネルギー関数として曲率エネ
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図 5 スタートポリゴンとゴールポリゴンの離散曲率ベクトル

Fig. 5 Discrete curvature vector of initial polygon and target

polygon.

ルギーを用いればよいが，これをブレンディングに応用す

る際には，最適なエネルギー関数の設計が必要である．

ジョイントパーティションによって生成した離散曲率ベ

クトルを κ̂s, κ̂g とする．例えば単純に曲率エネルギーの差

E = ∥κ̂∥2 − ∥κ̂g∥2 をエネルギー関数とする曲率フローは
˙̂κ = −2κ̂となるため，ブレンディングを実現することはで

きず，フェアリングとなってしまう．

そこで本稿では，曲率関数の関数空間M 上のエネルギー

関数として E = ∥κ̂ − κ̂g∥2 を用いることを提案する．こ
のエネルギーの L2 内積に関する勾配を取り，曲率フロー

˙̂κ = −2(κ̂− κ̂g) (16)

を求め，初期条件として κ̂t=0 = κ̂s を用いることで，ブレ

ンディングをこの曲率フローで表現する．このようにして

定義された曲率フローは，付録 A.1に示すように κ̂g に向

かって収束する．

また，数値計算のためこの曲率フローを離散化を行う．

この曲率フローは線形であり，位置に関する微分を含まな

い．このため安定性が高く，前進オイラー法を用いること

ができる．すなわち，

κ̂t=t+dt = (1− 2dt)κ̂t=t + 2κ̂gdt (17)

にしたがって数値計算を行う．

4.4 閉曲線条件の適用

4.3節で導出した曲率フローを閉曲線に応用する際には，

以下に示す 2つの条件を制約として加えた更新方向を用い

る [12]．すなわち，弧長パラメータを持つ C2-級の閉曲線

γ(s) : [0, L] ⊂ R → R2 に対して，

• γ′(0) = γ′(L) (Neumann境界条件)

• γ(0) = γ(L) (Dirichlet境界条件)

を満たすように曲率フローを構成する．このうちNeumann

境界条件は，閉曲線における全曲率の和がその曲線の回転

数 k ∈ Zを用いて
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0

κds = 2πk (18)

と書ける．初期状態に対応する閉曲線が Neumann条件を

満たしていると仮定すると，両辺を時間微分して∫ L

0

κ̇ds = 0 (19)

となることから，更新方向と定数関数 1が L2直交すれば，

曲率フローが Neumann条件を満たすことがわかる．一方

で，Dirichlet境界条件は，∫ L

0

γ′ds = 0 (20)

と書けることから，微分幾何の計算を行うことにより∫ L

0

κ̇γ = 0 (21)

となる．したがって Dirichlet境界条件は，κ̇と x-座標関

数 γx，y-座標関数 γy それぞれが L2 直交することである

とわかる．以上の制約条件を離散化すると，

⟨⟨κ̇,1⟩⟩ = ⟨⟨κ̇, γx⟩⟩ = ⟨⟨κ̇, γy⟩⟩ = 0 (22)

とかける．

4.3節で導出した曲率フローにこれらの制約条件を課す

ためには，κ̂− κ̂g から，定数ベクトル 1，x-座標関数 γx，

y-座標関数 γy と直交する成分のみ求めればよい．これは，

Gram-Schmidt法によって行うことができる．

4.5 離散曲線の再構成

上記のプロセスに従って得られた各頂点ごとの離散曲率

ベクトル κ̂ = [κ̂0, κ̂1, . . . , κ̂m−1](ただし，m = |Ps| = |Pg|)
から，ポリゴンを構成する頂点集合 P = {p0, p1, . . . , pm−1}
を計算する．ポリゴンのエッジの長さは，4.1節で生成し

たときの値を用いればよい．piと pi+1の距離を li,i+1とす

る 2.2節で述べたように，離散曲率ベクトルは曲線の回転

及び並進移動に対して不変であるので，∥p0 − p1∥ = l0,1を

満たし，p1 − p0が x−軸と平行になるように p0, p1を固定

する．各頂点に対応する外角 φi(i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1})は，
式 (6)を用いて，

φi = κ̂iLi (23)

となることから，pi(i = 2, 3, . . . ,m− 1)の位置は

pi = pi−1 + li−1,i

cos
i−1∑

j=1

φj

 , sin

i−1∑
j=1

φj

T

(24)

にしたがって帰納的に再構成できる．

5. 閉曲線ブレンディング実験

提案する曲率フローに基づく閉曲線ブレンディング手法

の有効性を確認するために，4章の提案手法によって実験

を行った．
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図 6 ポリゴンとゴールポリゴンとの L2ノルムの収束性の違い．緑

の線が Sabaによるもの [7]で，青の線が提案手法によるもの．

Fig. 6 L2 norm between intermidiate polygon and target poly-

gon. Green line and blue line indicate convergence in

L2 norm by Saba’s method and the proposed method,

respectively.

5.1 実験条件

入力とする 2値画像から，4.1節で述べた方法に従って

頂点数 50のポリゴンを生成した．提案手法におけるタイ

ムステップは dt = 0.01とし，合計 200ステップ行った．

なお，実験に用いた計算機は，2.6GHz Intel Core i7を

搭載するMacBook Pro (Retina, Mid2012)である．

5.2 ブレンディング結果

提案手法の有効性を確認するために，「チョキ」から

「パー」に遷移する閉曲線ブレンディング (実験 1)と，「開

いた手」から「サムアップ」に遷移する閉曲線ブレンディ

ング (実験 2)を行った．図 7,図 8は，その結果を示した

図である．比較対象として用いたのは，3章で述べた頂点

位置の線形補間による手法と Sabaらによって提案された

手法 [7]である．これらの比較手法は，スタートポリゴン

とゴールポリゴンの頂点位置や離散曲率ベクトルの線形補

間を利用しており，3章で述べた線形補間のパラメータ τ

を用いてブレンディング曲線を求めるものであるが，提案

手法ではパラメータ τ に相当するものが存在しない．

そこで，提案手法によって求めたブレンディング曲線の

中から，これらの線形補間をベースにした手法に対応する

ブレンディング曲線を以下のようにして求めた．まず，提

案手法と Sabaらによる手法によってそれぞれ生成された

ブレンディング曲線の離散曲率ベクトルとゴールポリゴン

の離散曲率ベクトルのユークリッドノルムを求める．図 6

に示すのは，図 7で示す実験において，ゴールポリゴンと

の L2 ノルムの 2乗をステップごとにプロットしたもので

ある．Sabaらによる手法は離散曲率ベクトルの線形内挿

に基づくものであるので，2次関数的に収束しているが，

提案手法は最急降下法に基づくものであるので，指数関数
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表 1 1 つのブレンディング曲線の生成に要した平均計算時間

Table 1 Average computation time for generating single blend-

ing curve.

Linear Saba,2014[7] Proposed

Exp. 1 27.16[µs] 3.544× 106[µs] 75.87[µs]

Exp. 2 26.16[µs] 3.532× 106[µs] 72.97[µs]

的に収束していることが確認できる．これらの結果は，理

論的に導出した結論と一致する．(付録 A.1に導出過程を

まとめた．)

このユークリッドノルムの近いもの同士が対応するブレ

ンディング曲線であるとし，Sabaらによる手法で求めたブ

レンディング曲線に対して，それぞれ対応するブレンディ

ング曲線を選出した．(定理 1を用いた．)

5.3 ブレンディングに要する計算時間

1つのブレンディング曲線を生成するのに必要な計算時

間を，提案手法と比較手法それぞれで計測した結果を表 1

に示す．提案手法は C++を用いて実装したが，Sabaらの

手法は論文で提案されているように Matlabで実装した．

非線形最適化ソルバーは fminconを用い，内点法により非

線形最適化問題を解いた．ここで，関数評価の最大回数の

パラメータを 10,000とした．

この結果から提案手法は，Saba らの手法に比べて約

48,000倍高速にブレンディング曲線が計算でき，リアルタ

イムな曲線ブレンディングを可能にする手法であることが

わかる．

6. 結論

本稿では，平面上の任意の閉曲線間の遷移を記述する閉

曲線ブレンディングに対して，曲率フローに基づく手法を

提案した．曲率エネルギーを，離散曲率ベクトルの差の 2

乗として定式化し，その L2 内積に関する勾配を考えるこ

とにより，曲率フローが線型かつ，曲率のみに依存する形

式で記述し，数値的に安定なブレンディングを達成した．

また，従来の非線形最適化問題に帰着させて解く手法に比

べて，はるかに高速な閉曲線ブレンディングを実現するこ

とが可能になり，CGなどの分野でリアルタイムな処理が

要求される場面においても活用することができる．

また，本手法の制約ベクトルを適切に設計することで，

閉曲線ブレンディング以外の問題にも応用することが可能

である．例えば，曲線の両端点に対して個別の位置制約条

件を与えることにより，冗長ロボットの軌道生成に用いる

ことができる．

今後の課題としては，ブレンディングの品質という点に

おいても高い水準を達成していると言えるが，閉曲線ブレ

ンディングの品質を評価する指標が存在しないため，定量

的に評価することができる指標を構築し，改めて結果を評

価することが挙げられる．
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図 7 実験 1 におけるブレンディング結果

Fig. 7 Blending results in Exp. 1.

L
in

ea
r

S
ab

a,
 2

0
1
4

 [
7
]

P
ro

p
o
se

d

図 8 実験 2 におけるブレンディング結果

Fig. 8 Blending results in Exp. 2.

付 録

A.1 曲率エネルギーの収束速度

提案手法による曲線ブレンディングにおいて，曲率エネ

ルギーの収束速度について議論する．すなわち，任意の時

刻 t > 0における離散曲率 κ(t)とゴールポリゴンの離散曲

率ベクトル κg のユークリッドノルムの 2乗を導出する．

提案手法で用いる曲率フローは

κ̇ = −2(κ− κg) (A.1)

であるので，曲率フローの初期条件 κ(0) = κs の下，この

微分方程式を解くと

κ(t) = κse
−2t + (1− e−2t)κg (A.2)

となる．よって，ゴールポリゴンとのユークリッドノルム

の 2乗は

||κ(t)− κg||2 = (κs − κg)
2e−4t (A.3)

となることから，指数関数的に減少することがわかる．

一方で，スタートポリゴンとゴールポリゴンの離散曲率

ベクトル κs, κg の線形補間により求めた離散曲率ベクトル

κ(τ) (τ ∈ [0, 1])は，

κ(τ) = (1− τ)κs + τκg (A.4)

で与えられることから，ゴールポリゴンとのユークリッド

ノルムの 2乗は

||κ(τ)− κg||2 = (1− τ)2(κs − κg)
2 (A.5)

となり，2次関数的に減少することがわかる．
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