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Xeon Phiにおける並列2分法による固有値計算の性能評価

石上裕之1,2,a) 木村欣司1,b) 中村佳正1,c)

概要：2 分法による実対称 3 重対角行列向け固有値計算について, メニーコアプロセッサ Intel Xeon Phi

(Xeon Phi)上での実装とその性能評価について述べる. 本研究では, LAPACKの 2分法ルーチン DSTEBZ

に対して OpenMPによるスレッド並列化を施し,その並列 2分法コードから Xeon Phi向けの実装コードを
開発した. マルチコア CPUと 1台の Xeon Phi を搭載した計算機上での数値実験では,開発した Xeon Phi

向けの実装コードが良好な性能を示すことを確認した. 更に,マルチコア CPUや GPUといった他の並列計
算ハードウェア上での 2分法による固有値計算の性能とも比較を行い, Xeon Phi上での 2分法の性能の優
位性を確認した.

1. はじめに

n次実対称密行列 Aに対する標準固有値問題

Avi = λivi, i = 1, . . . , n

を考える. ここで, {λi}ni=1
は Aの実固有値 (λ1 ≤ · · · ≤ λn),

{vi}ni=1 は λi に対応する実固有ベクトルである. 以下では,対
応する固有値と固有ベクトルの組を固有対と呼ぶ.

実対称密行列の固有対計算は多くの科学技術計算で現れ
る基本的な線形計算で,全ての固有対が要求される場合も
あれば,一部の固有対のみが要求されることもある. 近年で
は,解くべき固有対問題も大規模化しており,並列計算によ
る高速化は欠かせないものとなっている. その一手法とし
て近年,元来画像処理のために用いられていた GPUや Intel

社の開発したMICアーキテクチャといったアクセラレータ
への注目が大きい. 特に, MICアーキテクチャは CPU向け
に C言語や Fortran言語で実装されたコードを大きく改変
することなく使用できるという利点がある. MICアーキテ
クチャで構成されるコプロセッサXeon Phiには,直接Xeon

Phi上でプログラムを実行するネイティブモデルと,ホスト
計算機の CPUとMIC両者を使ってプログラムを実行する
オフロードモデルといった, 2つの実行モデルがある. 本研
究では,マルチコア CPUと 1台の Xeon Phiコプロセッサ
で構成されるシステム上において,上記の 2モデルに対す
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る実装を考える.

一般に実対称行列の固有対計算は,直交変換による 3重
対角化あるいは帯行列化を経て,変換後の行列の固有対を
計算する. ここで,元の行列の固有値は変換後の行列の固有
値そのものであり,元の行列の固有ベクトルは 3重対角化
あるいは帯行列化の逆変換を施すことによって得られる. 3

重対角化や帯行列化,逆変換の手法については高い並列化
効率を達成する様々なアルゴリズムおよび実装法が提案さ
れている.

これに対して本論文では,変換後の行列に対する固有対
計算法のうち,実対称 3重対角行列の全固有値あるいは一
部の固有値のみ計算することのできる 2分法による固有値
計算に着目する. 尚, 実対称 3重対角行列の固有ベクトル
計算には,逆反復法 [11], [16]やMRRR (Multiple Relatively

Robust Representations)法 [5], [7]があり,分散メモリ型並列
計算向け実装は数値計算ライブラリ ScaLAPACK (Scalable

Linear Algebra PACKage) [2]にルーチンが提供されている.

特に, MRRR法は全固有対計算にも適用可能であり,その場
合には 2分法を用いて全固有値を計算する必要がある. こ
のような要求から,本研究では, 2分法による全固有値計算
について評価を行う.

本論文の構成は以下の通りである. 2章では,本研究にお
いて対象とする Xeon Phiコプロセッサの特徴や実行モデ
ルについて導入する. 3章では,性能評価において使用する
実対称 3重対角行列の固有値を計算するための 2分法とそ
のスレッド並列実装について導入する. 4章では, 2分法の
Xeon Phiコプロセッサ向け実装として,ネイティブモデル
向け実装,オフロードモデル向け実装について導入する. 5

章では,まず, 4章において示した 2つの Xeon Phi向けの並
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列 2分法コードを数値実験により性能評価する. 更に,共有
メモリ型マルチコア計算機や GPUそれぞれに適した 2分
法コードによる数値実験を行い, Xeon Phiを利用した並列
2分法コードとの比較評価を行った結果についても示す. 6

章はまとめである.

2. Xeon Phiコプロセッサ

本章では, Xeon Phiコプロセッサの特徴や実行モデルに
ついて導入する.

2.1 Xeon Phiコプロセッサの特徴
Xeon Phiコプロセッサは Intel社により開発されたMIC

(Many Integrated Core) アーキテクチャに基づくアクセラ
レータで, GPU 同様, PCI Express に装着する形で使用で
きる. 計算コアの数は 60 個前後で，各計算コアが最大 4

スレッドの SMT (Simultaneous Multithreading)に対応する.

GPUと同様に，Xeon Phiコプロセッサのそれぞれの計算
コアは CPUに比べると低速であるが,多数のスレッドを生
かした並列計算により大幅な計算の高速化が期待できる.

また, CPU向けのソースコードを Xeon Phi向けに使用す
ることや, OpenMPや MPIといった CPU向けの並列化技
法を適用することが可能である.

2.2 Xeon Phiコプロセッサの実行モデル
Xeon Phiには,ネイティブモデルとオフロードモデルと
いった 2種類のプログラム実行モデルがある.

ネイティブモデルは, Xeon Phiのみでプログラムを実行
するモデルで, -mmicオプションを追加してコンパイルす
ることで, CPU向けに実装したコードをそのまま転用する
ことができる. このモデルでは,粒度の高い並列計算が大半
を占めるようなアプリケーションでは高速な計算が期待で
きる.

一方,オフロードモデルでは,指定したコード領域のみを
Xeon Phi上で実行し, その他の領域をホスト CPUで実行
する. このモデルでは, オフロード実行のためにホストメ
モリとデバイスメモリの間でデータ転送を必要とする. こ
のデータ転送は PCI Expressを通して行われるので大きな
オーバーヘッドにもなり得るが,非並列計算や並列化粒度
が小さい計算はホスト CPU,並列化粒度の大きな計算には
Xeon Phiを用いるといった,両者の特性を生かしたプログ
ラミングを実現することも可能である.

また, 以上で説明した 2 つの実行モデル両方において,

著名な数値計算ライブラリである LAPACK (Linear Al-

gebra PACKage) [1]や BLAS (Basic Linear Algebra Subpro-

grams) [15]を提供する Intel Math Kernel Library (MKL) [10]

のルーチンを使用することが可能である. 以下,既存の LA-

PACKルーチンを用いる場合には Intel MKLを利用するこ
とを前提として議論する.

3. 固有値計算のための 2分法の実装

本章では, 実対称 3重対角行列の固有値計算のための 2

分法について述べる. まず, 数値計算ライブラリ LAPACK

の 3重対角行列向け 2分法の倍精度浮動小数点演算ルーチ
ン DSTEBZ [11]について導入を行い, 5章の性能評価で用
いるスレッド並列実装, ネイティブモデル向け実装, オフ
ロードモデル向け実装それぞれについて述べる.

以下では,計算対象とする n次実対称 3重対角行列を T ,

T の対角成分を {di}ni=1, 副対角成分を {ei}n−1
i=1 とする. また,

T の固有値は全て実数であり, {λi}ni=1 (λ1 < · · · < λn)とす
る. 尚,実装上では, d = [ d1, · · · , dn ], e = [ e1, · · · , en−1 ],

λ = [ λ1, · · · , λn ]といった配列として保持される.

また, T のある副対角成分が非常に小さい場合には,その
成分を 0と見なすことで T を 2つの小行列に分割すること
も可能である. しかし,議論の簡単化のため,以下ではその
ような状況はないものとする.

3.1 2分法ルーチン DSTEBZ
2分法は, 2 分探索によって実対称行列の固有値を計算
する手法である. 実対称 3重対角行列向けの 2分法は [11]

において示されており,数値計算ライブラリ LAPACKにも
DSTEBZとしてコード実装がなされている. 全固有値を求
める場合の DSTEBZの計算は,主に以下のように示される.

( 1 ) 全固有値の存在範囲 [μl, μr]を計算する
( 2 ) μlおよび μrよりも小さな T の固有値の個数を計算する
( 3 ) 2分探索によって,求めたい固有値全てを計算する

DSTEBZのルーチン内では, (2)や (3)の計算は下位ルー
チン DLAEBZにおいて実装されている. 2分法の主ルーチ
ン (3)を擬似コードの形で簡単に表したものが, Algorithm 1

である. ここで, 5行目から始まる doループでは, 探索点
μk よりも小さな T の固有値の個数を計算している. 9行目
では,その反復において計算したそれぞれの探索点よりも
小さな固有値の個数を基に, 2分探索における探索点の追
加や探索の終了を行うタスク管理の処理が行われている.

尚, Algorithm 1の最初の探索点 μ1 には, (1)で計算した μl,

μr を基に, μ1 = (μl + μr)/2が用いられる. また, pmin は倍精
度浮動小数点演算において逆数を取ったときにオーバーフ
ローが起きない最小値 (safe minimum)である *1.

尚,また, DSTEBZルーチンを使用することで,区間 [vl, vr]

(vl, vr ∈ R)に含まれる全固有値や,最小固有値から数えて il
番目から ir 番目の固有値 (1 ≤ il ≤ ir ≤ n)など,ユーザの指
定に応じた固有値のみを計算することもできる. このよう
な場合, (1)において計算する最初の固有値区間 [μl, μr]の
与え方が異なることになるが, (3)の計算が他の計算に比べ

*1 副対角成分が 0 と見なせるほど小さい場合には,その値を用いて
修正した値が使用される. 詳細については, LAPACK の DSTEBZ

ルーチンを見よ.
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Algorithm 1逐次計算における 2分法主ルーチン
1: kb = 1, ke = 1

2: repeat
3: do k = kb to ke

4: ck = 0

5: do j = 1 to n
6: r j = d j − e2

j−1/r j−1 − μk (e0 = 0)

7: if r j+1 ≤ pmin then
8: r j+1 = min(r j+1,−pmin), ck = ck + 1

9: Manage tasks & Check convergence � Update kb, ke, μ

10: until kb > ke

11: return λ = μ

て多くの計算量を要するルーチンであることに変わりない.

3.2 2分法のスレッド並列実装
Intel Math Kernel Library [10] は多くの LAPACK, BLAS

のルーチンに対して,共有メモリ型マルチコア CPU向けに
スレッド並列化されたものを提供しているが,現在の Intel

MKLが提供する DSTEBZルーチンは並列化が施されてい
ない. そのため本節では,スレッド並列向けの 2分法の実装
について議論する.

3.2.1 ScaLAPACKにおける並列 2分法
分散メモリ型並列計算向け数値計算ライブラリ ScaLA-

PACK (Scalable LAPACK) [2]に提供されている 2分法ルー
チン PDSTEBZと同じアイディアに基づく実装である.

PDSTEBZルーチンでは, 2分法による固有値計算が固有
値毎に独立であるという性質に基づき,固有値番号につい
ての並列化が施されている. これは [3]にも述べられている
手法で,データ同期による通信が非常に少ない実装となっ
ているため,高い並列化効率が得られると期待できる. しか
し,各プロセッサの計算において重複した計算を有するこ
とになるため, LAPACKの DSTEBZルーチンに比べると全
体の計算量は増加してしまう.

OpenMPによるスレッド並列化を用いることで, 共有メ
モリ環境向けに PDSTEBZルーチンのような実装が可能で
ある. この場合,求めたい固有値を番号順に計算スレッド数
と同じ数のグループに分け,それぞれのグループに属する
固有値を DSTEBZでスレッド毎に計算すればよい. しかし,

共有メモリ環境においては,データ同期による計算遅延は
必ずしも性能に大きく影響するとは限らない. 特に,実対称
3重対角行列の固有値計算のための 2分法においては, 重
複計算が生じることによる計算量の増加の方が計算遅延に
影響すると考えられる. このため,本手法が共有メモリ環境
の特徴に適した並列化手法であるとは言い難い.

3.2.2 本研究での並列 2分法
本研究では, DSTEBZにおいて最も計算量を要する Al-

gorithm 1において, OpenMPによるスレッド並列化を施し
た実装を考える. そのコードは, Algorithm 1による計算部

Algorithm 2スレッド並列化を施した 2分法主ルーチン
1: kb = 1, ke = 1

2: repeat
3: !$omp parallel do private(rt, ct)

4: do k = kb to ke

5: ct = 0

6: do j = 1 to n
7: r j = d j − e2

j−1/r j−1 − μk (e0 = 0)

8: if rt ≤ pmin then
9: rt = min(rt,−pmin), ct = ct + 1

10: ck = ct

11: Manage tasks & Check convergence � Update kb, ke, μ

12: until kb > ke

13: return λ = μ

分を Algorithm 2のように書き換えたものとなる.

Algorithm 2は, DLAEBZの引数 NBが特殊な値のケース
において呼び出されるルーチンのコードを改変したものと
なっており, 3行目から始まる doループについて並列化が
施されている. また, 並列化の都合上, 変数 ct と rt を各ス
レッドのプライベート変数に設定した. 11行目における 2

分探索のタスク処理は,並列化する場合には排他的な処理
が必要となる. しかし, doループの計算に比べ,非常に計算
量の少ない処理であることから,本研究では並列化は行わ
ずにシリアル実行で処理するものとする. また, Algorithm 2

以外の計算には DSTEBZと同じルーチンを使用し,シリア
ル実行で計算を行う.

この並列化手法では, 2行目から始まる Repeat-Untilの
反復回数だけの同期が必要となるが,排他的処理を要しな
いため,計算遅延にはあまり影響しない. また, ScaLAPACK

の PDSTEBZルーチンと異なり, LAPACKの DSTEBZルー
チンと全く同じ計算量で計算を行うことができるため,計算
量の増加に起因する計算遅延は起こり得ない. その一方, 2

分探索の序盤では探索点の総数が計算コアに比べて少ない
ため,一部の計算コアがアイドル状態になってしまう問題点
がある. しかし, 2分探索における探索点の総数 (ke − kb + 1)

は反復毎に最大 2倍に増えるため,探索点の数が計算コア
に比べて少ないときの計算量は全体の計算量に比べて非常
にわずかなものになる. したがって,一部の計算コアがアイ
ドル状態のままであっても,全体の計算量が大きな問題に
対しては,計算時間の全体にあまり影響はないものと考え
られる.

尚,上記に示した 2つの実装どちらについても,計算コア
の数に対して求めたい固有値の数が十分に多くない場合は,

計算コアがアイドル状態となる時間が増えてしまうという
問題がある. このような状況では,探索点を複数に増やすこ
とで並列性を抽出する多分法 [13], [17]やその改良アルゴ
リズムである多固有値多分法 [12]が有効である.
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Algorithm 3 2分法主ルーチンのオフロードモデル向け実装
1: kb = 1, ke = 1

2: !dir$ offload transfer target(mic:0)
in(d) in(,e), nocopy(μ), nocopy(c)

3: repeat
4: !dir$ omp offload target(mic:0)

nocopy(d), nocopy(e), in(μ[kb : ke]), out(c[kb : ke])
5: !$omp parallel do private(rt, ct)

6: do k = kb to ke

7: ct = 0

8: do j = 1 to n
9: rt = d j − e2

j−1/rt − μk (e0 = 0)

10: if rt ≤ pmin then
11: rt = min(rt,−pmin), ct = ct + 1

12: ck = ct

13: Manage tasks & Check convergence � Update kb, ke, μ

14: until kb > ke

15: !dir$ offload transfer target(mic:0)
nocopy(d), nocopy(e), nocopy(μ), nocopy(c)

16: return λ = μ

表 1: 転送の必要な配列について
Table 1 Summary of transfer data

配列 転送サイズ 回数 転送
d n 1 to MIC

e n − 1 1 to MIC

μ ke − kb + 1 #iter. to MIC

c ke − kb + 1 #iter. to Host

4. 2分法のXeon Phi向け実装

本章では, Xeon Phiコプロセッサ向けの 2分法の実装法
について述べる.

3.2.2項で述べた 2分法のスレッド並列実装のように,計
算量の意味で主要となる計算箇所について同期の少ない並
列化した実装は多くの計算コアを持つ Xeon Phiに対して
も非常に有効な実装である. このことから,ネイティブモデ
ル向け実装としては, 3.2.2項で述べた 2分法のスレッド並
列実装をそのままネイティブモデル向けにコンパイルする
ことで利用することにする. 一方, 2.2節で述べたように,オ
フロードモデル向け実装ではホスト計算機とコプロセッサ
の間での通信を最適化する必要がある.

4.1 オフロードモデル向け実装
3.2.2項で述べた 2分法のスレッド並列実装に改変を加
える形でオフロードモデル向け実装を構築する.

スレッド並列化の対象となっていた Algorithm 2におい
て OpenMPで並列化した部分をオフロード実行の計算領
域とするような実装を施したものが, Algorithm 3 である.

オフロード実行においてはホストメモリとデバイスメモリ
におけるデータ転送が実行時間のオーバーヘッドとなり得
るため,転送の回数および転送量を最適化する必要がある.

このため,挿入したオフロード宣言子それぞれに適したコ

ピー修飾子を設定した. ここで, 4 行目のオフロード宣言
子に設定したコピー修飾子 in(μ[kb : ke]), out(c[kb : ke])

は, それぞれの配列の第 kb 要素から第 ke 要素のみをデー
タ転送の対象とすることを示す. また, 2行目および 15行
目では offload transferを用いることでデバイスメモリ
への配列の確保および解放を 1度ずつに制限している. 尚,

Algorithm 3中ではコピー修飾子に対して付与した修飾子
オプションの記載を省略している.

表 1は,オフロード実行において使用される配列それぞ
れについてホスト-デバイス間のデータ転送に関してまと
めたものである. 表中の “転送サイズ”は転送 1回当たりの
要素数を示しており, μや cは 1回当たり高々求めたい固
有値の個数分までしか増大しない. また, #iter.は 3行目か
ら始まる Repeat-Untilループが収束するまでの反復回数を
示しており,どの程度固有値区間を狭めるかによって異な
る値となる.

5. 性能評価

本章では,本研究で行った性能評価とその結果について
報告する. 性能評価では表 2に示した 3つの計算機上で,そ
れぞれに適した 2分法の実装コードによって実対称 3重対
角行列の全固有値計算を行い,実行時間を計測した.

テスト行列には,固有値分布の異なる 2つの n次実対称 3

重対角行列 T1 および T2 を用いた. T1 は, Glued-Wilkinson

行列 [4], [6]である. この行列の固有値は, 14のクラスタに
分かれる行列で,各クラスタに属する固有値はそれぞれ非
常に密集した分布になる. テスト行列 T2 は, LAPACKルー
チン DLARNVによって生成された (0, 1)の乱数で行列要
素を定めた実対称 3重対角行列である. この行列の固有値
は Glued-Wilkinson行列に比べると,特に密集することもな
く,満遍なく分布する. 以上のような 2つの行列の固有値分
布の違いから, T2 に対する 2分法による固有値計算の計算
量は T1 に比べると多くなる.

計算機 Iは,マルチコア CPUと Xeon Phiコプロセッサを
搭載した計算機環境で, 4章で示した 2分法のネイティブ
モデル向け実装コードMIC Nativeおよびオフロードモデ
ル向け実装コードMIC Offloadによって固有値計算を行っ
た. ここで, MIC Nativeには 3.2.2節で導入した共有メモリ
型マルチコア CPU環境向けの並列 2分法をネイティブモ
デル向けにコンパイルしたコードを, MIC Offloadには 4.1

節で導入したものを用いた. 尚, MIC Offloadの実行では,

ホスト計算機の CPUで行う計算部分もあるが, 4.1節で述
べたように全てシリアル実行で計算を行った. 計算機 IIは,

計算コアが計 28コアの共有メモリ型マルチコア CPU環境
で, 3.2.2項で示した並列 2分法コード (以下, CPU)を使用
した. ここで,計算機 IIに搭載された CPUもは,計算コアあ
たり最大 2スレッドの SMTを割り当てることができる. こ
のため,予備実験として, 28スレッド実行と 56スレッド実
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表 2: 実験環境
Table 2 Specifications of experimental environments

計算機 I 計算機 II (Cray XC30) 計算機 III

Peak Performance 1.208TFLOPS 1.030TFLOPS 1.300TFLOPS

for double precision (only Xeon Phi) (only GPU)

Host CPU Intel Xeon E5-1620 v2 Intel Xeon E5-2695 v3 × 2 Intel Core i7 4771

(3.70GHz, 4 cores) (2.30GHz, 14 cores × 2) (3.50GHz, 4 cores)

RAM DDR3-1600 32GB DDR4-2133 64GB DDR3-1600 32GB

Accelerator Intel Xeon Phi 7120A NVIDIA GeForce GTX TITAN

(1.238GHz, 61 cores)

Device RAM GDDR5 16GB GDDR5 6GB

Compiler Intel Fortran 15.0.2 Intel Fortran 15.0.3 Intel Fortran 15.0.1

Compile Options -O3 -xHOST -ipo -no-prec-div -static† -openmp

Libraries Intel MKL 11.2.2 Intel MKL 11.2.3 Intel MKL 11.2.1

CUDA 6.5 & CULA R18

†: GPU 向けには, -static オプションは不使用

行における性能差を調べた. その結果をグラフにプロットし
たものが図 1で, T1 および T2 どちらの行列に対しても, 56

スレッド実行時の方が高速であった. 尚, 28スレッド実行と
56スレッド実行における性能差は, n = 1, 050, 000の T1 に
対して 1.81倍, n = 1, 000, 000の T2に対して 1.81倍であっ
た. 計算機 III は NVIDIA 社の GPU, Geforce GTX TITAN

を搭載した計算機である. 計算機 III上では, CULA [8]に
提供されている実対称 3重対角行列向け 2分法ルーチン
culaDeviceDstebz(以下, GPU)により 2分法の固有値計算を
行った.

5.1 性能評価 I
まず, マルチコア CPUと 1台の Xeon Phiを搭載した計
算機 I上で,ネイティブモデル向け実装MIC Nativeおよび
オフロードモデル向け実装MIC Offloadそれぞれの 2分法
コードによって各テスト行列の全固有値計算を行った結果
を示す. Xeon Phi上の計算では各計算コアが発行する SMT

の数を最大 4つまで指定できるため,それぞれのコードの
計算において SMTの使用数を変更した場合の計算時間を
比較した.

図 2 は MIC Native の実行時間を示しており, 61, 122,

244スレッドそれぞれの場合で実行した結果を比較してい
る. また,図 3はMIC Offloadの実行時間を示しており, 60,

120, 240スレッドそれぞれの場合で実行した結果を比較し
ている. ここで, MIC NativeとMIC Offloadの実行におい
て異なるスレッド数を利用しているのは,オフロードモデ
ル実行の際には総計算コア数に対して 1コアを減らして実
行することが推奨されているからである. 尚,図 2aおよび
図 3aがテスト行列 T1,図 2bおよび図 3bが T2 の場合に対
応している.

ある程度次数の大きなテスト行列に対しては,どちらの
行列の場合でも, 1 コアあたりの SMT の実行スレッドが
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図 1: 計算機 IIにおける各テスト行列の全固有値計算に対
する並列 2分法コードの異なるスレッド数による実行時間
Fig. 1 Dimensions and elapsed times for computing all the eigenvalues

of each target matrix using parallel bisection code with the differ-

ent number of threads on Computer II.

多くくなるほど高い実行性能が得られることが分かる. 実
際, MIC Nativeは,行列サイズ n = 1, 050, 000の T1 に対し
て， 61スレッド実行時に比べ, 122スレッド実行時に 1.99

倍, 244スレッド実行時には 3.15倍の高速化が認められる.

n = 1, 000, 000の T2 に対して， 61スレッド実行時に比べ
て, 122スレッド実行時には 2.00倍, 244スレッド実行時に
は 3.26倍の高速化が認められる. 一方, MIC Offloadは,行
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図 2: 計算機 Iにおける各テスト行列の全固有値計算に対す
るネイティブモデル向け 2分法コードの実行時間
Fig. 2 Dimensions and elapsed times for computing all the eigenvalues

for each target matrices using bisection code of the Native pro-

gramming model for Xeon Phi co-processors with the different

number of threads on Computer I.

列サイズ n = 1, 050, 000の T1 に対して， 60スレッド実行
時に比べて, 120スレッド実行時には 1.71倍, 240スレッド
実行時には 2.84倍の高速化が認められる. n = 1, 000, 000

の T2 に対して， 60スレッド実行時に比べて, 120スレッ
ド実行時には 1.69倍, 240スレッド実行時には 2.88倍の高
速化が認められる. 以上のように,計算コアの数よりスレッ
ド数を使用した場合でも性能向上が認められるのは,命令
パイプラインがうまく最適化されているからであると考え
られる. この原因としては,本研究で評価を行っている実対
称 3重対角行列向けの 2分法において,条件分岐が多く含
まれることが挙げられる. 条件分岐は他の命令に比べて実
行サイクル数が多いため, 1コアに対して 1スレッドを実
行する場合には命令パイプラインのストールが生じやすく
なる. しかし, SMTのように 1コアで複数スレッドの計算
を行う場合,各計算コアの命令パイプラインが動的にスケ
ジュールされる. ある計算コアのスレッド 1つが条件分岐
の命令を実行している際に,その間に他のスレッドが四則
演算を行うといった命令パイプラインの最適なスケジュー
ルがなされれば,そのようなストールは起きにくくなり,性
能向上につながると考えられる.

また,行列サイズが小さい場合には,どちらの実装コード
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図 3: 計算機 Iにおける各テスト行列の全固有値計算に対す
るオフロードモデル向け 2分法コードの実行時間
Fig. 3 Dimensions and elapsed times for computing all the eigenvalues

for each target matrices using bisection code of the Offload pro-

gramming model for Xeon Phi co-processors with the different

number of threads on Computer I.

についても 1コアあたりの SMTの実行スレッド数が少な
い方が高速になる傾向がある. 行列サイズが小さい時は,行
列サイズが大きい時に比べて計算量が少ない. その結果,先
述したようなパイプラインの最適化による性能向上があま
りみられず,データ転送を含めたスレッド間の同期がボト
ルネックとなる性能低下が生じたと考えられる.

5.2 性能評価 II
図 4は, 計算機 IIおよび III上において 2分法コードに
よる各テスト行列の全固有値計算を行った際の実行時間を
計測し, 性能評価 Iで得られた結果との比較をしたもので
ある. ここで,図 4aがテスト行列 T1,図 4bが T2 の場合に
対応している. 尚,計算機 Iおよび計算機 II上での計算結果
については,大次元のテスト行列で高速な性能を示してい
たスレッド数での実行結果, すなわち, MIC Nativeは 244

スレッド実行時, MIC Offloadは 240スレッド実行時, CPU
は 56スレッド実行時のものをプロットした. また,図 5は,

図 4にプロットした結果から,各テスト行列の次元が比較
的小さな場合に対する結果のみを表したものである.

図 4からは,どちらのテスト行列においても,大次元の場
合にはMIC Offloadが最も高速で, MIC Native, CPU, GPU
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図 4: 各テスト行列の全固有値計算に各計算機環境におけ
る 2分法コードの実行時間
Fig. 4 Dimensions and elapsed times for computing all the eigenvalues

of each target matrix using different bisection code. MIC Native
and MIC Offload are run on Computer I. CPU is run on Com-

puter II. GPU is run on Computer III.

の順に性能が良いということが分かる. 一方で,図 5から,

Xeon Phi 向けのコード MIC Native および MIC Offload
は, T1 では n = 42, 000, T2 では n = 20, 000までの行列に
対して CPUよりも性能が悪く, 数千次の行列に対しては
GPUよりも性能が悪い,ということが分かる. このように,

小さな行列に対する性能が悪いのは,計算量が十分に多くな
いために SMTの性能をうまく引き出しきれていないかっ
たと考えられる.

また, MIC Offload は, MIC Native に対して, n =

1, 050, 000の T1の場合には 1.20倍, n = 1, 000, 000の T2に
は 1.18倍高速であった. この結果の原因の一つには,全体
の計算量に比べると非常に小さいものの,両者の実装コー
ドにおいてシリアル実行を要せざるを得ない部分が残って
いることが挙げられる. このシリアル実行の部分の計算に
おいて, MIC Offloadでは周波数の点で有利であるホスト
計算機の CPUを使っているため, MIC Nativeよりも良い
性能が得られたのではないかと考えられる.

また, MIC Offload は, CPU に対して, n = 1, 050, 000

の T1 の場合には 2.28 倍, n = 1, 000, 000 の T2 には 2.34
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図 5: 次数の小さなテスト行列の全固有値計算におけるに
おける 2分法コードの実行時間
Fig. 5 Dimensions and elapsed times for computing all the eigenvalues

of each lower dimensional target matrix using different bisection

code. MIC Native and MIC Offload are run on Computer I.

CPU is run on Computer II. GPU is run on Computer III.

倍高速であった. ここで, 倍精度浮動小数点数演算にお
いて, 計算機 I に搭載された Xeon Phi のピーク性能の理
論値 (1,208GFLOPS) は計算機 II のピーク性能の理論値
(1,030.4GFLOPS)の 1.17倍である. しかし, これらのピー
ク性能は SIMD演算を最大限利用することを前提とした議
論に基づいているが,本研究で使用している実対称 3重対
角行列向けの 2分法では条件分岐が多いために SIMD 演
算をうまく活用できているとは言えず,ピーク性能に基づ
く議論をあてはめることは難しい. 一方, 先述したように,

MIC Offload, CPUどちらについても SMTによるパイプラ
インの最適化が性能向上大きく係わっているため,それぞ
れで使用できる SMTの数に違いがあることが,以上のよう
な性能差を示す一つの要因であると考えられる. 実際,計算
機 Iの Xeon Phiと計算機 IIの CPUについて,それぞれの
クロック周波数,計算コア数,使用 SMT数の積の比を取っ
てみると,

1.238 × 60 × 4

2.30 × 28 × 2
= 2.306 · · ·

となり,実験における性能比に近いものとなっている.

計算機 IIIに搭載した GPUはピーク性能の点で他の計算
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機環境よりも優れているが,テスト行列が数千次の場合を
除いて, GPUは他のコードよりも低速であるという結果で
あった. 使用した culaDeviceDstebzの実装は公開されてい
ないため詳しい解析をすることはできないが,実対称 3重
対角行列に対する 2分法自体が GPUにおいてあまり性能
を発揮できない条件分岐の多いアルゴリズムであることに
起因すると考えられる.

6. まとめと今後の課題

本論文では, Intel社が開発したMICアーキテクチャXeon

Phi上において, 2分法に基づく実対称 3重対角行列の固有
値計算の性能を評価した. また, GPUやマルチコア CPU上
での数値実験との比較により,特に大次元のテスト行列に
対して,これらのアーキテクチャよりも Xeon Phiを利用し
た計算の方がより良い性能を示すことを確認した.

他の課題として, 複数の Xeon Phiコプロセッサ向け, あ
るいは, Xeon Phiコプロセッサ搭載ノードからなるクラス
タ向けに 2分法を実装し,性能評価することが挙げられる.

更に, 逆反復法や MRRR法の Xeon Phiコプロセッサ上で
の実装および性能評価も重要な課題である.

また,本研究では実対称 3重対角行列の固有値計算を対
象としたが, 2分法に基づいた実対称帯行列の固有値計算
も可能で, [9], [14]において効率の良い実装法が示されてい
る. このような拡張と Xeon Phi上での性能評価もまた,今
後の課題である.
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