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整数格子劣モジュラ関数の適応的最大化

波多野 大督1,2,a) 福永 拓郎1,2,b) 河原林 健一1,2,c)

概要：劣モジュラ関数の最大化は様々な文脈で応用を持つ組合せ最適化問題である．近年，確率的最適化
や能動学習での応用から触発されて適応的劣モジュラ性という概念が提案され，近似精度に理論保証を持
つ適応的アルゴリズムが提案された．しかしこれらの概念は，影響力最大化を目的とする予算配分問題な
どに応用を持つ，整数格子状で定義された関数を扱うことができない．本研究では適応的劣モジュラ性の
概念を整数格子上で定義された関数に拡張し，その最大化問題を適応的に解くアルゴリズムを提案する．
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1. はじめに
予算配分問題とは，限られた予算を広告媒体に配分する
最適化問題であり，問題の目的はなるべく多くの顧客に影
響が及ぶような配分を求めることである．予算配分問題と
似た問題で影響力最大化問題と呼ばれる問題もある．これ
はDomingos, Richardson [7], [16]によって導入され，これ
まで非常に活発に研究されている．その中で最も代表的な
成果としては，Kempe, Kleinberg, Tardos [14] による研究
が挙げられる．彼らは影響力最大化問題を劣モジュラ関数
最大化問題に帰着することで，効率的なアルゴリズムを与
えることに成功した．劣モジュラ性とは，離散的なシステ
ムにおいてある種の限界効用逓減性を表す概念であり，多
くの組合せ最適化問題が効率的に解けるための鍵となる構
造であると認識されている．Kempeらは，広告媒体の組合
せによって影響を受ける顧客の数の期待値が劣モジュラ性
を持つ集合関数によって表現できることを示した．この事
実を用いることで彼らは，影響力最大化問題の貪欲アルゴ
リズムが近似精度について理論保証を持つことを示した．
影響力最大化問題に関する活発な研究の流れの中で，

Alon, Gamzu, Tennenholtz [2]は予算配分問題を組合せ最
適化問題として定式化し，近似アルゴリズムを与えた．予
算配分問題では，解は広告媒体に対する予算の割り当てと
して定義される．通常，劣モジュラ性は台集合の要素の組
合せ上で定義される集合関数の性質であるので，予算配分
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問題を劣モジュラ関数の枠組みで捉えるのは一見して難し
い．しかし，Somaら [17] は，Alonらが定式化した問題
を劣モジュラ性の枠組みで表現できることを示した．彼ら
は，劣モジュラ集合関数ではなく，より一般的な概念であ
る，整数格子上で定義された劣モジュラ関数を用いた．
Alon らや Soma らの研究により，予算配分問題の数理
に関して理解が進んだ一方で，これらの研究を現実に応用
するためには難しい点が残されている．先行研究の問題設
定では，広告主は全ての予算を意思決定のプロセスの冒頭
で一度に配分しなければならない．しかし現実の場面では，
広告主は予算配分の戦略を，広告の効果に関するフィード
バックなどの情報を元に適応的に調整するといったことが
行われている．例えば 2012年のアメリカ大統領選挙では，
Obama, Romney 両陣営は 5億ドルもの予算をテレビ広告
に配分した [1]が，彼らはスイング・ステートと呼ばれる勢
力が拮抗した州にそのうちの多くを重点的に配分した．そ
のような州では，両陣営の票読みは頻繁に変化しており，
両陣営ではテレビ広告への配分を毎日更新するといった戦
略がとられた．つまり，予算配分の戦略を毎日適応的に調
整するということが重要視されていたということである．
本報告では，予算配分問題に対する適応的なアルゴリズ
ムについて議論する．より一般的に，整数格子上で定義さ
れた劣モジュラ関数を最大化する問題に対して，適応的な
アルゴリズムを考える．
適応的なアルゴリズムは劣モジュラ集合関数に対して
はすでに研究されている．Golovin と Krause [12] は，適
応的劣モジュラ性という概念を提案し，もし目的関数が
この性質を持つのであれば適応的な貪欲アルゴリズムが
近似保証をもつことを示した．彼らの研究の後，適応的
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劣モジュラ関数に関する最適化問題について多くの研究
がされている [9], [10], [11]．またそれらの能動学習や確
率最適化への応用についても，多くの研究がなされてい
る [3], [4], [5], [6], [13], [15]．
Golovin と Krause によって導入されたモデルはKempe

ら [14] で議論されていた問題を適応的な設定に拡張したも
のを含んでいる．つまり，影響力最大化問題においては適
応的アルゴリズムはすでに考えられていることになる．し
かしながら，彼らのモデルでは予算配分問題を扱うことは
できない．よって我々は，予算配分問題のモデルを扱うこ
とができるよう適応的劣モジュラ性の概念を拡張した．よ
り詳しく述べると，我々は適応的劣モジュラ性の概念を整
数格子上で定義された関数へと拡張した．この性質を持つ
関数の最大化問題は，予算配分問題の適応的な設定を含ん
でいるだけではなく，確率最適化や能動学習の応用上重要
な問題で，集合関数の適応的劣モジュラ性の概念では扱え
なかったようなものも多く含んでいる．
さらに，整数格子上の適応的劣モジュラ関数を最大化す
る問題に対するアルゴリズムのうち，敏感戦略と鈍感戦
略と呼ぶ 2 種類の貪欲アルゴリズムの性能について議論す
る．敏感戦略ではフィードバックが得られる度に戦略が更
新されるのに対して，鈍感戦略では一定量の予算が一つの
要素に当初の計画通りに割り当てられるまで戦略は更新さ
れずフィードバックが無視される．われわれはまず，敏感
戦略が非適応的な貪欲アルゴリズムと比較しても性能が悪
くなりうることを示す．非適応的な貪欲アルゴリズムは非
適応的な通常の設定では 1− 1/e近似を達成するという保
証があるのに対して，適応的な設定では最適な戦略よりも
e/(e − 1)倍悪くなる場合があることが集合関数最大化問
題において知られている．鈍感戦略については，任意の適
応的な戦略と比較したときに近似保証が得られることを示
す．より具体的に述べると，我々は次のような性質を持つ
二つの鈍感戦略を与える．
• (1 − 1/e)近似を達成する戦略．つまり，得られる関
数値の期待値がどのような適応的な戦略（アルゴリズ
ム）と比較しても (1 − 1/e)倍以上となっている．た
だし，割り当てのコストが予算制約を最大 2 倍違反す
ることを許している．ただしその場合でも，コストの
期待値は与えられた予算の値に収まっている．

• (e − 1)/(2e)近似を達成する戦略．割り当ては予算制
約を常に満たす．

Soma ら [17] は非適応的な設定で，整数格子上で定義さ
れた単調劣モジュラ関数を最大化する問題が (1 − 1/e)近
似アルゴリズムを持つことを示した．これは我々の一つ目
の鈍感戦略の近似保証と一致している．しかし，Soma ら
の結果は非適応的なアルゴリズムとのみ比較したときの近
似性能を保証しているのに対して，我々の結果は適応的な
アルゴリズムとも比較した保証である．よって，もし適応

的アルゴリズムが最適な非適応的アルゴリズムよりも良い
解を計算する場合，我々の保証の方がより強い結果である
といえる．実際，そのような問題例が存在することも本報
告で示す．
一つ目の鈍感戦略が予算制約を違反することについて
少し補足しよう．本報告で扱う予算制約は，劣モジュラ関
数最大化の文脈で扱われるナップサック制約に対応する．
ナップサック制約下の劣モジュラ集合関数最大化問題で
は，非適応的な設定で (1 − 1/e)近似を達成するアルゴリ
ズムとして唯一知られているものは解の部分列挙と貪欲法
を組み合わせたものとなっている．しかし，適用的な設定
では部分列挙を行うことはできないので，予算制約を違反
せずに (1 − 1/e)近似を達成することは簡単ではない．こ
のため，我々は予算制約を 2倍の範囲内で違反することを
考えた．Golovin と Krause [12] による集合関数の適応的
な最大化についての研究においても同じアプローチがとら
れている．

構成
本報告は次のように構成されている．2章では，集合関
数や整数格子上の関数に関する劣モジュラ性の概念を導入
する．3章では，整数格子上の関数最大化について，適応
的な設定を定義し，適応的劣モジュラ性や適応的単調性の
概念を導入する．4章では，整数格子上の適応的単調劣モ
ジュラ関数の最大化問題に含まれる具体的な応用例として，
予算配分問題と無線センサーへの電力配分を紹介する．5

章では適応的アルゴリズムの性能について理論的な成果を
紹介する．

2. 準備
集合関数の劣モジュラ性
V を有限集合とし，f : 2V → R+ を V の全ての部分集
合からなる族上で定義された関数とする．ただし，R+ は
非負実数の集合である．f が以下の条件を満たすとき，劣
モジュラであるという:

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ) (∀X,Y ∈ 2V ).

(1)

(1)の性質は関数 f がX ⊆ Y を満たす任意の X,Y ∈ 2V

と v ∈ V \ Y について

f(X ∪ {v})− f(X) ≥ f(Y ∪ {v})− f(Y )

を満たすことと同値であることが知られている．この性質
は限界効用逓減性などとも呼ばれ，劣モジュラ性が多くの
組合せ最適化問題で重要な概念であると考えられる理由の
一つである．
劣モジュラ関数最大化問題とは，劣モジュラ集合関数

f : 2V → R+が与えられたとき，ある制約の下で f(U)を最
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大化する U ∈ 2V を計算する最適化問題のことである．本
研究では制約としてサイズ制約とナップサック制約を取り
上げる．サイズ制約では，解 U は与えられた整数 k ∈ Z+

について |U | ≤ k を満たす必要がある．ナップサック制約
では，容量関数 c : V → R+ と k ∈ R+ が与えられ，解 U

は
∑
v∈U c(v) ≤ k を満たさなければならない．

関数 f : 2V → R+ が X ⊆ Y であるような任意の
X,Y ∈ 2V に対して f(X) ≤ f(Y ) を満たすとき，f を単
調であるという．劣モジュラ関数最大化問題ではしばしば，
目的関数 f が単調であると仮定される．Sviridenko [18] は
ナップサック制約の下で単調劣モジュラ関数を最大化する
問題に対して (1 − 1/e)近似アルゴリズムを与えた．ここ
で，実数 α ∈ [0, 1] に対してアルゴリズムが α近似である
とは，任意のX ∈ 2V に対して f(U) ≥ αf(X) であるよう
な解 U を出力することが保証できることを意味する．サイ
ズ制約の下で単調劣モジュラ関数を最大化する問題の特殊
ケースとして k 被覆問題と呼ばれる問題がある．この問題
には NP ⊆ DTIME(nO(log log n)) でない限り (1 − 1/e) 近
似よりも良い性能を持つ多項式時間アルゴリズムが存在し
ないことが Feige [8] によって証明されている．サイズ制
約はナップサック制約の一種であるので，Sviridenko のア
ルゴリズムより良い性能を達成することは不可能であると
考えられる．
様々な最適化問題が劣モジュラ集合関数の最大化問題と
して定式化できる．よって，この問題に対するアルゴリズ
ムの有用性は非常に大きいということができる．1 章で述
べた通り，そのような応用の一つとして影響力最大化問題
がある．影響力最大化問題では，点集合 V を持つネット
ワークが与えられときに，シード集合 U ∈ 2V を選ぶこと
が求められる．点が U の要素として選ばれると，ネット
ワークを通して他の点に影響を及ぼす状況を考える．この
影響が伝播する過程は，ある確率的な過程としてモデル化
される．問題の目的は影響を受けた点の数を最大化するこ
とである．Kempe, Kleinberg, Tardos [14] は影響の伝播モ
デルとして独立カスケードモデルや線形閾値モデルと呼ば
れるモデルを考え，これらの場合では影響を受けた点の数
の期待値が単調劣モジュラ集合関数で表現できることを指
摘した．これに基づき，単調劣モジュラ集合関数の最大化
アルゴリズムがこれらの伝播モデルにおける影響力最大化
問題に適用できることを示した．

整数格子上の劣モジュラ関数
Z+ を非負の整数からなる集合とし，ZV+ を各次元が

V の要素と関連づけられた非負整数ベクトルの集合とす
る．二つのベクトル x, y ∈ ZV+ が任意の v ∈ V に対して
x(v) ≤ y(v) を満たすとき，x ≤ y と書く．x ∨ y と x ∧ y
は，全ての v ∈ V に対して (x ∨ y)(v) = max{x(v), y(v)}

と (x∧y)(v) = min{x(v), y(v)} によって定義される ZV+ 上
のベクトルをそれぞれ表すとする．f : ZV+ → R+ を各次元
が V の要素に対応する整数格子上で定義された関数とす
る．関数 f が（整数格子上で） 劣モジュラであるとは，

f(x) + f(y) ≥ f(x ∧ y) + f(x ∨ y) (∀x, y ∈ ZV+) (2)

を満たすこととして定義される．x ≤ y であるような任意
のベクトル x, y ∈ ZV+ について関数 f が f(x) ≤ f(y) を満
たすとき，f は単調であるという．任意の v ∈ V に対して
その特性ベクトルを χv で表す．つまり，χv は ZV+ 上のベ
クトルであり，χv(v) = 1 かつ任意の u ∈ V \ {v} に対し
て χv(u) = 0 であるようなものとする．Soma ら [17] は，
f が単調劣モジュラであるとき，任意の k ∈ Z+ と x ≤ y

であるような任意の x, y ∈ ZV+ に対して

f(x ∨ kχv)− f(x) ≥ f(y ∨ kχv)− f(y)

が成り立つことを示した．
整数格子上の劣モジュラ関数は劣モジュラ集合関数を含
む概念である．なぜなら，ベクトル x と y が 2V 上のベク
トルである場合，条件 (2)は条件 (1)と一致するからであ
る．任意のベクトル x ∈ ZV+ と v ∈ V に対して整数格子上
の関数 f が

f(x+ χv)− f(x) ≥ f(x+ 2χv)− f(x+ χv) (3)

を満たすとき，f は限界効用逓減性をもつという．整数格
子上の劣モジュラ関数は必ずしも限界効用逓減性を持つと
は限らない．
関数 f : ZV+ → R+ の最大化問題では，f(x)を最大化する
ようなベクトル x ∈ ZV+ を求めることが目的である．ナッ
プサック制約下の最大化問題では，入力として b ∈ ZV+ と
k ∈ Z+，c : V ×Z+ → R+ が与えられる．整数 i ∈ Z+ に対
して集合 {0, 1, . . . , i} を [i] と記述する．ベクトル x ∈ ZV+
に対して

∑
v∈V

∑
i∈[x(v)] c(v, i) を c(x) と記述する．ナッ

プサック制約では解 x が x ≤ b かつ c(x) ≤ k である必要
がある．任意の v ∈ V と i ∈ Z+ について c(v, i) = 1 であ
るとき，特にサイズ制約と呼ぶ．
Soma ら [17] はナップサック制約をもつ整数格子上の単
調劣モジュラ関数最大化問題に対して，(1− 1/e) 近似アル
ゴリズムを与えた．さらに，整数格子上の単調劣モジュラ
関数最大化問題が，応用上で現れる様々な最適化問題を含
む一般的な枠組みであることを示した．その中には，Alon

ら [2]によって導入された予算配分問題も含まれる．この
ことはつまり，整数格子上の劣モジュラ関数が劣モジュラ
集合関数では表現できないような応用を多く持つことを意
味している．
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3. 整数格子上の適応的劣モジュラ性と適応的
単調性

本報告で議論する，整数格子上で定義された関数の最大
化問題を定義する．P を v ∈ V と i ∈ [b(v)] のペア (v, i)

からなる集合と定義する．O を状態の集合とし，P に属す
る各ペアは O に属するいずれかの状態を確率的にとると
仮定する．ただしこのとき，各ペアのとる状態は独立に決
まるとは限らない．記号 ∗ は状態が未観測であることを意
味するとし，O∗ := O ∪ {∗} と定義する．
P に属する全てのペアの状態を，関数 ϕ : P → O∗ で
表現する．この関数のことを，実現と呼ぶことにする. 実
現 ϕの領域とは {(v, i) ∈ P : ϕ(v, i) ̸= ∗} のことを指し，
dom(ϕ)で表す．本報告では，領域が下向きに閉じているよ
うな実現のみ考える．つまり，もし (v, i) ∈ dom(ϕ) であっ
た場合，任意の j ≤ iに対して (v, j) ∈ dom(ϕ) が成り立っ
ていることを仮定する．領域 dom(ϕ)から，ZV+に属するベ
クトルを定義できる．このベクトルの v に対応する次元の
値はmax{i ∈ Z+ : (v, i) ∈ dom(ϕ)}とする．以下では領域
dom(ϕ) とこのベクトルを同一視する．dom(ϕ) = P であ
るような実現 ϕを完全実現と呼ぶ．Φ∗を全ての（下向きに
閉じている）実現の集合とし，Φを全ての完全実現の集合と
する．任意の (v, i) ∈ dom(ϕ′)に対して ϕ′(v, i) = ϕ(v, i)が
成り立つとき，実現 ϕは実現 ϕ′を拡張するといい，ϕ ∼ ϕ′

と記す．
完全実現 ϕ ∈ Φ は確率 p(ϕ) で発生するとする．もし

ϕ′ ∈ Φ∗ が完全ではない実現の場合，ϕ′ が発生する確率は∑
ϕ∈Φ,ϕ∼ϕ′ p(ϕ)となる．以降，この値を p(ϕ′)と書くこと

にする．
ベクトル x ∈ ZV+ から決まる目的関数値 f(x) は

dom(ϕ) = x であるような実現 ϕ ∈ Φ∗ に依存する．し
かしながら，ペア (v, i) ∈ P の状態はあらかじめ分からな
い．与えられる情報は，確率 p(ϕ) (ϕ ∈ Φ)だけである．ベ
クトル xは初期状態では x ≡ 0と設定される．適応的アル
ゴリズムは，xが f(x)を最大化するように段階的に xの
要素の値を増加させるとする．その過程で x を減少させる
ことはできず，常に制約 c(x) ≤ kと x ≤ bを満たしていな
ければならない．アルゴリズムが x(v) の値を i に設定す
ると，任意の j ∈ [i]に対してペア (v, j) の状態 ϕ(v, j)を
観察することができる．アルゴリズムはその観察結果を下
に，その後の振る舞いを決定することができる．以降，そ
のような適応的な動作を定義したものを戦略と呼ぶ．問題
の目的は，最終的に得られるベクトル xが目的関数値 f(x)

を最大化するような戦略を求めることである．
戦略 πを考える．xπ で，戦略 π によって出力されるベ
クトルを表す．実現は確率的に決まるため，xπ は確率変
数からなるベクトルである．戦略 π として確率的に動作
するものを考えることもある．この場合，xπ は戦略 π 自

身のランダムネスにも依存する．favg(π)を E[f(xπ)]とす
る．つまり，戦略 πを実行したときに得られる目的関数値
の期待値である．本研究では戦略 π の性能の指標として
favg(π)を用いる．
ϕ ∈ Φを完全実現とする．関数 fϕ : ZV+ → Rを，ベクトル

x ∈ ZV+ に対して ϕ が発生したときの f(x)の値を返す関数
とする．すでに仮定したように，f(x)は {ϕ(v, i)}v∈V,i∈[x(v)]

にのみ依存するため，任意の v ∈ V と i ∈ [x(v)]に対して
ϕ(v, i) = ϕ′(v, i) を満たすような完全実現 ϕ, ϕ′ ∈ Φについ
ては fϕ(x) = fϕ′(x) が成立する．
実現 ϕ ∈ Φ∗ とペア (v, i) ∈ P について

∆(v, i | ϕ)

:= E [fψ(dom(ϕ) ∨ iχv)− fψ(dom(ϕ)) | ψ ∈ Φ, ψ ∼ ϕ]

と定義する．つまり，∆(v, i | ϕ) は，現在の実現が ϕであ
るという条件の下，ベクトル dom(ϕ)の vに対応する要素
が増加して iになったときに得られる目的関数値の増加量
の期待値である．
また，実現 ϕ ∈ Φ と戦略 π より，∆(π | ϕ) :=

E [fψ(dom(ϕ) ∨ xπ)− fψ(dom(ϕ)) | ψ ∈ Φ, ψ ∼ ϕ]を定義
する．つまり，∆(π | ϕ) はベクトル dom(ϕ)を選択した
後，得られた情報を無視して戦略 π を走らせたときに得ら
れる目的関数値の増加量の期待値のことである．ここのと
き，期待値は実現のランダムネスに依存しており，ベクト
ル dom(ϕ)を選択した後実現 ϕが観察されるという条件の
下での期待値のことである．また，π が確率的に挙動する
戦略の場合は，期待値は πに含まれるランダムネスにも依
存する．
定義 1 (適応的単調性). 任意のペア (v, i) ∈ P と p(ϕ) > 0

であるような任意の実現 ϕ ∈ Φ∗ について ∆(v, i | ϕ) ≥ 0

であるとき，f が（確率 p(ϕ), ϕ ∈ Φについて）適応的単
調であるという．
定義 2 (適応的劣モジュラ性). ϕ ∼ ψ かつ p(ϕ) > 0 で
あるような任意の実現 ϕ, ψ ∈ Φ∗ と任意のペア (v, i) ∈
P \ dom(ϕ)について∆(v, i | ϕ) ≤ ∆(v, i | ψ)であるとき，
f が 適応的劣モジュラであるという．

4. 応用
この章では，整数格子上の適応的単調劣モジュラ関数の
最大化が，応用上重要な問題を含んでいることを紹介する．

4.1 二部グラフ伝播モデルにおける予算配分問題
最初に，Alon ら [2] によって導入された二部グラフ伝
播モデルにおける予算配分問題を導入する．広告の集合
V，潜在顧客の集合 U を点集合として持つ二部グラフ
(V,U ;E) を考える．このとき，E は広告と潜在顧客を結
ぶ辺からなる集合である．入力として，b ∈ ZV+ と k ∈ Z+，
c : V × Z+ → R+ が与えられる．加えて，点 v ∈ V と
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u ∈ U を結ぶ辺 vu ∈ E について，関数 qvu : Z+ → [0, 1]

が与えられる．i ∈ [b(v)] としたとき，qvu(i) は広告 v が i

回目の試行で潜在顧客 u に影響を与えるのに成功する確率
を表す．
広告 vを i回実行するのに，コスト

∑
j∈[i] c(v, j)がかか

るとし，予算 kを広告に配分することを考える．点 vにつ
いて，二部グラフにおける vの隣接点からなる集合をN(v)

で記す．広告への予算配分 x ∈ ZV+ を定めると，広告 v は
N(v)に属する潜在顧客に対し x(v) 回の試行を試みる．こ
のとき，各試行は独立であるとする．広告 v がそれぞれ予
算 x(v)を割り当てられたときに，影響を受ける潜在顧客
の数の期待値を g(x)で表す．つまり，g(x)は以下のよう
になる．

g(x) =
∑
u∈U

1−
∏

v∈N(u)

x(v)∏
i=1

(1− qvu(i))

 . (4)

このとき，g を最大化する問題は，影響を受ける潜在顧客
の数の期待値を最大化するような予算の配分 x を求める問
題と一致する．Soma ら [17] はこの関数 g が単調劣モジュ
ラであることを示した．
この問題の適応的な設定では，P = {(v, i) : v ∈ V, i ∈

[b(v)]}とし，各ペア (v, i) ∈ P の状態は広告 v の i回目の
試行で影響を受けた潜在顧客の集合 U ⊆ N(v)として定義
される．広告 v が i回目の試行を終えた後，この試行に
よってどの潜在顧客が影響を受けたか観察できると仮定す
る．状態 U が発生する確率は

pv,i(U) :=
∏
u∈U

qvu(i)
∏

u′∈N(v)\U

(1− qvu′(i))

となる．ϕ ∈ Φ∗をある実現とする．この実現の下，それぞ
れのペア (v, i) ∈ dom(ϕ)について，広告 vの i回目の試行に
よって影響を受けた潜在顧客の集合をUv,i ⊆ N(v)と記述す
る．このとき，ϕが発生する確率 p(ϕ)は

∏
(v,i)∈P pv,i(Uv,i)

となる．広告への予算の配分が x ∈ ZV+ であるときに，影
響を受ける顧客の数は

fϕ(x) =

∣∣∣∣∣∣
∪

(v,i)∈P :i∈[x(v)]

Uv,i

∣∣∣∣∣∣
となる．f を，完全実現 ϕが発生したときには fϕ に一致
する関数とする．すると，影響を受ける潜在顧客の数を適
応的に最大化する問題は，f を適応的に最大化する問題と
して定式化できる．
上のように定義された f が適応的単調劣モジュラであ
ることを証明しよう．ψ ∈ Φ∗ を任意の実現とする．ψ を
拡張する完全実現 ϕ ∈ Φ について，w(ϕ) を ψ が観察さ
れたという条件の下 ϕが発生する確率と定義する．任意
の ϕ について w(ϕ) ≥ 0 であり，

∑
ϕ∈Φ:ϕ∼ψ w(ϕ) = 1

が成り立つ．(v, i) ∈ P としたとき，∆(v, i | ψ) は，

∑
ϕ∈Φ:ϕ∼ψ w(ϕ)(fϕ(dom(ψ) ∨ iχv) − fϕ(dom(ψ)))と表現

できる．このことと，fϕ が任意の ϕ ∈ Φについて単調で
あることから，f が適応的単調であることが示される．
次に，fの適応的劣モジュラ性を示す．ψ, ϕ ∈ Φ∗を任意の
実現とし，ϕはψを拡張しているとする．(v, i) ∈ P \dom(ϕ)

とし，ベクトル dom(ϕ) の v ∈ V に対応する次元の値
を j とする．u を，実現 ϕ ではまだ影響を受けていな
い潜在顧客のうち v と隣接するものとしよう．つまり，
u ∈ X := N(v) \

∪
(v′,i′)∈dom(ϕ) Uv′,i′ である. vの j +1回

目の試行から i番目の試行までに uが影響を受ける確率は
1−

∏i
i′=j+1(1− qvu(i

′))である．これより，∆(v, i | ϕ)は

∆(v, i | ϕ) =
∑
u∈X

1−
i∏

i′=j+1

(1− qvu(i
′))


と 表 さ れ る ．同 様 に し て ，X ′ := N(v) \∪

(v′,i′)∈dom(ψ) Uv′,i′，j′をベクトル dom(ψ)の v ∈ V に対
応する次元の値をとしたとき，∆(v, i | ψ)は

∆(v, i | ψ) =
∑
u∈X′

1−
i∏

i′=j′+1

(1− qvu(i
′))


となる．ϕ ∼ ψから，X ⊆ X ′かつ j ≥ j′が成り立つので，
∆(v, i | ϕ) ≤ ∆(v, i | ψ)が成り立つ．

4.2 無線基地局への電力配分
V を無線基地局の集合とし，それぞれの基地局に電力を
割り当てることを考える．基地局への電力配分のレベルを
非負整数で表すとし，ベクトル x ∈ ZV+ で全ての基地局へ
の配分を表現する．基地局 v ∈ V へ割り当てることができ
る電力の最大レベルを b(v) とする．基地局 v ∈ V にレベ
ル i ∈ [b(v)]を割り当てると v には電力 c(v, i) が供給され
るとする．全体で割り当てられる電力の合計を k とする．
つまり，電力配分 xは制約 x ≤ bと c(x) ≤ kを満たさなけ
ればならない．
すべての基地局はある空間 S 内に配置されているとし，
基地局 vが電力レベル iを割り当てられたときに計測でき
る空間を C(v, i) ⊆ S で表す．電力が増えるごとに基地局
が発する信号の強度が大きくなるためその基地局の被覆範
囲は広がるとしてよい．つまり，任意の v ∈ V と i ≤ j で
あるような i, j ∈ [b(v)]について，C(v, i) ⊆ C(v, j)が成
り立つと仮定する．問題の目的は，無線ネットワークを使
用するユーザーの位置が正確には分からないという状況
下で，なるべく多くのユーザーを被覆することができるよ
う適応的に電力を分配することである．このとき，任意の
S′ ⊆ S について，関数 pS′ : Z+ → [0, 1]が与えられている
とする．任意の j ∈ Z+ に対し，pS′(j)は空間 S′ 内にちょ
うど j 人のユーザーが存在する確率を表す．定義より，も
し S′ ⊆ S′′ ⊆ S ならば，

∑
j∈Z+

jpS′(j) ≤
∑
j∈Z+

jpS′′(j)
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が成り立つ．
適応的なアルゴリズムでは，最初に各基地局の電力レベ
ルを最低値に設定し，その後に基地局の電力レベルを増加
させる．電力を割り当てた際，基地局によって何人のユー
ザーが被覆できたかを観測することができるとする．ペア
(v, i) ∈ P := {(v, i) : v ∈ V, i ∈ [b(v)]}の状態は，基地局
v が電力レベル iを割り当てられたときに被覆されたユー
ザーの数として定義される．観測に基づきどの基地局がよ
り大きな電力が割り当てられるかを決定するが，このとき
基地局の電力を減らすことは許されないとする．これは，
一度ネットワークにつながったユーザーの通信を途中で打
ち切ることは望ましくないという理由からである．また別
の応用として，V が無線センサーの集合であり，ユーザー
の代わりに計測の対象となるターゲットを被覆しようとす
る場合，一度被覆範囲に入ったターゲットの計測を途中で
取りやめるのが望ましくないという理由も考えられる．
電力の配分が x ∈ ZV+ であるときに被覆されるユーザー
の数を f(x) と定義する．以下では，この関数 f が適応的
単調劣モジュラであることを証明する．
ある実現 ϕ ∈ Φ∗ とペア (v, i) ∈ P \ dom(ϕ) を考
える．また，x := dom(ϕ) とし，Cϕ は電力配分 x の
ときに全ての基地局によって被覆される空間を表す
とする（つまり，Cϕ =

∪
v′∈V C(v

′, x(v′))）．すると，
∆(v, i | ϕ) =

∑
j∈Z+

jpC(v,i)\Cϕ(j) となる．この右辺は
非負であるので，∆(v, i | ϕ) ≥ 0 が成り立つ．つまり，f
は適応的単調である．
次に，ϕ, ψ ∈ Φ∗ を ϕ ∼ ψ かつ p(ϕ) > 0 であるよ
うな実現とする．(v, i) ∈ P \ dom(ϕ) を考える．現在の
電力配分が dom(ϕ) であるときに，基地局 v の電力レベ
ルを i に増やすことによって新たに被覆される空間は
C(v, i) \ Cϕ である．現在の電力配分が dom(ψ)であると
きには，同様の空間は C(v, i) \ Cψ となる．ϕ ∼ ψ から
Cψ ⊆ Cϕ が成り立つので，C(v, i) \ Cϕ ⊆ C(v, i) \ Cψ
となる．よって，∆(v, i | ϕ) =

∑
j∈Z+

jpC(v,i)\Cϕ(j) ≤∑
j∈Z+

jpC(v,i)\Cψ (j) = ∆(v, i | ψ) が成立する．つまり，
f は適応的劣モジュラである．

5. 適応的貪欲アルゴリズム
本章では，ナップサック制約下で整数格子上の適応的単
調劣モジュラ関数を最大化する貪欲アルゴリズムの性能を
解析する．まず，敏感戦略の性能が非適応的な貪欲アルゴ
リズムと比較しても悪いことを示す．次に，鈍感戦略の二
つの変種の性能を解析する．

5.1 敏感貪欲戦略
まず，敏感貪欲戦略を定義する．ある反復が始まった際，
アルゴリズムがベクトル x ∈ ZV+ と dom(ϕ) = x であるよ
うな実現 ϕ ∈ Φ∗ を保持しているとする．このとき，アル

ゴリズムは (v, i) := argmax∆(v, i | ϕ)/(
∑
j∈[i] c(v, j)) を

計算する．ただし，この定義でmaxは，x ∨ iχv が制約を
満たすような全ての (v, i) ∈ P に対してとられている．そ
の後，アルゴリズムは x(v) を 1 だけ増加させ，次の反復
へと移る．このような反復が，c(x) < kである限り繰り返
される．
二部グラフ伝播モデルにおける予算配分問題において，
敏感貪欲戦略の性能が非適応的な貪欲アルゴリズムより
も悪くなるような問題例が存在することを示そう．二部
グラフ伝播モデルでの予算配分問題の定義や記法につい
ては，4.1 章での記述に従うこととする．V を {v, v′} と
し，k を非負整数，ϵを正の実数とする．点 v は k 個の点
u1, . . . , uk ∈ U に，v′ は点 u′ ∈ U のみに隣接していると
する．このとき，u′ は u1, . . . , uk のどの点とも異なる点と
する．ベクトル b ∈ ZV+ を b(v) = k と b(v′) = 1で定義す
る．各辺に関連づけられた確率 q は次のように定義され
る．辺 vu1 に対しては，

qvu1
(j) =


1− ϵ j = 1,

0 j = 2, . . . , k − 1,

ϵ j = k.

任意の i = 2, . . . , kについて，辺 vui に対しては

qvui(j) =

0 j = 1, . . . , k − 1,

1− ϵ j = k.

辺 v′u′に対しては，qv′u′(1) = 1− ϵとなる．f をこれらの
パラメータによって定義される予算配分問題の目的関数と
する．容量関数 c は V に属する点と非負整数の任意のペ
アに対して 1 を返すとする．このとき，ナップサック制約
を満たすためには x(v) + x(v′) ≤ k が成立しなければなら
ない．
ϕ を初期の状態とする．つまり，dom(ϕ) = ∅ である．
このとき，∆(v, 1 | ϕ) = · · · = ∆(v, k − 1 | ϕ) = ∆(v′, 1 |
ϕ) = 1 − ϵ かつ ∆(v, k | ϕ) = k(1 − ϵ) + ϵ2 が成立する．
∆(v, k | ϕ)/k > 1− ϵであるので，非適応的な貪欲アルゴリ
ズム π∗ は x(v) = k かつ x(v′) = 0であるようなベクトル
xを解として出力する．よって，favg(π∗) = k(1 − ϵ) + ϵ2

が成り立つ．
一方で，敏感戦略 π はまず x(v) を 1に増やす．このと
き，u1 は確率 1−ϵで影響を受ける．ψ を u1が影響を受け
るときの実現とする．すると，∆(v, k | ψ) = (1− ϵ)(k− 1)

かつ ∆(v′, 1 | ψ) = 1 − ϵ が成立する．よって，∆(v, k |
ψ)/k < ∆(v′, 1 | ψ)/1が成り立つ．これより，u1 が影響を
受ける場合は，次の反復で π は x(v′)を 1に増やす．このと
き，その後の反復で x(v)は高々 k−1までしか増やせないの
で，πが終了したときの f(x)の期待値は 1+(1−ϵ) = 2−ϵ
である．もし u1が最初の反復で影響をうけないときには，
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π は x(v) を k まで増やす．このとき，π が終了したとき
の f(x)の期待値は ϵ+(1− ϵ)(k− 1)である．これらより，
favg(π) = (1− ϵ)(2− ϵ)+ ϵ(ϵ+(1− ϵ)(k− 1)) が成り立つ．
k が十分大きいとき，favg(π)/favg(π∗) は ϵに収束する．

ϵ は任意の正実数に設定できるので，favg(π)/favg(π∗)がい
くらでも悪くなるような問題例が存在することが分かる．

5.2 鈍感貪欲戦略
本節では二つの鈍感貪欲戦略を与える．二つのうちのひ
とつは近似比 (1−1/e)を達成する．出力される解 xはナッ
プサック制約 c(x) ≤ k を満たさないが，常に c(x) ≤ 2k

かつ E[c(x)] ≤ kを満たす．もう一方の戦略は常に制約を
満たす解を出力するが，その代わり近似比は (e− 1)/(2e)

となる．スペースの都合上，証明の多くは本報告では省略
する．
まず，いくつかの定義と補題を与える．二つの戦略 π と

π′ について，それらの連結 π@π′ を次のように定義する．
まず，戦略 πを走らせて，ベクトル xπ を得る．次に，πを
走らせているときに得られた情報を無視して，戦略 π′ を
走らせてベクトル xπ′ を計算する．π@π′ は xπ ∨ xπ′ を出
力する．
非乱択戦略 π と i ∈ [k]について， πi を π の切断と呼
び，次のように定義する．完全実現 ϕについて πi がどの
ように振る舞うかを定義しよう．x を π が保持しているベ
クトルとする．c(x) が iを超えた時刻を θ と呼ぶ．時刻
θの瞬間に π は x(v) を増やしているとしよう．θ0 を， θ

以前に πが x(v) 以外の x の要素を増加させている瞬間で
最も遅い時刻とする．もしそのような瞬間がなければ，θ0
は π が走り出した瞬間と定義する．同様に，θ1 を θ 以降
で π が x(v)以外の要素を増やしていた最も早い時刻と定
義する．もしそのような瞬間がなければ，θ1 は π が終了
した時刻とする．時刻 θ0 に x(v) = j0 かつ c(x) = i0 であ
り，時刻 θ1 に x(v) = j1 かつ c(x) = i1 であるとする．時
刻 θ0 までは，πi は π と同様に振る舞う． その後，πi は
確率 (i − i0)/(i1 − i0)で x(v)を j1 まで増やし終了する．
それ以外の場合では，πi は x(v) を増やすことなく時刻 θ0

に終了する．πi は任意の完全実現 ϕ に対して E[c(x)] ≤ i

であるようなベクトル xを解として出力する．ただし，こ
こでの期待値は πi に含まれるランダムネスによって決ま
るものである．
補題 1. f が適応的単調であるための必要十分条件は，任
意の戦略 π と π′ に対し，favg(π) ≤ favg(π

′@π) が成り立
つことである．
補題 2. f を適応的単調劣モジュラ関数とする．ϕ ∈ Φ∗ を
p(ϕ) > 0であるような実現とし，π∗ を任意の戦略とする．
このとき，

∆(π∗ | ϕ) ≤ E[c(π∗) | ϕ] max
(v,i)∈P

∆(v, i | ϕ)∑
j∈[i] c(v, j)

.

以降，戦略 π を以下のように定義する．一般性を失うこ
となく，すべての v ∈ V について c(b(v)χv) ≤ k が成り立つ
とする．x ≡ 0から始まり，π は∆(v, i | ψ)/(

∑
j∈[i] c(v, j))

を最大化するペア (v, i) ∈ P を計算し，x(v) を iまで増加
させる．ただし，ψ はその時点での実現を指す．π はこの
操作を繰り返し，c(x) ≥ k となったら終了する．本節で
は，この戦略の切断 πk が (1 − 1/e)近似であることを証
明する．πk の詳細は戦略 1に記述する．

戦略 1 (1− 1/e)近似戦略
入力: 有限集合 V， 適応的単調劣モジュラ関数 f : ZV

+ → R+，
k ∈ R+， b ∈ ZV

+，c : V × Z+ → R+

出力: c(x) ≤ 2k かつ x ≤ b であるようなベクトル x ∈ ZV
+

∀v ∈ V : x(v)←− 0

∀(v, i) ∈ P : ψ(v, i)←− ∗
while c(x) < k do

(v, i)← argmax(v,i)∈P ∆(v, i | ψ)/(
∑

j∈[i] c(v, j))

C ←−
∑i

j=x(v)+1 c(v, j)

if c(x) + C > k then

確率 (k−
∑

v′∈V

∑
j∈[x(v′)] c(v

′, j))/C で x を出力して終了
end if

x(v)←− max{x(v), i}
(v, i′) ̸∈ dom(ψ) であるような任意の i′ ≤ i について,

ψ(v, i′)←− (v, i′) の状態を代入
end while

x を出力

ある戦略が任意の完全実現について常に x ≤ b かつ
E[c(x)] ≤ k であるようなベクトル xを出力するとき，そ
の戦略は実行可能であるという．ただし，E[c(x)]は戦略
の内部のランダムネスにのみ依存する期待値である．
定理 1. f が適応的単調劣モジュラであるならば，戦略 1

で与えられた戦略 πk は任意の実行可能戦略 π∗ について
favg(πk) ≥ (1− 1/e)favg(π

∗) を満たす．さらに，πk は実
行可能であり，常に c(x) ≤ 2kを満たすベクトル xを出力
する．
次に，常に x ≤ b でありかつ c(x) ≤ k であるようなベ
クトル xを出力する戦略を，戦略 2で与える．この戦略の
近似比は，以下の定理で示すとおり (e− 1)/(2e)である．
定理 2. もし f が適応的単調劣モジュラであるならば，戦
略 2で与えられる戦略 π′は常に x ≤ b かつ c(x) ≤ k であ
るようなベクトル x ∈ ZV+ を出力し，任意の実行可能戦略
π∗ に対して favg(π

′) ≥ (e− 1)/(2e) · favg(π∗) を満たす．
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