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偏微分方程式を用いた等高線地図の補間と滑らかな面の再構成

柴 建 雲†,☆ 三 好 孝 治†† 中前 栄八郎†

等高線地図から合理的な補助等高線を算出することは，できるだけ滑らかな 3次元地形モデルを再
構成するための重要な課題の 1つである．この問題を解決するために，コンピュータグラフィックス
および地理情報 CADシステムの分野において，多くの研究が行われているが，いまだにオープンな
問題として残されている．本論文は，合理的に内挿された補助等高線の算出と，等高線のすべての領
域にわたって滑らかな曲面を再構成するために，以下の方法を提案している．（1）すべての隣接等高
線間内の局所パラメータに対して，制御可能な勾配制御偏微分方程式（PDE）の適用．（2）すべての
等高線上において，与えられた高さと C1 連続性の両方を満たす，2段階繰返し収束法の適用．提案
手法の有用性を示すために，いくつかの例，すなわち，1つの領域内に複数個の分岐を持つ滑らかな
鞍部形状，および地形図に対する合理的な補助等高線等をあげている．

Contour Interpolation and Smooth Surface Reconstruction
Using Partial Differential Equations

Jianyun Chai,†,☆ Takaharu Miyoshi†† and Eihachiro Nakamae†

It is one of important issues to acquire the reasonable sub-contour lines from a contour ter-
rain map in order to reconstruct a 3-D terrain model as smooth as possible. Although in the
fields of computer graphics and geographic information CAD systems many approaches have
been developed to solve this problem, it still remains open. To acquire reasonably interpolated
sub-contour lines and reconstruct the smooth surface throughout the whole region of contour
lines, we propose the following method: (1) employing the gradient controlled partial differen-
tial equations (PDE) in which the local parameters in each region held by every neighboring
contour lines are controllable; (2) applying the two step iterative convergence algorithm which
satisfies both the given elevation and smoothness with C1 continuity on every contour line.
Usefulness of the proposed method is testified by some examples; the smooth saddle shapes
with plural branches in one region and the reasonable sub-contour lines of a terrain map.

1. は じ め に

等高線地図から等高線を補間し，合理的な曲面を再

構成することは，地形の 3次元形状モデリングを作成

するための重要な課題の 1つである．等高線地図は，

水平面を表す 2変数に対する高さの関数によって，数

学的に記述される場であり，その簡潔さから，地形情

報を記録する主要な形式の 1つとして古くから使用さ

れてきた．一方，コンピュータグラフィックス（CG）

と地図情報システム（GIS）の進展とともに，デジタ
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ル地形モデル（DTM）や，不規則な三角形メッシュ構

造（TIN）などの多角形メッシュが，多くの分野で使

用されるようになった．CADを基礎とするGISの立

場から，等高線地図と多角形メッシュを相互に変換で

きることが要望されている．一般的に，多角形面から

等高線を作成することは容易であるが，等高線から滑

らかな曲面を再現することはそれほど簡単ではない．

なぜなら等高線地図では，地形面の特徴を表すのに重

要と考えられる鞍部，頂上，谷底のような地形面の特

徴が失われているからである．また，隣接する等高線

の形状が大きく異なる場所には，特別の注意を払う必

要がある．これらの地形面は，等高線の内挿または外

挿によって滑らかに変化する曲面を再現する必要があ

る．ここで等高線の内挿は，隣接する異なる高さの等

高線によって拘束される領域内に，合理的な補助等高

線または高さを持つ頂点を内挿することを意味する．

また，等高線の外挿はこれらの領域の外側に対するも
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のである．たとえば，面の分岐に起因する鞍型面を，

滑らかに表示することは，典型的な等高線の内挿問題

である．一方，頂上や谷底のそれは，外挿問題になる．

本論文では，等高線間の内挿補間と等高線群から構

成される面の再構成を達成することを目的とし，これ

ら等高線から合理的な曲面を再構成する新手法とし

て，勾配制御偏微分方程式の採用を提案する．本手法

では，等高線は互いに交差しない，すなわち高さ方向

に多価関数となるものは扱わない．ただし，等高線を

横切る地点においても C1 連続性を保証する．これに

より，分岐のある面を滑らかに再現でき，高品質の補

助等高線を得ることができる．単に面が滑らかに見え

るだけでよければ，他の方法，たとえばグローやフォ

ンシェーディングを使うことができる．また，ベジェ

多項式やスプライン関数によって生成される面は，パ

ラメータ空間におけるメッシュ上にマッピングされる

制御点によって定義されるものであり，与えられた等

高線から地形面を再構成する場合は，等高線が複雑な

形状のため，そのようなマッピング関係を見つけるこ

とは困難である．本手法の特徴は，複雑な形状の地形

面に対しても，また，等高線と面のトポロジーに対し

ても，自動的に適合することである．

次章で本論文に関連した研究について考察し，3章

で提案手法の基本的な考え方を，4章で基礎となる理

論を，5章でその実装法について述べる．6章でいく

つかの適用例を示し，最終章で結論を述べる．

2. 関連した研究

等高線の集合から面を再構成する問題は，この 20

年間にわたって多くの研究がされてきた16)．地形面に

関しては以下の 3つの問題がある．1つは，異なる高

さの等高線上のすべての点で，多角形面を得るための

三角形の頂点および線分を一致させることである．グ

ラフ探索10),11)と曲面マッピング7)はこの問題のため

の典型的な手法である．より合理的な多角形面を張る

ために，面積最小11)，最小経間距離7)，および辺の総

和最小20)を用いた最短距離関数が提案されている．2

つ目は，分岐面の問題である．地形面においては，1

つの等高線から複数の等高線に分岐するものだけを考

えればよい．そのための最も簡単な方法は，同じ高さ

の等高線をブリッジによって 1 つに結合することであ

る．2つの等高線に対して文献 9)，18)の方法が使用

できる．さらに複数の等高線から複数の等高線に分岐

する方法としては文献 1)，2)，6)が提案されている．

しかし，それらは本論文で論じる対象外の問題である．

3つ目は，上述の問題を処理するときに得られる多角

Ph1
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等高線１�

等高線２�
図 1 距離比による等高線の補間

Fig. 1 Contour interpolation based on the ratio of

distances.

形面を，滑らかにすることである．これらは Bezier

パッチ15)，curved networks 17)，あるいは CAGD 19)

の変形タイプの曲線パッチなどの多角形面から作成で

きる．

上述のほとんどの手法は与えられた等高線の頂点

だけを使用しているが，もし特別の頂点や補助等高

線7),12)が使われるなら，より合理的な面を作成する

ことが可能である．2つの等高線間に位置する任意の

点の高さを自動的に補間する方法が文献 12)で与えら

れている．この方法は，頂点から等高線までの距離の

比（図 1 参照）によって高さを計算している．また，

スキャナ等で入力されたラスター地図上で行った補間

法14)も発表されている．画像空間における形態学的な

変換3)も等高線の補間に使われる．

面のモデリングに偏微分方程式（PDE）を適用した

方法が文献 5)で提案された．地形面に PDE面を使っ

た興味深い適用例は，文献 13)に見ることができる．

しかし，これらの等高線補間の共通の問題点は，再構

成された面が滑らかになる（特に与えられた等高線を

横切る場所で）保証がないことである．我々は新しい

等高線補間法とそれに関連した面の再構成法として勾

配制御偏微分方程式を採用した，これらの問題の解決

法を提案する．

3. 基本的考え方と特徴

本論文で取り扱う地形面は，隣接する異なる高さの

等高線によって囲まれる領域において，その高さ関数

が偏微分方程式によって決定できる程度に滑らかであ

ると仮定する．これらの PDE方程式を，境界上の高

さと勾配条件を用いて解くことによって，合理的な三

角形パッチで構成される多角形の地形面を得ることが

できる．補助等高線は，これらのパッチからサンプリ

ングすることによって描画できる．

PDE法の利点は，CAGDや curved networks 17),19)
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よりも，面の滑らかさが広域的に保証されることであ

る．したがって，本手法では，異なる高さの等高線間

に，補間する線分を設定したり，その頂点を調整した

りする必要がない．本手法は，従来法3),12)∼14)とは異

なり，地形面に現れる面分岐の問題を自動的に処理で

きる．また，PDE面に，等高線を横切る場所での勾

配条件を付加することによって，1つの等高線を共有

する両側の隣接面を滑らかに結合できる．すなわち，

補間領域の外側にある等高線がこの領域の等高線補間

に影響を与えることができる．

4. PDE地形面

4.1 PDE面

PDE面は偏微分方程式によって表される一種の陰

関数面である．多くの場合，PDE面は解析解を持た

ない．したがって，何らかの数値解法を必要とする．

2次元ユークリッド空間 (u, v) 内の領域 D 上で定義

される PDE面の一般方程式は，次式で記述できる．

P (u, v)h(u, v) = F (u, v) (1)

拘束項 (h, ∂h/∂n) |Bl

ここで，P (u, v)は偏微分演算を含む演算子，h(u, v)

は位置 (u, v)における高さ，F (u, v)は強制項である．

拘束項は，境界線 Bl における高さと，境界線分を含

む面の法線の傾きであり，nは uv 面上の Blの法線ベ

クトルである．すなわち，拘束項 (h, ∂h/∂n) |Bl を持

つ PDE面の形状は，境界条件だけではなく，P (u, v)

と F (u, v) の制御項に依存することに注意する必要

がある．PDE面は，方程式中の演算子 P (u, v) が座

標 (u, v) に従って変化するか，初期条件 F (u, v) が

非零のとき，制御された PDE面とよばれる．

古典的なPDE理論に従うと，第 1種境界条件（高さ）

と第 2種境界条件（勾配値）は，同時に同じ場所に課せ

られない．そうでなければ，方程式は過剰拘束されるこ

とになる．したがって，境界条件は (h or ∂h/∂n) |Bl

となるべきである．共通の境界曲線を持つ 2つの面を

滑らかに結合するには，境界曲線上のすべての点にお

いて，それらの面の高さが等しく，かつ境界曲線と交

差する方向の微分値が等しくなければならない．その

ためには，それぞれの面に高さと微分境界条件の両方

を課さなければならない．従来の PDE面はこのよう

な境界条件を許容しない．Bloorら5)は，いくつかの

タイプの PDE面を示し，これらの面の形状に対する

制御項の影響を論じているが，境界勾配条件によって，

面の形状を制御する方法については論議していない．

本論文では，2種類の境界条件の両方を同時に満足す

る PDE面について議論する．

4.2 勾配制御PDE面

4.2.1 高さの場と電界場の類似性

2つの電極間によって生ずる 2次元電界場の等電位

線（図 2 参照）は，地形の等高線と類似性を持つこと

が推測される．ある伝導性領域に分布する電界は，次

式で表される．

div (σ(u, v)gradϕ(u, v)) = 0 (2)

拘束項 (h or ∂h/∂n) |Bl

ここで，ϕ(u, v)はスカラーポテンシャル，σ(u, v)は

物質の伝導率，div は発散，gradは勾配を表す．ファ

ラディーの法則としてよく知られる電気力線は，電界

の分布を表示するのによく用いられ，次式を満足する．

du

Eu
=

dv

Ev
(3)

ここで，Eu，Ev は，それぞれ電界の強さ E =

gradϕ(u, v) の u，v 方向成分で，du，dv はそれぞ

れ，u，v の微分である．電気力線と等電位線は互い

に直交する．式 (2)によって決まる電界の性質は，次

のように表現できる．

（a） 　非交差性： 　等電位線どうし，または電気力線

どうしは交差しない．

（b） 　単調性 　： 　電位は，電気力線に沿って単調に

変化する．

主題を式 (2)と同じ方程式に従う高さの場に置き換

えると，勾配を示す G = grad h(u, v)，すなわち勾

配線と，高さの場内の局所的な面のパラメータを使用

することができる．すなわち高さの場では，電気力線

と同じ方程式に従う勾配線は，面の傾斜方向を表す．

以下，本論文で扱う高さの場では，次の 3つの仮定を

設定する．

( 1 ) 地形等高線は互いに交差しない．すなわち絶壁

ϕ 2

P2 ϕ 3

ϕ 1

P3

P1

σ(u, v )

v

uo

図 2 導電領域における 2次元電界場．P1，P2，P3 は電極，
σ(u, v) は導電率，ϕ1，ϕ2，ϕ3 は境界上の電位

Fig. 2 A 2D electric field in conductive region. P1, P2,

and P3 are electrodes, σ(u, v) conductivity, and

ϕ1, ϕ2, and ϕ3, boundary potentials.
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のような高さ方向に多価関数になるものは取り扱わ

ない．

( 2 ) 2つの隣接する等高線間では，勾配線に沿う高

さは単調に変化する．

( 3 ) 勾配線は，交差や分岐することはない．

したがって，本論文で取り扱う隣接する 2つの等高

線間には，局所的な小さなピークや谷が存在しない．

4.2.2 局所パラメータと境界条件との関係

式 (2)によって規定される PDE面を地形面に適用

する場合，以下の問題を解決する必要がある．

( 1 ) 面の局所パラメータ値 σ(u, v) の自動設定法．

( 2 ) 境界等高線上において，その高さと勾配条件を，

同時に満たす方法．

( 2 )は，ポテンシャル場と地形面の高さの場の違い

を修正するためのものである．すなわち，ポテンシャ

ル場をそのまま地形面の再構成に用いると，裾の方の

勾配がゆるやかになり，裾広がりの形状となる．これ

に対して地形面は，等高線間が一様な勾配を保つもの

である．このような地形面を生成するためには，与え

られた等高線の高さを変えることなく，地形面の勾配

を制御することが必要である．局所パラメータが一様

な PDE 面の一例を図 3 に示す．この場合，面は滑

らかで，その形状は，ラプラス型の PDE面固有の曲

線パターンを反映している．面の形状変更は，解析領

域内の小領域ごとに局所パラメータを調節することに

よって実現できる．高さと勾配境界条件を含む式 (2)

の拡張方程式は，次式で表される．

div (σ(u, v)gradh(u, v)) = 0 (4)

拘束項 (h and ∂h/∂n) |Bl

ここで，式 (4) の拘束項は，高さ h と ∂h/∂n の条

件が同時に課せられることを示している．この方程式

が，過剰拘束になることを避けるために，PDE面の

解の中でそれらを直接満足させる代わりに，面の局所

パラメータを調整できるように，境界勾配条件を使用

する．式 (4)の面が従来の PDE面でないことは明ら

かである．実際に面を決定するには，PDEの逆問題

を解く必要がある．著者らの知る限り，この問題に対

する解法は存在しない．そこで，この問題を 2段階に

分けて解く方法を提案する．主な考え方は，式 (4)を

式 (2)のような従来型の問題と，これに付加される境

界勾配条件とに分割することにある．すなわち，第 1

段階として，従来法を用いて前者を解く．第 2段階で

は，第 1段階で得られた面における局所パラメータを

修正するために，境界勾配条件を使用する．修正され

た局所パラメータは，計算面を更新するために，前者

にフィードバックされる．この 2段階処理を，計算面

図 3 一様な局所パラメータを用いた PDE面
Fig. 3 A PDE surface with the uniform local parameter.

が収束するまで繰り返し計算する．

本手法の鍵となる点は，局所パラメータを境界条件

に関係づけることにある．各パッチ面上の各点は面の

境界線と明示的に結合する必要がある．本手法では，

各パッチ面上の勾配線によってそれを実現する．すな

わち，パッチ面上の 1 点が与えられると，この点を

通過する勾配線が，境界等高線まで追跡する．勾配線

の端点の高さとその勾配から，勾配線に沿う面上の点

の高さを予測する．計算された勾配線上の高さ分布と

予測値とを比較し，勾配線に沿った計算面の局所パラ

メータを修正する．もし，次章で記述するように適当

な数の勾配線が等高線上に配置されるなら，その修正

は，計算面全体にわたって行うことができる．

5. 提案手法の実装

まず入出力データについて述べ，次に PDE方程式

の解法手順について記述する．前章で述べたように，

PDE方程式を 2段階に分けて解く．第 1段階で PDE

面の変分の問題と，その離散化について述べる．第 2

段階で，面の局所パラメータ σ(u, v) の修正手順につ

いて記述する．さらに数本の等高線からなる地形の結

合問題を解決するため，等高線上の勾配を計算する簡

単な方法を示す．

5.1 入出力の定義

入力データは，折線からなる等高線の集合である．

一般に必要な等高線の位置と高さに加えて，等高線を

横切る場所での勾配が必要である．それらの値は，明

示的に与えてもよいし，後述する面の形状を改善する

手順の中で，計算させることも可能である．このよう

な条件は，隣接等高線によって拘束されるすべての部

分領域で，面 1つずつが形成されている場合でも，地

形面が等高線を横切る場所で，C1 連続であることを

保証する．

2つの境界条件について検討しよう（図 4 参照）．等

高線の境界の 1部で，h と（または）grad∂h/∂n が



Vol. 41 No. 3 偏微分方程式を用いた等高線地図の補間と滑らかな面の再構成 737

等高線 2

等高線1
切断線 1切断線2

図 4 境界条件
Fig. 4 Boundary conditions.

与えられ，切断線上で法線ベクトルが 0に設定されて

いる．それは切断線が傾斜線であることを意味する．

面の単調性を保つように，境界上の任意の点の勾配の

角度は，範囲 [0, π/2)に限定される．等高線上の勾配

値が与えられない場合は，後述のデフォルトの値が使

われる．出力データは，無数の三角形パッチで構成さ

れる．これらの三角形パッチは，次節で述べるように，

C1 連続で滑らかな地形面を形成できるように，適切

な緻密さを持つメッシュになるまでパッチ数を細分割

し，その高さや勾配を調整したものである．これらの

三角形パッチから，補助等高線および面上の任意の高

さが容易に標本化できる．

5.2 FEMに対する変分問題と離散化

第 1段階で，直接の境界条件だけが関係する式 (4)

の副次的問題を解く．これに対応した変分問題は，次

の方程式のエネルギー関数 W を，最小にする関数 h

を見つけることである．

W (h) =

∫
D

σ

2

[(
∂h

∂u

)2

+
(
∂h

∂v

)2
]
ds (5)

ここで，上式は境界線上の高さによって拘束される．

ds は領域 D における面積の微分である．FEMを変

分問題に適用するために，計算領域 D を三角形メッ

シュに離散化する．等高線地図に対する離散化は簡単

である．隣接する等高線に囲まれる領域を高さ方向に

投影し，その射影した領域を従来の三角形パッチ手法

を用いて，粗いメッシュに分割し，順次，適切な緻密

さを持つメッシュになるまで細分割する．たとえば，

メッシュ中の各要素は，メッシュのすべての辺が，与

えられたある長さより短くなるまで繰り返し分割する．

その結果，各三角形要素内の面の高さは線形に変化し，

局所パラメータは各三角形要素において一定値と仮定

することができる．FEMの解法の詳細は，文献 4)，

21)を参照されたい．本論文では，FEMに 1次三角

形要素 ei を用いる．それぞれの要素の勾配は，定数

ベクトルを持つ．各要素面の勾配の精度を良くするた

めに，各要素の頂点 V 上の勾配 GV を，その頂点 V

を含むすべての要素の勾配 Gi (i = 1, 2, . . . , n) の平

均ベクトルによって定義する．すなわち，

GV =

(∑
i

Gi

)/
n (6)

これらの頂点の勾配は，線形な分布に対するすべて

の要素の勾配を再調整するときに用いられる．

5.3 局所パラメータの修正

三角形要素面は離散化されるから，各要素面上に分

布した局所パラメータは，各要素が持つ 1つの定数値

によって近似される．すべての要素パラメータの初期

値を 1とし，第 1段階で得られた各要素面上のこれら

のパラメータは，次の 3つの手順によって修正される．

( 1 ) 三角形メッシュ上の勾配線の探索

電気力線のためのパラメータ方程式 (3)の，項 Eu と

Ev を，それぞれ Gu と Gv に置き換えると勾配線と

なる．1本の勾配線は，各要素の入り口（または始点）

における勾配方向を向く直線線分によって近似するこ

とができる．この事実はアルゴリズムの簡素化をもた

らす．文献 8)に見られるようなより正確な方法もあ

るが，本論文の目的には実用上これで十分である．勾

配線を求めるには，すべての要素の中心点（三角形要

素面の重心）からはじめて，隣接する 2つの等高線に

たどり着くまで，2つの方向（下り勾配と登り勾配）

をサーチする．両方の等高線にたどり着いたとき，そ

の交点座標を勾配線の始点と終点とする．便宜上，始

点は等高線の高さの高い側を，終点は等高線の高さの

低い側にとる．勾配線は始点から終点までの 1本のベ

クトルチェインで表される．したがって，すべての三

角形要素の中心点は，いずれかの勾配線に含まれ，1

つの中心点は，ほとんどの場合，複数の勾配線に含ま

れる．したがって，ほぼ均一に分布する勾配線を得る

ことができ，等高線の補間の精度を上げている．

( 2 ) 勾配線上の要素パラメータの修正

1つの勾配線の始点を A，終点を Bとする（図 5 (a)

参照）．hA，hB をそれらの点の高さとし，gA，gB を

点 A，B における勾配値とする．もし点 A（または

B）が無拘束な境界勾配条件を持つ等高線上にあれば，

その点における勾配 gA（または gB）は，勾配線に

沿う面の勾配の平均値をとる．勾配線は，多数の要素

ei (i = 1, 2, . . . , n)を通る．図 5 (b)に，勾配線上の要

素面の高さ hi を実線で示す．終端条件（hA，gA，hB，

gB）を用いて，勾配線（図 5 (b)の破線）上に，3次多

項式の形式で，予測される高さ h̄i 曲線を作ることが

できる．勾配線上の要素パラメータは，各々の要素面
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(b)

(a)

A

B

A B

h

l

ei

Δh i

g A

Δh i

g B

hB

hA

��

等高線 2

等高線 1

Pi

Pi+1

L ij

Lij

F(l)

図 5 勾配線に沿う面の高さ．(a)計算面上の勾配線，(b)勾配線に
沿う面の高さ．実線：計算された高さ曲線，破線：予測高さ
曲線

Fig. 5 The surfaceheight along a slope line. (a) a slope

line on the calculated surface, (b) the surfaceheight

along the slope line. solid line: calculatedheight

curve, broken line: predictedheight curve.

の高さを予測される高さ分布に近づけるために修正さ

れる．勾配線上の，計算された高さ曲線と予測される

高さ曲線から，ei 内の高さの差 �hi と �h̄i（図 5 (b)

参照）は，式 (7)，(8)から得られる．h = F (l) は 3

次多項式であり，点 Aと点 Bにおける F (l) の導関

数の値はそれぞれ，gA，gB で与えられ，また，点 A

と点 Bの座標値は既知であるから，F (l) が求められ

る．パッチ上の 2点 Pi と Pi+1 の座標値を，それぞ

れ (li, hi)，(li+1, hi+1) とするとき，

�hi = hi − hi+1 (7)

�h̄i = F (li)− F (li+1) (8)

したがって，ei 内の要素パラメータに対する修正因子

fi は次式で得られる．

fi = (�hi)/(�h̄i) (9)

( 3 ) 三角形要素中の局所パラメータの修正

1つの要素に複数の勾配線が通ることがある．この場

合，これらの線分を 1つの因子に結合するのが合理的

である．要素 ei が n 本の勾配線に含まれている場合，

要素 i の j 番目 (1 ≤ j ≤ n) の経路長を Lij，その

修正因子を fij とすると，三角形要素中の勾配線の統

合修正因子 fi は次式で得られる．

fi =

(∑
j

Lijfij

)/(∑
j

Lij

)
(10)

また，その要素の局所パラメータは，次式によって修

正される．

σi(new) = fiσi(old) (11)

すべての要素の局所パラメータが更新された後，それ

らは計算面を更新するために，第 1段階に戻される．

これら 2つの段階は，各要素面が許容誤差 ε の範囲

内に収束するまで繰り返される．(∑
j

| �ge |
)/(∑

j

| ge |
)

≤ ε (12)

ここで，ge は三角形要素 e 内の正規化勾配ベクトル

であり，�ge は 2つの連接した処理間に生ずる差分

である．

5.4 三角形要素面の調整

等高線地図は，多数の等高線から構成されているから，

計算コストを低減するには，各等高線間ごとに三角形

要素面からなる地形面を再構成することが望ましい．

すなわち，提案手法では，すべての要素面を，いくつ

かの隣接等高線によって囲まれる部分領域上で定義す

る．等高線上に適正な勾配が与えられる場合には，こ

れらの要素面から調整される面は各等高線上において

C1 連続を保証する．しかし実際には，等高線地図は，

そのような勾配情報を直接提供しない．したがって，

この場合は，次に述べる方法で等高線上の勾配を計算

する．

( 1 ) すべての等高線上で，勾配条件を無拘束にし，

三角形要素パラメータを各等高線間で別々に計算する．

( 2 ) 隣接する要素面を C0 連続な面に結合し，式

(6)を用いて，等高線上のすべての頂点の勾配を計算

する．

この等高線上で計算された勾配値を使って，C0 連

続な面を C1 連続な地形面に調整することができる．

6. 適 用 例

提案した勾配制御 PDE面の特徴と性能を確認する

ために，5つの適用例を示す．補間して得られる補助

等高線と勾配線を再構成された面とともに示す．数値

解析（FEM）に三角形要素を使用した．ここでは詳

細に各要素面を評価するために，3次元表示において

も意図的にスムーズシェーディングを行わず，フラッ

トシェーディングを用いる．したがって，等高線と勾

配線は折線で示される．
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図 6 は，同一の等高線に対する無制御の PDE 面

（図 6 (a)）と勾配制御の PDE面（図 6 (b)）との相違

を示す．図 6 (a)では，一様な局所パラメータを使用

し，図 6 (b)では，勾配境界条件はデフォルト値（5.3

節参照）を使用している．面勾配の制御が，面を予

期しない湾曲から防いでいることが分かる．図 7 は，

勾配制御 PDE 面の形状が，勾配境界条件によって，

広域的に制御される様子を示すものである．図 7 (a)

は上下面とも凸，と図 7 (b)は上面が凹，下面が凸の

場合の形状を示す．勾配境界条件は，0 度から 90度

未満の範囲に限定し，arctan(0.1)（約 5.7 度）から

arctan(10.0)（約 84.3 度）の範囲のテストでは問題

はなかった．図 8は，3つの分岐からなる場合の，よ

り複雑な面を示す．補間により得られる補助等高線と

勾配線を図 8 (a)に，また，再構成された面を図 8 (b)

に示す．面の分岐に起因する鞍部が自動的に復元され

ているのが観測される．図 9 は，著しく異なった形

状の 2つの等高線間に発生する計算面を示す．この場

合の等高線上の勾配条件は無拘束である．図中の勾配

線の集中の度合から，尾根曲線がはっきりと観測され

る．図 10は，実在の地図の一部を再構成した地形面

を示す．図 10 (a)は単に C0 連続性を満たしている場

合であり，図 10 (b)は C1 連続性が保証される場合を

示す．図 10 (b)の面の補間等高線と勾配線を図 10 (c)

(a) (b)

図 6 勾配非制御と勾配制御 PDE面の相違：(a)勾配非制御PDE
面，(b)勾配制御 PDE面

Fig. 6 Difference between free-controlled and gradient

controlled PDE surfaces. (a) a free controlled PDE

surface, (b) a gradient controlled PDE surface.

(a) (b)

図 7 勾配制御 PDE面における勾配境界条件の効果
Fig. 7 Effects of gradient boundary conditions on

gradient controlled PDE surfaces.

に示す．これらの例から，提案手法が等高線地図から

高品質の補助等高線と滑らかな地形面を発生するのに

適していることが分かる．

今後の課題として，解の安定性に関する定量的な考

察がある．PDE方程式の逆問題に関する，反復による

解の収束の議論が残っている．この問題に関して本論

文で取り上げた例以外の数種類の例については，誤差

(a)

(b)

図 8 3つの分岐を持つ面：(a)補助等高線と勾配線，(b)多角形
パッチによる透視図

Fig. 8 A surface with three branches: (a) interpolated con-

tours and slope line. (b) perspective view displayed

by polygonal patches.

(a)

(b)

図 9 互いに形状が大きく異なる 2つの等高線から再構成された面
：(a)補助等高線と勾配線，(b)多角形パッチによる透視図

Fig. 9 A surface reconstructed from two contours with

very different shapes from each other: (a) inter-

polated contours and slope lines. (b) perspective

view displayed by polygonal patches.
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(a)

(b)

(c)

図 10 実在の地図から再構成された面：(a)等高線を横切る場所での
滑らかを考慮しないで再構成された面，(b)提案手法によっ
て再構成された面，(c) (b)に示す面の補助等高線と勾配線

Fig. 10 A surface reconstructed from a part of a real map.

(a) the surface reconstructed without considera-

tion of smoothness across the contours. (b) the

surface reconstructed by the proposed method.

(c) the interpolated contours and slope lines of the

surface in (b).

は許容値 1パーセント以内に収まり，テストしたすべ

てについて，3回から 5回の反復で収束した．図 10 (b)

の場合の計算時間は，隣接する等高線間において，第

1段階が約 15秒，第 2段階が約 55秒．メッシュ数は，

はじめの粗い 60から，細分割されて 3000（ユーザが

指定可）．本適用例では，これらが 6区間あり，合計で

420秒．総メッシュ数は 18000．使用計算機は Silicon

Graphics社 Indigo（CPU: R4000 sc/50MHz，メモ

リ 112MB）である．

7. 結 論

等高線地図から補助等高線を補間し，地形面を再構

成する新しい方法を提案した．本手法は，より正確で

滑らかな面の再構成を可能にする．本論文の主な貢献

は新しいタイプの PDE 面，すなわち勾配制御 PDE

面が合理的な地形面を表現するために有用なことを示

したことである．すなわち，従来の PDE面とは異な

り，高さと勾配の両方の境界条件を満足させることが

できる．適用例により，提案手法の有用性が確認され，

複雑な形状の面の復元方法として，柔軟でかつ高精度

であることを示した．

今後の課題として，前章で述べた解の安定性に関す

る，より精密な検討と，等高線上の勾配の評価法の改

善，さらに非零の強制項を持つ勾配制御が行えるPDE

面に拡張することなどが考えられる．このようなタイ

プの PDE面は，地形モデルの外挿を扱うことを可能

にする．
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