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連続最適化問題への温度並列シミュレーテッドアニーリングの応用

三 木 光 範† 廣 安 知 之† 笠 井 誠 之††,☆

組合せ最適化問題における並列解法として有効な性能を示す温度並列シミュレーテッドアニーリン
グ（TPSA）を連続最適化問題に適用する場合の問題点を抽出し，これを解決する方法を提案し，2つ
の異なる種類の連続最適化問題に応用した結果を示す．近傍の生成には正規分布を用い，最高温度は
設計空間の大きさと近傍の大きさを基に決め，最低温度は解の精度を考えて決定した．対象とした問
題は標準的なテスト関数と構造最適化問題である．用いた温度数は 64で，使用した計算機は 8-CPU
の PC クラスタである．計算の結果，テスト関数の場合は，SAにとって難しい問題であったが，同
じ計算量となる長時間の逐次的な SAと比較して TPSAはきわめて良好な性能を示した．一方，現
実的な構造最適化問題では多くの制約条件が存在したにもかかわらず，TPSAは逐次 SAより良好な
結果を示した．また，TPSAの並列性は良好であった．

Application of The Temperature Parallel Simulated Annealing
to Continuous Optimization Problems

Mitsunori Miki,† Tomoyuki Hiroyasu† and Masayuki Kasai††,☆

The temperature parallel simulated annealing (TPSA), which has been found so far to be
very effective for combinatorial optimization problems using parallel computers, is applied to
continuous optimization problems. A new treatment for determining the neighborhood, the
maximum and the minimum temperature is considered based on the design space and the
accuracy of the solutions. The continuous optimization problems are the minimization of one
of the standard test functions and the minimum-volume design of structures. The number
of temperature stages is 64, and the computer used is a PC cluster with 8 processors. The
numerical experiments showed that the performance of TPSA was remarkable compared with
the conventional SA with very slow cooling for the standard test function, and was very good
for the realistic structural optimization problems. Further, the parallel efficiency is fairy good.

1. は じ め に

最適化の分野における並列処理には主として次の 3

つのアプローチ，すなわち，(1)繰返し解析の単純な

並列化，(2)解析コードの並列化，(3)最適化アルゴリ

ズムの並列化，がある．この中で，最適化手法の並列

化と考えられるのは (3)のアプローチであり，近年多

くの研究者が並列可能な最適化アルゴリズムの研究を

行っている1)．

連続設計変数の空間における最適化問題に対しては，

これまで非線形数理計画法による解法が主流であった．

設計空間が単峰で，しかも目的関数の勾配が連続であ
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る場合にはこのアプローチはきわめて有効であるが，

そうでない場合には遺伝的アルゴリズム（GA），シ

ミュレーテッドアニーリング（SA），あるいはタブー

サーチ（TS）など，いわゆるヒューリスティックサー

チ（heuristic search）2)とよばれる方法が用いられる

ことも多くなってきた．このことは，従来の方法で解

ける問題の範囲を超えて，連続変数空間といえども目

的関数がきわめて複雑な挙動を示す最適化問題が取り

扱われ始めたことを意味している．なかでも，GAと

SAはこのような手法の双璧であり，連続最適化問題

に対しても多くの研究が行われてきた3)．

複雑な連続最適化問題に対して GAと SAのどちら

が有効かという問題は難しい．なぜなら，これらの方

法はいずれもその問題に適したスキームを採用し，多

くのパラメータを適切にチューニングしなければ良い

結果が得られないからである．しかしながら，一般的

にいえることは，設計空間内に多くのサイズの大きい

局所解領域が存在する場合には GAが有効であり，一
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方，設計空間全域的には単峰に近いが，サイズの小さ

い局所解領域が無数に存在する場合には SAが有効で

ある4)．

SA 5)は，炉内の固体の熱的平衡状態をシミュレー

ションするための単純なアルゴリズム6)を基本として

最適化問題を解く方法であり，多くの組合せ最適化問

題の解法として有用である7)．SAの長所は，(a)ほと

んど任意の非線形性を持つコスト関数を処理できる，

(b)ほとんど任意の境界条件や制約条件が処理できる，

(c)他の非線形最適化アルゴリズムと比較してコード

化はきわめて容易である，(d)最適解の発見が統計的

に保証されている，ことである．一方，SAの短所は，

(a) 最適解を求めるのに要する時間が長い，(b) 特定

の問題に対してチューニングするのが容易でない，(c)

過大評価されて用いられ，結果の解釈が間違っている

場合がある，(d)誤った利用によりエルゴード性を失

う，すなわち冷却が早く，シミュレーテッドクエンチ

ング（simulated quenching）になっている．この場合

は最適解が求められる統計的な保証はない，ことであ

る8)．要するに，GAより単純なアルゴリズムで，計

算機へのインプリメントもきわめて容易であるが，良

い最適解を得るには非常に長い時間がかかる，すなわ

ち計算負荷がきわめて高いということである．

計算時間が長いことは SAの最大の欠点である．た

とえば，巡回セールスマン問題では SAで良好な近似

解を得る計算量よりも完全な総当たり計算の方が計算

量が少ない9)．さらに厄介な問題は，適切な冷却スケ

ジュール（cooling schedule，温度スケジュールとも

いう）が不明で，かなりの予備実験を行わなければな

らない点である．

SAの計算時間を短縮するには 2つのアプローチが

ある．1つはできるだけ高速の冷却スケジュールを考

えることであり，もう 1 つは並列処理である．前者

については Rosenらの解説10)に詳しく述べられてい

るが，対数型の Boltzmannアニーリングより，双曲

線型の高速アニーリング，さらには指数型の超高速ア

ニーリングを用いることにより，SAの高速化が可能

となる．一方，SAの並列処理は並列計算機の発達と

ともに有効なアプローチとして多くの研究がなされて

いる11)．この中で最も典型的な方法は異なった初期

値で通常の SAを並列に行い，ある時間ごとに最も良

好な解を全プロセッサに渡し，並列に近傍探索するも

のである．一方，SAと GAを組み合わせた方法は，

それぞれの方法の長所を活かし，さらに並列化が容易

であることから多くの研究が行われている12)∼14)．し

かしながら，いずれの方法においても SAの冷却スケ

ジュールが経験的にしか与えられないという問題はつ

ねに残る．

これに対して，温度並列 SA 15) は並列処理との高

い親和性を持っているだけでなく，温度スケジュール

が原理的に不要であるというきわめて優れた特長を有

している．このため，温度並列 SAはこれからの SA

の発展に欠かせない手法と考えられ，これまでは LSI

ブロック配置問題16)，巡回セールスマン問題17)，グ

ラフ分割問題18)，そして生物学的問題19)などに応用

され，逐次 SAと比較して温度並列 SAが計算時間お

よび解の精度の点で優れていることが分かっている．

しかしながら，連続最適化問題への応用はこれまでな

されていなかった．

本研究は，このような背景の下に，連続変数を持つ

最適化問題に温度並列 SAを応用する方法を提案し，

2つの代表的な連続最適化問題に適用した結果を基に

温度並列 SAの有効性を検証することを目的とする．

また，それらの結果を基に温度並列 SAの改良につい

ても示唆する．

2. 温度並列 SA

温度並列 SA 15) は，複数のプロセッサに異なる温

度を与え，各プロセッサは一定温度でアニーリングを

行い，一定の間隔で隣接する温度のプロセッサ間で解

の交換を行う方法である．この方法の特長は，(a)温

度を解自身が決定するので温度スケジュールの自動化

が図れる，(b)時間的に一様なので任意の時点で終了

が可能であり，また，継続すれば解の改善を続けるこ

とができる，(c)解の品質を劣化させることなく，温

度数までの並列化が可能である，という点にある．

図 1は温度並列 SAの概念図であり，通常の SAと

比較している．上側に示した通常の SAでは経験的に

決めた単調減少の温度スケジュールを用いるのに対し

て，温度並列 SAでは各プロセッサは一定の温度を担

当し，解が自身のエネルギーを基準として適切な温度

を選ぶ．このため，温度スケジュールは不要となる．

しかも，最低温度での解の状態を観察していれば終了

判定は容易である．すなわち，長い期間にわたって最

低温度での解の更新がなければ最適解が求められた

と判断できる．一方，通常の温度スケジュールを持つ

SAでは，最適解かどうかにかかわらず温度が下がれ

ば解の更新がなくなる．したがって，できるだけ緩慢

に冷却する必要があるが，対象としている問題に対し

てどの程度が緩慢な冷却かという判断は，多くの実験

を行ってみなければ分からない．温度並列 SAでは，

このような問題はなくなる．



Vol. 41 No. 5 連続最適化問題への温度並列シミュレーテッドアニーリングの応用 1609

T1
T2
T3
T4
T5
  0

Temperature

Time

Initial
Solution

Parallelize in Temperature

T1
T2
T3
T4
T5
T6

Temperature

Time

Initial
Solution

t on Proc1
t on Proc2
t on Proc3
t on Proc4
t on Proc5
t on Proc6

図 1 逐次 SA と温度並列 SA

Fig. 1 Sequential SA and temperature parallel SA.

温度並列 SA における隣接温度での解の交換は式

(1)を用いて確率的に行う．すなわち，隣接する温度

T と T ′ における解のエネルギーを E と E′ とする

と，高温部に低いエネルギーの解が存在した場合には

無条件で解を交換し，それ以外でも温度差 �T とエネ

ルギー差 �E などから計算される確率で解を交換す

る．これによって，低温部にエネルギーの低い解が集

まるが，確率的にはそうでない場合もあることになる．

PEX(T, E, T ′, E′)

=




1, if �T · �E < 0

exp
(
−�T · �E

T · T ′

)
, otherwise

(1)

一方，各一定温度における SAは通常の方法で行う．

すなわち，近傍探索における受理確率は式 (2)で与え

られるMetropolis基準5) を用いる．

PAC =

{
1, if �E < 0

exp
(
−�E

T

)
, otherwise

(2)

�E = E(xnew) − E(xold)

3. 連続最適化問題への温度並列 SAの適用

SAは組合せ最適化問題の有力な解法として提案さ

れ，広く用いられてきた．しかしながら，連続最適化

問題においても対象とする問題の複雑度が高い場合に

は多く用いられている4),8),20)∼22)．SAが有効な問題

は，目的関数の勾配が連続でなく，設計空間内におい

て大局的には単峰に近いが，局所的にはサイズが比較

的小さい局所解領域がきわめて多いような問題である．

連続最適化問題と組合せ最適化問題では SAにおけ

る近傍の概念およびその定義が異なる．組合せ最適化

問題では，解の変更に必要な最小の操作の集合を近傍

と定義することが一般的である．たとえば，巡回セー

ルスマン問題ではグラフの 4 つのノードと 2 つの辺

の関係を組み替えて，新しいグラフを作ることが可能

である．これは X-交換（X-change）23)とよばれ，こ

れによって得られる新しいグラフの集合を X-交換近

傍（X-change neighborhood）とよぶ．この近傍を基

にして近似的に最適なグラフを求める解法が 2-Opt

法24) である．こうして組合せ最適化問題では近傍は

厳密に定義できる．

一方，連続最適化問題では設計変数が連続であり，

上のように一般的に近傍を定義することができない．

連続設計変数空間における解の変更は，近くであろう

と遠くであろうと数値を変更するだけであり，組合せ

最適化問題でのように，操作的に近傍を定義すること

はできない．そのかわり，物理的に意味のある，すな

わち目的関数の連続性における近傍を考えることは容

易である．組合せ最適化問題での近傍は目的関数とは

何の関係もない．

そこで，連続最適化問題では一般に現在の解を中心

とし，移動距離に関する確率分布を与え，近傍を定義

する．この確率分布としては Boltzmannアルゴリズム

では正規分布22)，FSAではコーシー分布20)，VFSA

ではペンの先の形のように中央部で尖っており，両側

で分布を切断した特殊な形の確率分布4)などが用いら

れている．また，分布の幅を受理確率によって適応的

に変化させるという考え方もある21)．

本研究では，温度並列 SA を連続最適化問題に対

して拡張するために，近傍として正規分布を用い，し

かもその幅を温度の関数とした．すなわち，現在の

解からの摂動 �x を式 (3)の分布で与えた．これは

Boltzmannアルゴリズムで用いられる分布である．

gk(�x) =
1

(2πTk)D/2
exp

(
−|�x|2

2Tk

)
(3)

ここで Tk は k 番目の温度であり，k は通常の SAで

は温度スケジュールの番号を表し，温度並列 SAでは

複数の温度の 1つを表す．正規分布を用いた理由は，

この分布が確率的には無限遠の距離を推移する分布

であり，近傍の幅を決める一様分布では明確な上限お

よび下限を決める合理的理由が見当たらないからであ

る．また，正規分布は無限の幅を持った分布であるが，

現在の地点に近い地点への推移確率が高く，現在の解

の情報を次のステップの解探索に利用しなければなら

ない SAのアルゴリズムに適した分布であることも，

適用した理由となっている．さらには，他のいくつか
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図 2 最高温度時の正規分布（2 次元）
Fig. 2 Normal distribution for the maximum temperature

(2-dimensional).

の確率分布も正規分布で代用できる場合が多いからで

ある．

次に最高温度を考える．組合せ最適化問題では一般

的に，最大の改悪が生じる状態遷移がある値（たとえ

ば 50%)の確率で受理されるという考え方が用いられ

る15)．しかしながら，連続最適化問題ではそうした考

え方はもはや有効ではない．その理由は，一般的に最

大の改悪が不明であること，および近傍を定義した確

率分布で最大を考えると非現実的な改悪を考えなけれ

ばならなくなるからである．正規分布を用いれば近傍

の最大は無限大の距離になってしまう．したがって，

連続最適化問題では組合せ最適化問題とは異なるアプ

ローチで最高温度を決める必要がある．

ここでは次のようにして最高温度を決定した．すな

わち，設計変数がとりうる値で決まる設計空間は工学

的問題では現実的な制約条件から通常はある程度の大

きさで与えることが可能であり，この設計空間を最高

温度状態で十分に探索可能であるという条件を基に決

定する．ここでは近傍の分布として式 (3)の正規分布

を用いているため，各変数の標準偏差がその変数の設

計領域の 1/4となるようにした．これにより，現在の

解が設計空間の中央にあるときにはそれが端まで移動

する確率は 4.6%であり，現在の解が設計空間の端に

あるときに他の端まで移動する確率は 0.01%程度とな

る．最高温度における 2次元の近傍の確率分布を図 2

に示す．これより，最高温度では設計空間が十分に探

索できていると考えられる．

温度並列 SAでは温度スケジュールが不要であるか

わりに最低温度を決める必要がある．組合せ最適化問

題では最小の改悪がある確率で受理されるという規

準で考える15)が，連続最適化問題ではそうした考え

方はできない．これは最高温度と同様である．このた

め，最低温度は解の精度を規準に決定した．すなわち，

式 (3) で与えられる近傍が十分小さくなる温度とす

る．工学的には温度が下がりすぎて近傍が非現実的に

小さくなっていることは意味がない．多くの SAの応

用で温度スケジュールだけを適当に決めて，かなりの

繰返しを行って解が変動しなくなったのを観察して停

止条件としている場合も多いが，そのときの温度を調

べると非現実的に小さくなっており，最適解が見いだ

されたから解が変動しなくなっているのではなく，温

度が下がりすぎたから変動しなくなったいるだけ，と

いう場合も多いように思われる．これは意味のないこ

とである．ここでは正規分布の標準偏差が設計空間の

1/10000程度になる温度を最低温度と考えた．

次にエネルギーについて考える．制約条件のない最

適化問題では目的関数に適当なスケーリングファク

ターを乗じたものをエネルギーとすればよい．制約条

件がある最適化問題では目的関数に制約条件に関する

ペナルティー関数を加えた疑似目的関数を作成し，そ

れに適当なスケーリングファクターを乗じたものをエ

ネルギーとすればよい．この場合のスケーリングファ

クターは受理確率を規準に決める．

組合せ最適化問題では，先に述べたように，最大の

改悪が生じる状態遷移が 50%の確率で受理されるとい

うような考え方でスケーリングファクターを決める．

連続最適化問題ではこうした考え方はできないので，

次のように考える．すなわち，解の摂動と目的関数の

関係が分かっている場合にはある程度の値で起こりう

る可能性のある目的関数の改悪が評価できるので，そ

の改悪を受理する確率が 50%になるように決める．一

方，そうでない場合は，近傍を定義した確率分布を用

いて実際に試行を行い，ある試行回数の中で生じる目

的関数の最大の改悪の平均値を実験的に求め，それを

50%で受理するようにスケーリングするのが合理的と

考えられる．ここではこの考え方を用いた．

4. 並列計算機への実装

温度並列 SA では解の交換のときだけにプロセッ

サ間通信が発生するので，並列計算機との親和性が

良好である．ここでは 8プロセッサの PC クラスタ

（Pentium II，233MHz × 8）を用いて計算を行った．

プロセッサ間通信は Fast Ethernetと PVMを用いて

行った．

1つの温度での SAを 1つのプロセスに割り当てる．

したがって，温度数が 8までのときは 1つのプロセッ

サに 1つの温度プロセスが実行されているが，温度数

が多くなると 1つのプロセッサで複数の温度プロセス

が実行される．温度数が 64の場合は 1つのプロセッ

サで 8プロセスが実行されている．
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図 3 Rastrigin 関数の景観（2 次元）
Fig. 3 Landscape of Rastrigin function (2-dimensional).

5. 数学的関数の最小化問題

本研究では，連続最適化問題として種々のヒューリ

スティックアルゴリズムの性能検証に用いられる典型

的な数学関数25) の最小化問題を考える．ここでは式

(4)で表される 5次元の Rastrigin関数を用いる．

f(xi|i=1,N )

= (N × 10) +

[
N∑

i=1

(
x2

i − 10 cos(2πxi)
)]

(4)

この関数は 2 次元で示すと図 3 のように，多くの

比較的大きなサイズの局所解領域を持つ．このような

関数の最小化問題は SAより GAで解くのが有効であ

る．しかしながら，ここでは SAにとって難しい問題

をあえて選んで温度並列 SAの有効性を検証すること

にした．

各設計変数の範囲は −5.12から +5.12 とし，近傍

は式 (3)で与えられる正規分布とした．先に述べたよ

うに，設計変数の範囲の 1/4が近傍生成における正規

分布の標準偏差になるように最高温度（= 6.554）を

決めた．一方，最低温度は，先に述べたように，解の

精度で決める．ここでは正規分布の標準偏差が 0.001

となるように決めた．これで分解能は設計空間に対し

て 1.0E-4となる．また，このとき最低温度は 1.0E-6

となる．

目的関数からエネルギーへの変換は次のようにした．

すなわち，このような問題では設計変数の摂動と目的

関数の変化には直接の関係はなく，最大の改悪は実験

的に求めることになる．ここでは，式 (3)の近傍を用

い，実際に乱数を用いて 100回の試行を 5回行い，100

回の試行における近傍での目的関数の最大の改悪の平

均を実験的に得た．この値は 66.4であり，この改悪が

50%の確率で受理されるようにエネルギーのスケーリ

ングファクターを決めた．この値は 0.684となる．

温度数は 64とした．組合せ最適化問題では温度数

は 32程度あれば良好な結果が得られている15)．中間

の温度は最高温度と最低温度，ならびに温度数から温

度が等比的に並ぶように決めた．解の交換周期は 40

とし，計算の繰返しは 64000回および 128000回行っ

た．また，温度並列 SAの性能を評価するために通常

の逐次 SAを行った．この場合，温度並列 SAと同じ

条件とした．すなわち，冷却における温度段数は 64

とし，決めた繰返し数で最低温度に到達するように冷

却率を決め，指数型の冷却を行った．ここでは冷却率

は 0.78となる．たとえば計算繰返し数が 128000回の

場合では 2000回ごとに温度が 1段低くなる．

通常の逐次 SAを用いる場合において，計算回数に

関して 2 通りの考え方を考慮した．すなわち，温度

並列 SA の並列処理における 1 つの温度が担当する

計算量と同じだけの計算を行う方法と，逐次 SAの温

度スケジュールをきわめて緩慢にして温度数（=64）

倍の時間をかけることで総計算量を温度並列 SAと同

じにする方法である．ここでは前者を SA(Short)，後

者を SA(Long)とよぶ．なお，試行は温度並列 SAと

SA(Long)については 5回行い，SA(Short)について

は 64回行い，その平均値，最悪値，および最良値で議

論する．ここで SA(Short)のみ試行回数を 64回とし

たのは，その結果の最良値が完全独立型の並列 SA 10)

の結果として見ることができるという点からである．

図 4 は総計算回数が 64000 × 64 回の場合の得ら

れた最適解の目的関数の値を示したものである．ここ

で温度並列 SAの平均値は最も優れた性能を示してい

る．Rastrigin関数の最小値は 0であり，目的関数値

が 1となる解は 2番目に良好な最適解である．このた

め，温度並列 SAは 2番目の最適解を確実に見つけて

いることが分かる．これに対して SA(Long)について

は，最良値は温度並列 SAよりも良好な値となってい

るが，平均値は劣っている．一方，64 回の試行を行

う SA(Short) の結果は最良値で議論を行う．その理

由は，総計算量を同一として考えると，SA(Short)の

64 回試行は完全独立型の並列 SAの 1 回試行の結果

と見なすことができ，その場合，最良値を結果として

用いるからである．この値と，温度並列 SAの最悪値，

および SA(Long)の最悪値と比較すると，SA(Short)

の最良値が最も良好な値となっている．すなわち，総

計算量の等しい手法として，これら 3つの手法を比較

したときに SA(Short)が最も良い性能となる場合が
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図 4 手法の比較（64000 × 64）
Fig. 4 Comparison of the methods (64000 × 64).
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図 5 手法の比較（128000 × 64）
Fig. 5 Comparison of the methods (128000 × 64).

あることを示す．

しかしながら，総計算回数が 128000×64 回である

図 5 の結果は上述のものと異なる結果となっている．

温度並列 SAではすべての試行で真の最適解の近傍に

達しているのに対して，長時間の逐次 SAでは図 4 の

結果と比較して，最良値を除いてほとんど変わらない．

また，128000回の繰返しの逐次 SAを 64試行行った

結果も図 4と比較して目立った改善はない．一方，長

時間の逐次 SAの最良値は偶然に得られたもので計算

スキームや計算回数には関係ないことが分かる．

この結果より，温度並列 SAは計算回数を増やすだ

けで性能が上昇することが分かる．これこそ，温度並

列 SAの特長である．すなわち，逐次 SAでは最初に

決められた温度スケジュールで行うので，総計算回数

が決まってしまい，それを延長してもすでに温度が下

がっているので意味はない．このため，多くの予備実

験を行って温度スケジュールを最適化しなければなら

ない．たとえばここでの結果では SA(Long)，すなわ

ち 64倍の時間をかけて冷却しても解の改善は図 4 お

よび図 5 よりわずかであり，さらに長時間の別の温

度スケジュールが必要と考えられる．一方，温度並列

SAでは 64000回での結果を見て，まだ不足と考えら

れればそれをそのまま継続するだけで図 5 の結果を

得ることができる．しかも，最良値，平均値，および

最悪値というすべての試行がほとんど同じになったこ

とから真の最適解が求められたと判断できる．また，

TPSAの最悪値は 64試行行う SA（Short）の最良値

よりも良好な値となっているため，TPSAは完全独立

型の並列 SAよりも性能が良いということが分かる．

ここまでの結果により，温度並列 SAが解の精度の

点で優れていることが分かる．しかし，次の点につい

ては注意が必要である．それは，温度並列 SAと比較

した逐次 SAの温度スケジュールが適切であったかど

うかである．本研究では，温度並列 SAの温度数 64

と条件を合わせるために，逐次 SAの冷却における温

度段数を 64とした．これは逐次 SAにとって最適で

はなかった可能性がある．すなわち，逐次 SAでは 1

つの温度において必要な繰返し数は，その温度で定常

状態に達する回数であるため，それ以上の繰返しが無

駄になるということである．より最適なスケジュール

は，本研究で用いた温度段数が 64ではなく，1つの温

度における繰返し数が少なくなったとしても，より多

くの温度段数を用いるものであることが考えられる．

しかし，そのことを考慮したうえで温度並列 SAが優

れていると考えられる点は，最適な温度スケジュール

というものを考慮せずに逐次 SAよりも良好な解を得

たことである．これは解が低温，高温間を自ら移動す

る性質によるものである．

図 6 は 128000 × 64 の場合について計算時間を比

較したものである．なお，TPSA(real time)は 8CPU

で温度数（プロセス数）64を行った場合の温度並列

SA の実計算時間を表し，TPSA(1 process) はこの

TPSA(real time)を 1CPUに割り当てられた温度数

8で除したものとした．こうすることで温度並列 SA

における 1つの温度（プロセス）に使用された CPU

時間の推定値が分かり，SA(Short)との比較が可能と

なる．TPSA(1 process)と SA(Short)を比較すると，

TPSA(1 process)は解の交換という操作のための時

間とプロセッサ間通信のための時間が余分にかかって

いるが，計算時間は SA(Short)より 48%の増加にと

どまっている．また，SA(Long)は SA(Short)に比べ

て 64倍の計算量であるため計算時間も 64倍になって

いることが分かる．しかし，図 5を見ると，その長時

間の計算にもかかわらず SA(Short)に比べて解の改
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図 6 計算時間の比較（128000 × 64）
Fig. 6 Comparison of the calculation time (128000 × 64).

善は少ない．

一方，TPSA(real time)と並列化できない SA(Long)

の計算時間を比較すると TPSA(real time)は 8CPU

で約 19%の計算時間となっていることが分かる．この

ことから温度並列 SAは高い並列性で良好な最適解が

出るまでの時間を非常に短縮できることが分かる．

6. 構造最適化問題

次に，上の問題とはまったく異なり，現実的な最適

化問題での温度並列 SAの性能を検証する．ここでは

構造最適化問題として典型的なトラス構造最小体積問

題を考える．図 7は対象とする 10部材トラスである．

問題は，各部材の引張破壊と圧縮の座屈破損が生じな

いこと，および節点 6の変位が規定値（=5.8mm）以

下であること，という制約条件の下で目的関数である

構造の体積を最小化することである．設計変数は断面

形状を円とする各部材の断面積とする．この問題につ

いての詳しい説明は紙数の関係で文献 26)に譲る．

近傍の生成には前節と同様に式 (3)の正規分布を用

いる．また，その標準偏差が設計領域の 1/4となるよ

うに最高温度を決める．ここでは設計変数の範囲を 0

から 4000mm2 と考え，標準偏差が 1000となるよう

に最高温度を考えた．最高温度は 1.0E6となる．ま

た，最低温度は解の精度を 1mm2 と考えることで 1

となる．

次に，構造の体積にスケーリングファクターを乗じ

たものに局所制約に関するペナルティーのエネルギー

と，全体制約に関するペナルティーのエネルギーを加

えたものをエネルギーと考える．ここで，スケーリン

グファクターは可能性のある体積の改悪が最高温度に

おいてある一定の確率（= 50%)で受理されるように

する．

 1  2
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 6

(1) (2)

(3) (4)
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(8) (9)

(10)

0.4 m

0.
3 
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i: node index, (i): member index

P6  = 5 kN

P4  = 5 kN

E =10 GPa

図 7 10 部材トラス構造と負荷条件
Fig. 7 A 10-member truss and the loading condition.

図 8 最適解の断面積分布
Fig. 8 Optimum distribution of the sectional area.

局所制約に関するペナルティーのエネルギーは局所

制約を破っている部材の数の和にスケーリングファク

ターを乗じて求める．この場合，1つの部材が破損す

るという状態遷移を最高温度において 50%の確率で

受理するようにそのファクターを決めた．また，全体

制約に関しては，制約を破った場合に変位の 2乗にス

ケーリングファクターを乗じてペナルティーのエネル

ギーとした．ここでは変位制約がわずかに破られると

いう状態遷移を最高温度において 50%の確率で受理

するようにそのファクターを決めた．

計算に用いたスキームならびに計算機は前節と同様

である．温度並列 SAによって得られた最適解の一例

を図 8 に示す．初期値は乱数で与え，5 回の試行を

行ったが，すべて同様の最適解が得られた．総計算量

は 6400 × 64 である．通常の SAにおける冷却率は

0.803となる．

図 9に得られた構造の体積を示す．これより，温度
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Fig. 9 Comparison of the methods (6400 × 64).

並列 SAは SA(Long)と同じ性能を有していることが

分かる．一方，SA(Short)の結果より大変良好な結果

となっている．この結果から，前章の数学的関数の最

小化と同様に，現実的な構造最適化問題においても温

度並列 SAが良好な結果を出すことが明らかとなった．

なお，この問題では長時間 SAでも真の最適解を見つ

けているため，温度並列 SAとの相違が出なかった．

もうすこし少ない計算回数で比較すれば前節同様，温

度並列 SAと長時間 SAの相違が明白になると予想さ

れる．いずれにしても，温度並列 SAは逐次 SAが行

う繰返し計算回数を温度数で分割した短い繰返し計算

回数を用いて真の最適解を出す能力があることが認め

られる．

図 10は温度並列 SAにおける 1つの温度内でのエ

ネルギーの変化を示したものである．ここでは 64温度

のうち，最高温度のT63（温度 = 1.0E6），中間のT40

（温度 = 6449），および最低温度の T0（温度 = 1）を

考える．初期解はほぼ同じエネルギーであるが，最高

温度ではエネルギーは上昇して一定値の周りを変動し，

一方，中間の温度ではエネルギーは減少しつつも最適

な値には到達しない．これに対して，最低温度でのエ

ネルギーは解の交換によって着実に減少していること

が分かる．温度並列 SAでは最低温度での解の挙動を

観察することで最適解が得られたことが分かる．ここ

では 2000回ぐらいから後はほとんど解のエネルギー

に変化がなく，このため 3000 回もしくは 4000 回程

度で終了判定ができる．

図 11 は温度並列 SAと SA(Short) の場合の温度

スケジュールを比較したものである．ここで温度並列

SAでは最も良好な解が得られた場合の，その解がた
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図 10 一定温度内のエネルギー変化
Fig. 10 Histories of the energy for constant temperatures.
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図 11 温度スケジュール
Fig. 11 Temperature schedule.

どった温度履歴を示した．これを見ると温度並列 SA

では，逐次 SAにはない温度の増減を繰り返すことに

よって良好な解が得られていることが分かる．

7. 結 論

本研究では，これまで組合せ最適化問題のみに用

いられていた温度並列シミュレーテッドアニーリング

（TPSA）法を連続最適化問題に適用する場合の問題

点を抽出し，それを解決する提案を行い，2つの異なっ

た種類の連続最適化問題に応用し，その手法の有効性

を検証した．得られた結論は以下のとおりである．

1) 連続最適化問題に TPSA を適用する場合の近傍，

最高温度，および最低温度について議論を行い，近傍

を正規分布で与えた場合の標準偏差を設計空間との関

係で決定し，それを用いて最高温度を決定する方法を

提案した．また，最低温度は必要な解の精度で決める

方法を提案した．また，最大改悪となるエネルギーに
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ついては決定した分布を基に実験的に求める方法を提

案した．

2) 複雑な連続最適化問題として典型的な数学的関数

の中で SAにとって難しい問題を選んで提案した方法

に基づいて TPSAを行い，TPSAがきわめて優れた

性能を示すことを明らかにした．すなわち，TPSAは

きわめて長時間の逐次 SAよりも性能が高いことが確

認できた．

3) 現実的な連続最適化問題として構造最適化問題を

考え，これに提案した方法を用いて TPSAを適用し，

この方法が長時間の逐次 SAと同様に真の最適解をき

わめて短時間で見いだすことを確認した．

4) TPSAに用いた計算機は 8-CPUの PC クラスタ

であるが，短時間 SAと比較して TPSAは複雑な操

作とプロセッサ間通信を行っているにもかかわらず，

計算時間は 48%増加しただけであった．一方，解の品

質は計算時間がはるかに長い長時間の SAと比較して

も良好だった．これより，TPSAは連続最適化問題に

おいてもきわめて短時間で良好な解を見つける能力が

あることが分かった．

5)本研究によって，これまでの組合せ最適化問題で優

位とされている TPSAの特徴が，連続最適化問題に

おいても同様に得られるということが分かった．
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