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級数に基づく多数桁計算の演算量削減を実現する分割有理数化法

後 保 範† 金 田 康 正†† 高 橋 大 介††,☆

ベキ級数で表現される関数に対して，n 桁の精度でその値を計算する方法を提案する．この方法
は，分割統治法に基づくので分割有理数化法（Divide and Rationalize Method，DRM法）と名付
けるが，従来の計算量を改善するものである．n 桁の乗算の演算量を M(n) とするとき，入力値が
O(1) 桁の有理数の場合，DRM法により計算量を O(n2) から O(M(n) · (log2 n)2) 以下にできる．
また，入力値が n 桁の精度で関数に加法定理が適用できる場合には，計算量を O(M(n) · n) から
O(M(n) · (log2 n)3) 以下に削減する．この DRM法は 2つの方法から構成される．第 1の方法は級
数の和の計算にトーナメント方式を適用し 2項ずつ通分して有理数化し，除算で n 桁精度の実数にす
る方式である．第 2の方法は n 桁精度の入力値 X を分母の桁数が上位桁から α, 2α, 4α, · · · , 2p−1α
桁ずつの有理数に分解し，各分割ごとに関数値を計算し，それらから加法定理を用いて X での関数
値を計算する方式である．本方法は関数の多数桁計算で著名な Brentのアルゴリズムより適用範囲が
広く，連分数の計算や基底変換にも適用可能で，アルゴリズムはより単純で分かりやすい．また，並
列処理に向いており，計算桁数を増加するとき計算済みの有理数が再利用可能である．

A Divide and Rationalize Method which Improves
the Multiple-precision Function Computation with Series Expansion

Yasunori Ushiro,† Yasumasa Kanada††

and Daisuke Takahashi††,☆

We propose a new divide and conquer method for n-digit evaluation of functions expressed
by power series. The method which we call Divide and Rationalize Method (DRM) improves
the conventional computing complexity. In the case of the input precision with an O(1)-digit
rational number, the method reduces the complexity of n-digit function computation from
O(n2) to O(M(n) · (log2 n)2) or below. In the case of the input precision with an n-digit real
number and possible to use the addition theorem, the method reduces the n-digit function
computation from O(M(n) ·n) to O(M(n) · (log2 n)3) or below, where M(n) is the number of
computation operations required to multiply n-digit precision numbers. The DRM consists of
two methods. The first method is a method which sums up from each rational numbers in the
series to n-digit rational numbers with tournament method. The second method is a method
which computes a value of the function for each digit corresponding to an input value of
rational number with α, 2α, 4α, · · · , 2p−1α digit denominator from the higher digit and sums
the value of the function according to the addition theorem. The coverage of the proposed
method is wider in the multiple-precision function computation than Brent’s algorithm and
it can be applicable to radix conversion and computation of continued fractions. Also, it is
suitable for the parallel processing and possible to reuse intermediate rational results for more
higher precision computation.

1. は じ め に

三角関数，指数関数，対数関数および逆三角関数等

の数学関数は Taylor展開で無限級数に展開できる．こ
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のような無限級数に展開できる関数を多数桁の精度で

計算するためには，適当な項数で打ち切り各項ごとに

多数桁計算を行いそれらの和を用いる方法が知られて

いる．

この方法の場合，n 桁の乗算の演算量を M(n)とす

るとき，入力値の精度が O(1) 桁（計算機の倍精度で

表示できる 10進 10数桁以内）の有理数の場合には n

桁精度の関数値計算に O(n2) の計算量が，また入力

値が n 桁精度の場合には O(M(n) · n) の計算量が必

要である．これに対し，n 桁精度の関数値計算に分割
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統治法を適用することで，入力値が O(1) 桁の有理数

の場合には計算量を O(M(n) · (log2 n)2) 以下に，ま

た入力値が n 桁精度で，初等関数のように加法定理が

適用できる場合には，計算量を O(M(n) · (log2 n)3)

以下に削減する方式を提案する．

本論文で提案する方式を分割有理数化法（Divide

and Rationalize Method，以下 DRM法）と名付け

る．本DRM法は 2つの方法から構成される．第 1の

方法では入力値の精度が O(1) 桁の有理数の場合に n

桁の乗算の演算量を M(n) とするとき，トーナメン

ト有理数化処理1),2)で級数に展開される関数の n 桁精

度関数値計算の計算量を O(M(n) · (log2 n)2) 以下に

削減する．

第 2 の方法では加法定理が適用できる関数の多数

桁計算において，n 桁精度の入力値を上位桁から分

母の桁数が α, 2α, 4α, · · · , 2p−1α 桁ずつの有理数に

分割する．各分割した値に対する関数値計算の演算

量を T (n) とするとき，n 桁精度の関数値の計算を

O(T (n) · log2 n) の計算量で実現する．この 2つの方

法を結合して，多数桁精度の入力で多数桁の関数値計

算の計算量を削減するのが DRM法である．

また，本DRM法は連分数で表現される関数値の多

数桁精度の計算および 2進 10進変換に代表される多

数桁の基底変換にも適用可能である．

本DRM法は多数桁精度を必要とする関数値計算に

適用でき，各種関数を含めた多数桁計算システムの構

築に有用である．また Brent 3)のアルゴリズムより単

純で分かりやすいうえに，適用範囲も広く自然な並列

化が可能な点が特長である．

以下，2 章で級数に展開される関数値の n 桁精度

の計算で，入力値の精度が O(1) 桁精度の有理数の場

合の計算方法について述べる．3 章で入力値が O(1)

桁精度の有理数の場合に，級数に展開される関数を多

数桁精度（n 桁）でトーナメント有理数化処理を適

用して計算するときの計算量を評価し，4 章で級数で

表現され加法定理が適用できる関数の入力値が m 桁

(m ≤ n) で，結果の関数値が n 桁精度の場合の計算

について述べる．5 章で提案した DRM法の並列化と

計算桁数を増加させた場合における結果の再利用性に

ついて，6 章は関連研究について述べる．7 章はまと

めである．

2. トーナメント有理数化処理

まず一般的に級数で表現される関数の計算方法を説

明し，次いで各関数の具体的計算における係数を示す．

2.1 級数関数の有理数化処理

x と y は 0 < |y| < |x| なる整数で，関数 f
(
y

x

)
が無限級数

f
(
y

x

)
=

∞∑
l=0

a0,l

b0,l

(
l∏

k=0

c0,k

d0,k

)(
y

x

)γ+βl

(1)

に展開されるとする．ここで，a0,l，b0,l，c0,k，d0,k

は整数とする．また，γ は整数で，β は自然数とする．

関数 f
(
y

x

)
の値を小数点以下 B 進 n 桁の精度で求

めるには，最終項の絶対値とそれ以下の剰余項の和の

最大値の比である

(
1 −

∣∣∣∣( yx
)β
∣∣∣∣
)
対 1を考慮して∣∣∣∣∣ b0,q

a0,q

(
q∏

k=0

d0,k

c0,k

)(
x

y

)γ+βq
∣∣∣∣∣
(

1 −
∣∣∣∣( yx

)β
∣∣∣∣
)

≥ Bn+1 (2)

となる項数 q まで理論的には計算すればよい．さら

に，実際の計算ではガード桁を考慮する必要がある．

q 項からなる関数 f
(
y

x

)
を 2項ずつまとめて表示

すると下記のようになる．

f
(
y

x

)
=

�q/2�∑
l=0

(
y

x

)γ+2βl

(
2l∏

k=0

c0,k

d0,k

)

×
(
a0,2l

b0,2l
+
a0,2l+1

b0,2l+1
· c0,2l+1

d0,2l+1

(
y

x

)β
)

ここで q + 1 項以降は適当に 0と仮定する．

これを，以下のようにトーナメント方式を適用し 2

項ずつ通分処理で有理数にする．p 段目の有理数化処

理は下記のようになる．

f
(
y

x

)
=

Lp∑
l=0

(
y

x

)γ+2pβl

(
2l∏

k=0

cp−1,k

dp−1,k

)

×
(
ap−1,2l

bp−1,2l
+
ap−1,2l+1

bp−1,2l+1

· cp−1,2l+1

dp−1,2l+1

(
y

x

)2p−1β
)

=

Lp∑
l=0

(
y

x

)γ+2pβl

(
2l∏

k=0

cp−1,k

dp−1,k

)

×
(
ap−1,2lbp−1,2l+1dp−1,2l+1x

2p−1β

+ ap−1,2l+1bp−1,2lcp−1,2l+1y
2p−1β

)
÷
(
bp−1,2lbp−1,2l+1dp−1,2l+1x

2p−1β
)

≡
Lp∑
l=0

(
y

x

)γ+2pβl

(
l∏

k=0

cp,k

dp,k

)
ap,l

bp,l
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表 1 各関数におけるトーナメント有理数化処理の具体的係数
Table 1 Table of coefficients for the several series functions.

項番 関数記号 β γ a0,l b0,l c0,k d0,k

1 exp

(
y

x

)
1 0 1 1 1 k

2 log

(
1 +

y

x

)
1 1 (−1)l l + 1 1 1

3 sin

(
y

x

)
2 1 (−1)l 1 1 2k(2k + 1)

4 cos

(
y

x

)
2 0 (−1)l 1 1 2k(2k − 1)

5 arctan

(
y

x

)
2 1 (−1)l 2l + 1 1 1

6 arcsin

(
y

x

)
2 1 1 2l + 1 2k − 1 2k

7 Erf

(
y

x

)
2 1 (−1)l 2l + 1 1 k

8 Si

(
y

x

)
2 1 (−1)l 2l + 1 1 2k(2k + 1)

9 J0

(
y

x

)
2 0 (−1)l 1 1 (2k)2

10
(2u)3/2

12π
0 0 v + wl (−1)l (6k − 5) · (6k − 3)·

(6k − 1)
(uk)3

注）u = 320160，v = 13591409，w = 545140134 であり，l = 0, 1, · · · , k = 0, 1, · · · , l で l− 1
や k − 1 のように 0以下の値となるときは 1とする．項番 10の π の計算式は文献 4)に示されている．

ここで，p = 1, 2, · · · , 	log2(q)
 であり Lp =

	q/2p
である．また cp,k ≡ cp−1,2kcp−1,2k+1，dp,k ≡
dp−1,2kdp−1,2k+1 であり ap,l，bp,l は上式に従って定

義する．

2.2 具 体 例

三角関数や指数関数などの初等関数と誤差関数など

の特殊関数および円周率計算公式を例に具体的係数を

表 1 に示す．

ここで関数 f
(
y

x

)
は式 (1) の級数で，たとえば

arcsin
(
y

x

)
は次のように表される．

arcsin
(
y

x

)
=

∞∑
l=0

a0,l

b0,l

(
l∏

k=0

c0,k

d0,k

)(
y

x

)γ+βl

=

∞∑
l=0

1

2l + 1

(
l∏

k=1

2k − 1

2k

)

×
(
y

x

)2l+1

3. 入力値の精度が O(1) 桁である関数値計
算の計算量

まず使用記号を下記に定義する．関数値計算に必要

な級数の項数は 2のべき乗とはならないが，計算量の

算出のため 2のべき乗としても一般性を失わない．

n ：計算結果の関数値の桁数（B 進 n 桁）

q(n) ：関数計算に必要な級数の項数

（q(n) = 2p(n)）

p(n) ：トーナメント有理数化処理の段数

（p(n) = log2 q(n)）

M(n)：n 桁の乗算の演算量

ここで，q(n)，p(n) は n の関数で q(n) と n の関係

は次のようになる（付録 A.1 参照）．

(a) 級数の係数が指数的に減少する場合

O(q(n) · logB q(n)) = O(n) (3)

(b) 級数の係数が逆数的に減少する場合（係数が減

少しない場合を含む）

O(q(n)) = O(n) (4)

一方，有理数化処理の最終段の分子と分母の桁数は，

入力値の精度が O(1) 桁のため O(logB(q(n)!))，すな

わち O(q(n) · logB q(n)) となる．また有理数化処理

では 2項ずつ有理数を通分処理するため，1段前の処

理では分子と分母の桁数は半減し項数は 2倍となる．

これから，級数に展開される関数の n 桁精度の関数

値計算の計算量 O(T (n)) は次のようになる．
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O(T (n))

= O

(
p(n)−1∑

l=0

2l ·M(2−l · q(n) · logB q(n))

)

現時点で知られている乗算の最良の計算量が

O(M(n)) = O(n · log2 n · log2 log2 n) 5)であること

を考えると

M(n) ≥ 2M
(
n

2

)
≥ 2lM

(
n

2l

)
l = 1, 2, · · ·n

が成立する．なお，この関係式は筆算による

O(M(n)) = O(n2) の場合や，Karatsuba 法に基づ

く O(M(n)) = O(nlog2 3) の場合においても成立する

ことに注意しておく．

lがある値より大きいとき
2l

logB q(n)
≥ 1が成立す

るため，次式が成立する．

2l ·M(logB q(n))

≤ 2l · logB q(n)

2l
·M
(

logB q(n) · 2l

logB q(n)

)
= logB q(n) ·M(2l)

l = k, k + 1, · · · , p(n) − 1

したがって，桁数 nがある値（数百桁）以上の多数

桁の関数値計算では，級数に展開される関数の n 桁精

度の関数値計算の計算量 O(T (n))は次のようになる．

O(T (n))

= O

(
p(n)−1∑

l=0

2l ·M(2−l · q(n) · logB q(n))

)

O(T (n))

≤ O

(
p(n)−1∑

l=0

logB q(n) ·M(q(n))

)
(5)

O

(
p(n)−1∑

l=0

logB q(n) ·M(q(n))

)

= O (M(q(n)) · logB q(n) · p(n))

= O (M(q(n)) · logB q(n) · log2 q(n)) (6)

式 (3)と式 (4)における q(n)，n の関係を式 (5)，

(6)に適用して計算量 O(T (n)) を評価すると次のよ

うになる．

(a) 級数の係数が指数的に減少する場合：O(q(n) ·
logB q(n)) = O(n)

O(T (n))

≤ O(M(q(n)) · logB q(n) · log2 q(n))

O(M(q(n)) · logB q(n) · log2 q(n))

≤ O(M(q(n) · logB q(n)) · log2 q(n))

O(M(q(n) · logB q(n)) · log2 q(n))

= O(M(n) · log2 q(n))

logB q(n) > 1のため，式 (3)から O(q(n)) ≤ O(n)

となる．したがって，次式が成立する．

O(M(n) · log2 q(n)) ≤ O(M(n) · log2 n)

O(T (n)) ≤ O(M(n) · log2 n)

(b) 級数の係数が逆数的に減少する場合：O(q(n))=

O(n)（係数が減少しない場合を含む）

O(T (n))

≤ O(M(q(n)) · logB q(n) · log2 q(n))

O(M(q(n)) · logB q(n) · log2 q(n))

= O(M(n) · logB n · log2 n)

O(M(n) · logB n · log2 n)

= O(M(n) · (log2 n)2)

よって O(T (n)) ≤ O(M(n) · (log2 n)2).

すなわち，級数に展開される関数の n 桁精度の関数

値計算の計算量 O(T (n)) は，入力値が O(1) 桁精度

の有理数の場合には O(M(n) · (log2 n)2) 以下になる．

4. 入力値が多数桁精度（m 桁）の場合の計
算方法

級数で表現され加法定理が適用できる関数を考え

よう．この場合には，入力値が基本区間外（たとえば

exp(X) では |X| ≥ 1）でも，適当な区間還元方式で

区間内の実数の関数計算に帰着できるため，ここでは

入力値は級数が収束する区間内の値とする．

まず m 桁精度の入力値 X が加法定理を使用して

p 個（O(log2m) 個）に分割できる例として，関数

exp(X) と関数 sin(X) の計算を示す．表 2 に示す記

号を使用すると exp(X) および sin(X)は次のように

表される．

exp(X) = exp

(
x1

Bα
+

x2

B2α
+

x3

B4α
+

x4

B8α

+ · · · + xp

B2p−1α

)
= exp(a1 + a2 + a3 + a4 + · · · + ap)

表 2 入力値 X の上位桁からの有理数による分割
Table 2 Ratinal divisions of input value X.

小数点以下桁数 分母の桁数 値（有理数）

1 ∼ α α a1 ≡ x1

Bα

α+ 1 ∼ 2α 2α a2 ≡ x2

B2α

2α+ 1 ∼ 4α 4α a3 ≡ x3

B4α

.

.

.
.
.
.

.

.

.

2S−2α+ 1 ∼ 2S−1α 2S−1α aS ≡ xS

B2S−1α
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= exp(a1) · exp(a2) · exp(a3) · exp(a4)

· · · exp(ap)

sin(X) = sin

(
x1

Bα
+

x2

B2α
+

x3

B4α
+

x4

B8α

+ · · · + xp

B2p−1α

)
= sin(a1 + a2 + a3 + a4 + · · · + ap)

= sin(a1) · cos(a2 + a3 + · · · + ap)

+ cos(a1) · sin(a2 + a3 + · · · + ap)

= sin(a1)(cos(a2) · cos(a3 + · · · + ap)

− sin(a2) · sin(a3 + · · · + ap))

+ cos(a1)(sin(a2) · cos(a3 + · · · + ap)

+ cos(a2) · sin(a3 + · · · + ap))

sin(a3 + · · · + ap)

= sin(a3) · cos(a4 + · · · + ap)

+ cos(a3) · sin(a4 + · · · + ap)

cos(a3 + · · · + ap)

= cos(a3) · cos(a4 + · · · + ap)

− sin(a3) · sin(a4 + · · · + ap)

sin(a4 + · · · + ap)

= sin(a4) · cos(a5 + · · · + ap)

+ cos(a4) · sin(a5 + · · · + ap)

cos(a4 + · · · + ap)

= cos(a4) · cos(a5 + · · · + ap)

− sin(a4) · sin(a5 + · · · + ap)

...

sin(ap−1 + ap)

= sin(ap−1) · cos(ap) + cos(ap−1) · sin(ap)

cos(ap−1 + ap)

= cos(ap−1) · cos(ap) − sin(ap−1) · sin(ap)

次に，m 桁精度の入力値 X を加法定理を使用し

て p 個（O(log2m) 個）の有理数に分割できず，q 個

（O(log2 n) 個）に分割する例として関数 log(1 +X)

を示す．

表 2 に示す記号を使用すると log(1 +X) は次のよ

うに表される．
log(1 +X)

= log
((

1 +
x1

Bα

)
·
(
1 +

x2

B2α

)
·
(
1 +

x3

B4α

)
· · ·
(
1 +

xq

B2q−1α

))
= log((1 + a1) · (1 + a2) · (1 + a3)

· · · (1 + aq))

= log(1 + a1) + log(1 + a2) + log(1 + a3)

+ · · · + log(1 + aq)

一般的に，m 桁の実数 X を上位桁から分母の桁数

が α, 2α, 4α, · · · , 2p−1α 桁 (m ≤ 2p−1α) の p 個の

有理数，または α, 2α, 4α, · · · , 2q−1α 桁 (n ≤ 2q−1α)

の q 個の有理数に分ける．指数関数や三角関数では単

純に実数 X を上位桁から分割できるため，p 個すな

わち O(log2m) 個の有理数に分割できる．一方，対

数関数や逆三角関数では，除算やさらに複雑な演算で

実数 X を α, 2α, 4α, · · · 桁の有理数に上位桁から順
次割り戻すため，入力値 X が m 桁でも，関数値の

精度と同等な n 桁の精度が必要となり，q 個すなわち

O(log2 n) 個の有理数に分割する必要がある．

このとき，上位桁から分割に対応する値（有理数）

を表 2 に示す．ここでの計算は B 進法とする．

ここで，S = p または S = q であり，sin(X) では

X =

p∑
k=1

ak で log(1 +X) では 1 +X

=

q∏
k=1

(1 + ak)

となるように各 xk を定める．

一方，付録 A.2 より上位桁から B 進 α 桁と，2kα

桁それぞれに分割した場合の各々の関数値の n 桁精

度計算の計算量をそれぞれ O(T0(n))，O(Tk(n)) と

するとき O(T0(n)) ≥ O(Tk(n)) である．

すなわち，分割した各入力値における関数値の n 桁

精度計算の計算量 O(Tk(n))は入力値が O(1) 桁の有

理数の n 桁精度の関数値の計算量と同等かそれ以下

となる．

したがって，加法定理が適用でき入力値が m桁精度

の関数の n桁精度の関数値の計算量は，入力値が O(1)

桁の有理数の n 桁精度の関数値の計算量の log2m ま

たは log2 n 倍かそれ以下となることが分かる．

また入力値が O(1) 桁の有理数で，O(n) の項数の

計算が必要な級数関数で表現される n 桁精度関数値

の計算量 O(T (n))は，O(M(n) · (log2 n)2) 以下とな

ることを 3 章で説明した．

このように加法定理が適用でき，かつ級数で表現さ

れる関数は入力値が n 桁精度で，n 桁精度の関数値

を計算する計算量は O(M(n) · (log2 n)3) 以下となる．

5. 並列化と結果の再利用

本 DRM法は入力値 X を上位桁から複数個の有理

数に分割し，加法定理で各分割に対応する関数値から

最終的に求める関数値を計算する部分と，トーナメン

ト有理数化処理で各分割ごとの入力値に対応する関数

値を計算する部分から構成される．

2 章で説明したトーナメント有理数化処理では，各
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段でのトーナメント有理数化の計算は完全に独立であ

り並列化できる．さらに，加法定理を使用して入力値

を分割した各関数は互いに独立であり，分割関数ごと

に並列計算可能である．

計算結果の再利用性に関しては，トーナメント有理

数化処理は有理数で表現しているため，最終段の除算

による実数化を除き，正確な値で表現されている．そ

のため，計算桁数を増加する場合は，増加する前に計

算した項数分の級数の和として作成した有理数はその

まま使用でき，追加する桁数に対応する部分以降の項

の級数の有理数化処理を追加実行すればよい．

また，入力値 X の桁数 nが増加した場合も，上位

桁から複数個の有理数に分割して各分割ごとに関数値

を計算しているため，それまでにトーナメント有理数

化処理で計算した有理数は有効に再利用可能である．

6. 関 連 研 究

提案したDRM法を構成する 2つの方法のうち，最

初のトーナメント有理数化処理に関するものは文献 1)，

6)∼8)に関連研究がある．一方，入力値を有理数に分

割して加法定理を使用しトーナメント有理数化処理と

結合する方式の提案はほかに見当たらない．なお一般

的な分割統治法が適応できる計算で，トーナメント方

式による計算量の O(n log2 n) への削減と並列化適応

性については 1981年の Sasakiらの論文9)に示されて

いる．

Haibleらの論文6)および右田らの論文8)は入力値の

精度が O(1) 桁に限定されており，後らの論文2)のよ

うに加法定理と結合して多数桁関数システムとして閉

じることは考慮されていない．

7. ま と め

n 桁の乗算の演算量を M(n) とするとき三角関数

や指数関数および誤差関数等の級数で表現される関数

を n 桁の精度で求める際は，提案した DRM法を使

用して計算量が削減できることを示した．

提案したDRM法は 2つの方法で構成される．1つは

入力値の精度が O(1) 桁の有理数の場合に，級数に展

開される関数で n桁精度の関数値計算における計算量

を O
(
M(n) · (log2 n)2

)
以下とする方法である．もう

1つは加法定理が適用できる関数の多数桁計算で，入力

値を上位桁から分母の桁数が α, 2α, 4α, · · · , 2p−1α 桁

ずつの有理数に分割し，各分割した関数値の演算量を

T (n)とするとき，入力が n桁精度で，n桁精度の関数

値の計算量は O (T (n) · log2 n)とする方法である．こ

の 2つの方法を結合して，入力値が n桁精度の場合に n

桁精度の関数値計算の計算量を O
(
M(n) · (log2 n)3

)
以下に削減するのが DRM法である．

本DRM法は連分数で表現される関数値の多数桁計

算にも，級数で表現される関数と同様に適用可能であ

る（付録 A.3 参照）．また，2進 10進変換に代表さ

れる多数桁の基底変換にも適用可能である（付録 A.4

参照）．

本 DRM 法は O(1) 桁の入力に対する多数桁精度

を必要とする関数値計算で，Brentのアルゴリズム3)

と同一の計算量を持つが，Brentのアルゴリズムには

示されていない誤差関数のように特殊関数でも級数で

展開される関数に適用可能である．そのため適用可能

な関数の範囲が広く計算方法が単純で，多くの関数値

計算まで含めた多数桁計算システムの構築に有用であ

る．また，自然な並列化が可能であり，計算桁数を増

加するとき計算済みの有理数が再利用可能な点，さら

に Brentのアルゴリズムのように複数の複雑な関係式

を使用して計算するのではなく，単純に級数展開の公

式をそのまま適用できるため分かりやすい点が特長で

ある．

今後の課題として，DRM法に基づく高速高精度な

数学関数計算パッケージの作成と性能評価がある．
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付 録

A.1 計算桁数 n と級数の項数 q(n) の関係

級数に展開される関数の関数値を B 進 n 桁精度で

計算するときに必要な項数 q(n)と nの関係式を示す．

(a) 級数の係数が指数的に減少する場合

これは指数関数，三角関数等の場合である．

入力値を X とすると，計算項数 q(n) と計算桁数

n の関係式は次のようになる．

O
(
(q(n)!) ·X−q(n)

)
= O(Bn)

n が大きい場合，q(n)! は Stirling の公式により√
2π · q(n)q(n)+ 1

2 · e−q(n) と近似される．したがっ

て q(n) と n の関係は次のようになる．

O
(√

2π · q(n)q(n)+ 1
2 · e−q(n) ·X−q(n)

)
= O

(
q(n)q(n) · (e ·X)−q(n)

)
= O(Bn)

これから次式となる．

O (q(n) · (logB q(n) − logB(e ·X))) = O(n)

X と e は定数であるため，下記が成立する．

O (q(n) · logB q(n)) = O(n)

(b) 級数の係数が逆数的に減少する場合

これは対数関数，逆三角関数等の場合である．ここ

では係数が減少しない最悪のケースも同じであり，

評価は最悪のケースで行う．

入力値を X（対数関数の場合は 1 +X）とすると，

計算項数 q(n)と計算桁数 n の関係式は次のように

なる．

O
(
X−q(n)

)
= O(Bn)

これから次式となる．

O (−q(n) · logB X) = O(n)

X は 1より小さい定数なので次式が成立する．

O (q(n)) = O(n)

A.2 級数関数 f

(
1

Bkα

)
の n 桁精度計算の演

算量 O(Tk(n))

加法定理を使用するため，上位桁から B 進 α 桁と，

2kα 桁のそれぞれに分割した場合の各々の n 桁精度

計算の演算量を比較する．

級数関数 f
(

1

Bα

)
の計算項数を q，計算量を

O(T0(n)) とし，f
(

1

B2kα

)
の計算項数を r，計算量

を O(Tk(n)) とする．

評価を単純化するため係数が指数的に減少する場合

として f(X) =

∞∑
l=0

X l

l!
を，係数が減少しない場合と

して f(X) =

∞∑
l=0

X l を考える．

(a) 級数の係数が指数的に減少する場合

入力値の 1項あたりの桁数は f
(

1

Bα

)
の計算で α+

logB qとなり，f
(

1

B2kα

)
の計算では 2kα+logB r

となるため次式が得られる．

O(T0(n))

= O

(�log2 q�∑
l=1

2−lq ·M(2l · (α+ logB q))

)

= O

(�log2 q�−1∑
l=0

2l ·M(2−lq · (α+ logB q))

)

O(Tk(n))

= O

(�log2 r�−1∑
l=0

2l ·M(2−lr · (2kα+ logB r))

)

関数値計算の入力値が α 桁と 2kα 桁の各々の計算

項数 q と r および計算桁数 n との関係は下記のよ

うになる．

O ((q!) · (Bα)q)

= O
(
(r!) · (B2kα)r

)
= O (Bn)

これに q!，r! に Stirlingの近似公式を適用すると

次式が得られる．

O((q ·Bα)q) = O((r ·B2kα)r)

O(q · (α+ logB q)) = O(r · (2kα+ logB r))

O
(
M(2−lq · (α+ logB q))

)
= O

(
M(2−lr · (2kα+ logB r))

)
O

(�log2 q�−1∑
l=0

2l ·M(2−lq · (α+ logB q))

)
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≥ O

(�log2 r�−1∑
l=0

2l ·M(2−lr · (2kα+ logB r))

)

したがって，O(T0(n)) ≥ O(Tk(n)) となる．

(b) 級数の係数が逆数的に減少する場合（係数が減

少しない場合を含む）

関数値計算のの入力値が α 桁と 2kα 桁の各々の計

算項数 q と r および計算桁数 n との関係は下記の

ようになる．

O ((Bα)q) = O
(
(Bα2k

)r
)

= O (Bn)

この式より O(q) = O(2kr) となる．

一方，O(T0(n)) と O(Tk(n)) は次のようになる．

O(T0(n)) = O

(�log2 q�−1∑
l=0

2l ·M(2−lqα)

)

O(Tk(n)) = O

(�log2 r�−1∑
l=0

2l ·M(2−lr2kα)

)

したがって，q > r を考慮すると O(T0(n)) ≥
O(Tk(n)) となる．

A.3 連分数の有理数化処理

関数値 f が q 項までの連分数

f =
a0,1

b0,1 +
a0,2

b0,2 +
a0,3

b0,3 + · · · a0,q−2

b0,q−2 +
a0,q−1

b0,q−1 +
a0,q

b0,q

に展開されるとする．これを以下のように，トーナメ

ント方式を適用して 2項ずつ通分処理で有理数にする．

1段目の有理数化処理は下記のようになる．
a1,l

b1,l
≡ a0,2l−1

b0,2l−1 +
a0,2l

b0,2l +
a1,l+1

b1,l+1

=
T1,la1,l+1 + U1,lb1,l+1

V1,la1,l+1 +W1,lb1,l+1

T1,l ≡ a0,2l−1, U1,l ≡ a0,2l−1b0,2l

V1,l ≡ b0,2l−1, W1,l ≡ a0,2l + b0,2l−1b0,2l

ここで l = 1, 2, · · · , 	q/2
，a1,�q/2�+1 = 0，

b1,�q/2�+1 = 1 で p が奇数なら a0,p+1，b0,p+1 は

ともに 0と仮定する．

また，p 段目の有理数化処理は 2回漸化式を使用し

て下記のようになる．

ap,l

bp,l
≡ ap−1,2l−1

bp−1,2l−1

=
Tp−1,2l−1ap−1,2l + Up−1,2l−1bp−1,2l

Vp−1,2l−1ap−1,2l +Wp−1,2l−1bp−1,2l

=
(
Tp−1,2l−1(Tp−1,2lap−1,2l+1

+ Up−1,2lbp−1,2l+1)

+ Up−1,2l−1(Vp−1,2lap−1,2l+1

+Wp−1,2lbp−1,2l+1)
)

÷
(
Vp−1,2l−1(Tp−1,2lap−1,2l+1

+ Up−1,2lbp−1,2l+1)

+Wp−1,2l−1(Vp−1,2lap−1,2l+1

+Wp−1,2lbp−1,2l+1)
)

≡ Tp,lap−1,2l+1 + Up,lbp−1,2l+1

Vp,lap−1,2l+1 +Wp,lbp−1,2l+1

=
Tp,lap,l+1 + Up,lbp,l+1

Vp,lap,l+1 +Wp,lbp,l+1

Tp,l ≡ Tp−1,2l−1Tp−1,2l + Up−1,2l−1Vp−1,2l,

Up,l ≡ Tp−1,2l−1Up−1,2l + Up−1,2l−1Wp−1,2l

Vp,l ≡ Vp−1,2l−1Tp−1,2l +Wp−1,2l−1Vp−1,2l,

Wp,l ≡ Vp−1,2l−1Up−1,2l +Wp−1,2l−1Wp−1,2l

ここで，p = 2, 3, · · · , 	log2 q
，l = 1, 2, · · · , 	q/2p

トーナメント有理数化の p 段では Tp,l，Up,l，Vp,l，

Wp,l と ap,�q/2p�，bp,�q/2p� を計算する．最終段の
a�log2 q�,1

b�log2 q�,1
で結果の有理数が求まる．

A.4 多数桁の基底変換

多数桁の基底変換は，DRM法を適用して各段で変

換桁数を倍増させることを繰り返して実行できる．p

進数から q 進数に基底変換するには，与えられた自然

数 X を

X =

m−1∑
k=0

Ak,0p
k,

m = 	logpX
, 0 ≤ Ak,0 < p

なる表現から

X =

n−1∑
k=0

bk,0q
k, n = 	logq X
, 0 ≤ bk,0 < q

に変換すればよい．

適当な整数を用いると α を pα < q < p2α または

p < qα < p2 とできるため，該当する pα，qα を p，

q と以下再表示し，項数 m も 2のベキ乗 (m = 2r)

と仮定しても一般性は失われない．

多数桁の基底変換は下記の処理を j が 1から r ま

で繰り返すことで実行できる．

X =

2r−j+1−1∑
k=0

Ak,j−1p
2j−1k

=

2r−j−1∑
k=0

(
A2k,j−1 +A2k+1,j−1p

2j−1
)
p2

jk
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図 1 DRM法の sin 関数と log 関数への適応結果
Fig. 1 Results of DRM method for sin and log functions.

≡
2r−j−1∑

k=0

Ak,jp
2jk

≡
2r−j−1∑

k=0

(
B2k,j +B2k+1,jq

2j−1
)
p2

jk

≡
2r−j−1∑

k=0


2j−1∑

i=0

bi+2r−jk,r−jq
i


 p2

jk

ここで，j 段では下記の計算をする．

Wk,j = A2k,j−1 + A2k+1,j−1p
2j−1

B2k+1,j = Wk,j

q2j−1 �,

B2k,j = Wk,j −B2k+1,jq
2j−1

,

k = 0, 1, 2, · · · , 2r−j − 1

A.5 DRM法の sin関数と log関数への適応結果

DRM法を sin 関数と log 関数に適用した場合の結

果を図1に示す．図 1はDRM法を適用して 10進 n桁

の関数値を計算したときに使用した乗算の合計計算量

を示す．10進 n桁の乗算の計算量M(n)とのオーダー

の比較をするため，縦軸は M(n)の計算量を n log2 n

とする単位で示す．比較のため O(M(n)(log2 n)3) も

点線で示す．sin(0.5)および log(1.5)はそれぞれ O(1)

桁の入力値 0.5と 1.5を与えて，横軸に示す 10進 n桁

の関数値を計算することを示す．一方，sin(0.5..)およ

び log(1.5..)はそれぞれ n桁の入力値 0.5. . .と 1.5. . .

を与えて同一桁の関数値を計算することを示す．

これより，4 関数の計算量のオーダーはいずれも

O(M(n) (log2 n)3) 以下であることが分かる．した

がって，計算量の理論的オーダーをいずれも満足して

いる．
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