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テクニカルノート

log∗ n より短い符号語の割合が 1に漸近する正整数符号について

中 村 博 文† 村 島 定 行††

先に，正整数の従来符号の構成要素の MSB 列を，単進符号と CBT符号を組み合わせた符号で置
換して，符号語長の上界の伸びを緩和した符号を作成する方法 Um を提案した．また Um を Elias
の符号 ω，Bentley&Yaoの探索木をもとにした符号 ω∗，Stoutの符号 Rl と Sl，Even&Rodehの
符号 CER の各従来符号に適用した符号作成例を示した．本テクニカルノートではそれら作成符号が，
符号化する正整数 n を大きくしていくとき log∗ n より短い符号語の割合が 1に近づくという性質を
有することを示す．ここで log∗ n = log2 n + log2 log2 n + log2 log2 log2 n + · · · である．

On Positive Integer Codes
that Ratios of Codewords Shorter than log� n Tend to One

Hirofumi Nakamura† and Sadayuki Murashima††

A code construction method Um has been proposed. It encodes the MSBs string of re-
cursively prefixed length information of original codewords by the unary code and the CBT
code. As examples, Um was applied to the code of Elias, the code based on the search tree
of Bentley&Yao, the codes of Stout and the code of Even&Rodeh. Following fact is shown
in this paper: these codes made by Um have the property that the codeword lengths of posi-
tive integers (assume n be one of them) shorter than log∗ n tends to 1 in probability, where
log∗ n = log2 n + log2 log2 n + log2 log2 log2 n + · · ·.

1. は じ め に

正整数 n を，n の 2 進数表現と，これに再帰的

に前置した桁数情報の 2進数表現（構成要素と呼ぶ）

の並びを用いて表す符号化法が，多数提案されてい

る1)∼4)．また筆者らは，正整数の従来符号の構成要

素の MSB列を，単進符号と CBT（完全 2分木）符

号を組み合わせた符号で置換することによって，nに

対する符号語長の上界の増加を緩和した符号を作成

する方法 Um (m ≥ 2) を提案した5)．そしてこの

Um を，Elias 1) の符号 ω，Bentley&Yao 2) の探索

木をもとにした符号 ω∗，Stout 3) の符号 Rl と Sl，

Even&Rodeh 4) の符号（文献 6)にならって CER と

表す．R3 と等しい）の各従来符号に適用した符号作成

例（Umω，Umω∗，UmRl，UmSl，UmCER）を示した．

以下で，従来符号 ω，ω∗，Rl，Sl，CER のいずれ
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にもあてはまる議論ではこれらの従来符号を C と表

すことにする．任意の符号 X による n の符号語を

X(n) のように，符号語長を |X(n)| のように表す．
C(n) の構成要素の数を FC(n)，C に Um を適用し

て作成した符号を UmC と表す．log2 を log，log の

i 回の合成関数を logi，log n + log2 n + log3 n + · · ·
を log∗ nと表す．log∗ は対数スター関数と呼ばれ，0

以上の項のみ足し合わせる．

山本7),8)によって符号 Ca,f が提案され，その Ca,f

について，正整数 n を大きくしていくとき log∗ n よ

り短い符号語の割合が 1に近づくという性質のあるこ

とが示されている．

本テクニカルノートでは，UmC もこの性質を有す

ることを示す．

2. C(n) と UmC(n) について

Eliasの符号 ω による正整数 n の符号語 ω(n) は

ω(n) = ωB(n)0.

ωB(n) =

{
λ (n = 1)

ωB(�log n�)B(n, �log n� + 1). (n ≥ 2)

(1)
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と表せる．ここで，λは空列を，B(i, j)は非負整数 i

の jビットでの 2進数表現を表す．ピリオドは符号語

の構造が分かりやすいように文献 9)に似せて付加し

たものであり，実際の符号語には不要である．たとえ

ば，ω(216) = 10.100.10000.1016.0.，Fω(216) = 5 で

ある．ここで用いているように，ビット 0と 1につい

ては繰り返し i 回現れるときそれぞれ 0i，1i と表す

ことがある．

UmC(n) は，C(n) の構成要素の MSB列を，単進

符号 u と横尾の CBT符号10)（CBTと表す）を組み

合わせた符号 um の符号語で置き換えた構造である．

J 個の可能性の中から 0 ≤ j ≤ J − 1 なる j を表

現する符号 CBTの符号語 CBT (j, J) を

CBT (j, J) =




B(j, �log J�)
(0 ≤ j ≤ 2�log(J+1)� − J − 1)

B(2�log(J+1)� − J + j, �log J� + 1)

(2�log(J+1)� − J ≤ j ≤ J − 1)

とし10)，u(i) (i ≥ 1) を

u(i) = 1i−10

とするとき，um(i) (i ≥ 1) を次のように定義した5)．

um(i) = u
(⌊

i − 1

m

⌋
+ 1

)
.CBT ((i − 1) mod m, m).

たとえば，u2(1) = 0.0.，u2(2) = 0.1.，u2(3) = 10.0.，

u2(4) = 10.1.，u2(5) = 110.0.，u2(6) = 110.1. で

ある．

ω に Um を適用した Umω の符号語 Umω(n) は

Umω(n) = um(Fω(n)) : UmωB(n). (n ≥ 1)

UmωB(n) =




λ (n = 1)

UmωB(�log n�)B′(n, �log n�).
(n ≥ 2)

である5)．ここで，B′(i, �log i�) は i の 2 進数表現

の MSB を除いた �log i� ビットを表す．ピリオド
は式 (1) での表記と対応するように挿入した．コロ

ンも符号語の構造が分かりやすいように付加したも

のであり，実際の符号語には不要である．たとえば，

U2ω(216) = 110.0. : 0.00.0000.016.. である．

他の C や UmC の定義の記述は紙面の都合で参考

文献に譲る．

3. |UmC(n)| < log∗ n を満たす n の割合
について

構成要素数が同じになる正整数ごとに UmC(n) が

log∗ nビットより短くなる割合を求めていく．文献 7)，

8)，11)の議論の進行を参考にした．本テクニカルノー

トの解析手法は，特に文献 11)の 3.2節とほぼ同じで

ある．

C(n) の各構成要素には C(n) の語尾から語頭に向

けて 0で始まる番号が振ってあるものと考える．特定

の構成要素を指し示すときに用いる．

C で符号化したときに，FC(n) が K であり，か

つ，C(n) の構成要素のうちで 0 番目（符号語の終

わりを表す 0）～2 番目以外の構成要素のビットがす

べて 1となる（符号語の体裁は，1 · · · 1. . . . .1 · · · 1.

1{0|1} · · · {0|1}. 1{0|1} · · · {0|1}.0. である．ここで，

{0|1}はビットが 0または 1であることを表す）よう

な正整数の集合を SC(K) と表す．SC(K) は K ≥ 4

（ω∗ では K ≥ 5）で定義する．SC(K) の要素数を

#(SC(K))と表す．本テクニカルノートでは最終的に

K が大きい場合を論じるので，K が小さい場合につ

いては言及しない．

3.1 #(SC(K)) について

FC(n)が K となる最小の nの値を EC(K)と表す．

n ∈ SC(K)，かつ，C(n) の 2 番目の構成要素が

1 · · · 1（すべてのビットが 1）となる（符号語の体裁

は，1 · · · 1. . . . .1 · · · 1.11 · · · 1.1{0|1} · · · {0|1}.0.）よ

うな正整数 nは，EC(K+1)/2 ≤ n ≤ EC(K+1)−1

の範囲内の値であり，該当する正整数の個数は EC(K+

1)/2 個である．同様に，C(n)の 2番目の構成要素が

1 · · · 10（最後のビットだけが 0）になる（符号語の体

裁は，1 · · · 1. . . . .1 · · · 1.11 · · · 10.1{0|1} · · · {0|1}.0.）

ような正整数の個数は EC(K + 1)/4 個である．一般

に，C(n) (n ∈ SC(K)) の 2 番目の構成要素を 2 進

数と見なした値が EC(K) − i になる正整数の個数は

EC(K + 1)/2i 個である．

Q(j) (j ≥ 1) を

Q(j) =

j∑
i=1

1

2i

と定義するとき，#(SC(K)) は

#(SC(K)) =

1
2 EC(K)∑

i=1

1

2i
EC(K + 1)

= Q
(

1

2
EC(K)

)
EC(K + 1) (2)

と表せる．

3.2 jC(n)j (n 2 SC(K)) について

C(n) (n ∈ SC(K)) は，0～2 番目の構成要素を除

き，各構成要素のビットがすべて 1 である．FC(n)

が K であるような最大の n を E′
C(K) と表すとき，

C(E′
C(K)) は語尾以外の各構成要素のビットがすべ
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表 1 従来符号の符号語の例
Table 1 Examples of codewords of known codes.

　Notation 　Bit String
　
ω(Eω(5)) = ω(216) 10.100.10000.1016.0.
　
ω(E′

ω(4)) = ω(216 − 1) 11.1111.116.0.
　
ω(E′

ω(2)) = ω(3) 11.0.
　

　
ω∗(Eω∗ (6)) = ω∗(2127) 1.100.1000.10000000.10127 .0.
　
ω∗(E′

ω∗ (5)) = ω∗(2127 − 1) 1.111.1111111.1127.0.
　
ω∗(E′

ω∗ (3)) = ω∗(7) 1.111.0.
　

　
R3(ER3 (5)) = R3(2

127) 100.1000.10000000.10127 .0.
　
R3(E

′
R3

(4)) = R3(2
127 − 1) 111.1111111.1127.0.

　
R3(E

′
R3

(2)) = R3(7) 111.0.
　

　
S2(ES2 (5)) = S2(2

66) 00.100.1000000.1066 .0.
　
S2(E

′
S2

(4)) = S2(2
66 − 1) 11.111111.166.0.

　
S2(E

′
S2

(2)) = S2(3) 11.0.
　

　
　∗R3 = CER 　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　

　　　

て 1である．そこで，まず，|C(E′
C(K))| の上界を明

らかにしておく．

E′
C(K) と EC(K + 1) とは

E′
C(K) = EC(K + 1) − 1 (3)

の関係にある．

K ≥ 2（ω∗ では K ≥ 3）では，C(EC(K + 1)) の

語頭と語尾以外（ω∗ではさらに語頭の直後の構成要素

も除く）の全構成要素に対して，1ビット短い構成要

素を C(E′
C(K)) 中に必ず見出すことができる（表 1

に例を示す）．よって

|C(E′
C(K))|　

≤ |C(EC(K + 1))| − FC(EC(K + 1)) + 3

である．文献 5)の式 (5)で，一般に正整数 nについて

|C(n)| ≤ log∗ n + FC(n) + O(1)

であることが示されている．これを用いて，

|C(E′
C(K))| ≤ log∗(EC(K + 1)) + O(1)

である．また一般に logk(n + 1) − logk n は k の増

加にともなって等比数列よりも早く 0に近づくので，

log∗(n + 1) − log∗ n は定数で抑えられ，E′
C(K) と

EC(K + 1)（式 (3)参照）について

log∗ EC(K + 1) − log∗ E′
C(K) ≤ O(1)

である．よって，K ≥ 2（ω∗ では K ≥ 3）で，

|C(E′
C(K))| ≤ log∗(E′

C(K)) + O(1) (4)

が成立する．続いて，この結果を用いて C(n) (n ∈
SC(K)) の上界を求める．

C(n) (n ∈ SC(K)) から 1 番目と 2 番目の構成要

素を除いたビット列は C(E′
C(K − 2)) と同じである

（表 1 に例を示す）．よって，n(∈ SC(K)) について

|C(n)|
= |C(E′

C(K − 2))|
+ |B(�log n� + a, �log(�log n� + a)� + 1)|
+ |B(n, �log n� + 1)|

= |C(E′
C(K − 2))|

+ �log(�log n� + a)� + �log n� + 2

である．ここで，a は，ω では 0，ω∗ と Rl では 1，

Sl (l ≥ 2) では −l である．この式に関して

�log(�log n� + a)� ≤ log log n + O(1)

�log n� ≤ log n + O(1)

が成り立つ．これらと式 (4)を用いて，n (∈ SC(K))

について

|C(n)| ≤ log∗ E′
C(K − 2)

+ log log n + log n + O(1)

である．logk E′
C(K−2) (= logk(�log(�log n�+a)�+

a))と logk(log log n) (= logk+2 n)との差は，k の増

加にともなって等比数列よりも早く 0に近づく．よっ

て，n (∈ SC(K)) について

|C(n)| ≤ log∗ n + O(1) (5)

が成立する．

3.3 jUmC(n)j < log� n となる条件について

UmC(n)は，C(n)の FC(n) 個あるいは FC(n)−1

個の構成要素（この個数を iと表す）のMSBを，um(i)

で置き換えた形の符号語である．C(n) の iビットが

|um(i)| ≤ i

m
+ log m + O(1)

ビット5)で置き換わる．n ∈ SC(K) なる n の符号化

では |C(n)| として式 (5)を用いてよく，

|UmC(n)|
≤ log∗ n −

(
1 − 1

m

)
FC(n) + log m + O(1)

である．これは，有限の適当な定数 A を用いて

|UmC(n)|
≤ log∗ n −

(
1 − 1

m

)
FC(n) + log m + A

と表せる．UmC (m ≥ 2) について，定数 F ′
mC を

F ′
mC =

log m + A

1 − 1

m

(6)

と定義する．m ≥ 2で F ′
mC は有限の値である．UmC

(m ≥ 2) について，n ∈ SC(FC(n)) かつ FC(n) >

F ′
mC であるような nでは必ず |UmC(n)| < log∗ nで

ある．

3.4 jUmC(n)j < log� n の割合の漸近的性質

FC(n)が K である正整数全体の中で，UmC(n)が

log∗ n より短くなる割合を PC(K) と表す．SC(K)
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が定義され（すなわち，K ≥ 4，ω∗ では K ≥ 5），か

つ，K > F ′
mC では，

PC(K) >
#(SC(K))

EC(K + 1) − EC(K)

である．式 (2)を用いて

PC(K) >
Q

(
1

2
EC(K)

)
1 − EC(K)

EC(K + 1)

である．この式に関して，

lim
K→∞

Q
(

1

2
EC(K)

)
= 1

lim
K→∞

EC(K)

EC(K + 1)
= 0

が成立する．また，PC(K) は 1より大きくなること

はない．よって

lim
K→∞

PC(K) = 1 (7)

が得られる．

n を大きくしていくとき，式 (7) の意味で，

|UmC(n)| < log∗ n である割合は 1 に近づくといえ

る．すなわち，正整数の従来符号 C に，符号語の構

成要素のMSB列を単進符号と CBT符号を組み合わ

せた符号で置換する方法 Um (m ≥ 2) を適用して作

成した符号 UmC は，符号化する正整数 n を大きく

していくとき符号語長が log∗ n より短い割合が 1に

近づく．

4. お わ り に

正整数の従来符号 ω，ω∗，Rl，Sl，CER に符号語

の構成要素のMSB列を単進符号と CBT符号を組み

合わせた符号で置換する方法 Um (m ≥ 2) を適用し

て作成した符号 Umω，Umω∗，UmRl，UmSl，UmCER

には，山本の符号 Ca,f と同様に，符号化する正整数

n を大きくしていくとき符号語長が log∗ n より短い

割合が 1に近づく性質のあることを示した．
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