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辞書式順極大 3和問題に対するBSPモデル上の
コスト最適な並列アルゴリズム

中 島 孝 明† 藤 原 暁 宏†

本論文では，並列化困難とされている P 完全問題の 1 つである辞書式順極大 3 和問題に対して，
BSPモデル上でコスト最適な並列アルゴリズムを 2つ提案する．入力サイズが n の場合，1つ目のア
ルゴリズムは，内部計算時間が O( n2

p
+ n log n+np) 時間，通信計算量が O(n(gp+ L

p
))であり，2

つ目のアルゴリズムは，内部計算時間が O( n2

p
+n log n+nbp) 時間，通信計算量が O(n(gbp+ L

bp
))

である．ここで，p はプロセッサ数であり，g および L は BSPモデルで通信コストを表すパラメー
タである．これらのアルゴリズムは，それぞれ p ≤ √

n
g
，p ≤ √

n
gb
の範囲において，漸近的にコ

スト最適なアルゴリズムとなる．また，これらのアルゴリズムをクラスタ並列処理環境に実装し，ア
ルゴリズムが実用的なスピードアップを達成することを示す．

Cost Optimal Parallel Algorithms for the Lexicographically First
Maximal 3 Sum Problem on the BSP Model

Takaaki Nakashima† and Akihiro Fujiwara†

The lexicographically first maximal 3 sum (LFM3S) problem is known as one of P -complete
problems, which are hard to be parallelized. In this paper, we present two parallel algorithms

for computing LFM3S on the BSP model. The first algorithm runs in O( n2

p
+ n log n + np)

computation time and O(n(gp + L
p
)) communication time, where n is the input size, p is

the number of processors, and g, L are parameters which represent communication cost on

the BSP model. The second algorithm runs in O( n2

p
+ n log n + nbp) computation time and

O(n(gbp + L
bp

)) communication time. The two algorithms are cost optimal for p ≤ √
n
g

and

p ≤ √
n
gb

, respectively. In addition, we implement these algorithms on a PC cluster, and

show that these algorithms achieve practical speedup.

1. は じ め に

並列計算量理論における基本的な計算量のクラスと

してクラス NC がある．クラス NC に属する問題

とは，n を問題の入力のサイズとした場合，n の多項

式個のプロセッサを用いて，n の対数多項式時間でそ

の問題を解くアルゴリズムが存在する問題である．逐

次的に多項式時間で解くことのできる問題のクラスを

クラス P というが，このクラス P に含まれる問題

は，その多くがクラス NC にも含まれていることが

分かっている．しかし，クラス P に含まれる問題の

いくつかは，多項式個のプロセッサを用いて対数多項

式時間で解くアルゴリズムを持たないと考えられてい

る．このような問題は一般に P 完全問題と呼ばれて
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おり，この P 完全問題に対しては，いくつかの効率的

な確率的並列アルゴリズムは存在しているが，本質的

に逐次性が高く並列化困難であると考えられている．

一方，実際の並列処理においてはプロセッサ数 pは

問題のサイズ n に対して非常に小さいので，対数多

項式時間の時間計算量というのはそれほど重要ではな

い．つまり，実用的な並列アルゴリズムに対しては，

コスト最適性が最も重要な尺度となる．並列アルゴリ

ズムのコストは，そのアルゴリズムの実行時間とプロ

セッサ数との積として定義される．このコストが同じ

問題に対する最速の逐次アルゴリズムの計算量と漸近

的に等しい場合，その並列アルゴリズムはコスト最適

であると呼ぶ．言い換えると，コスト最適な並列アル

ゴリズムとは，最適なスピードアップを達成している

アルゴリズムである．

そこで，P 完全問題の並列化の方針の 1つとして，

多項式時間で実行できるコスト最適なアルゴリズムを
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見つけることがあげられる．Ω(nk) を P 完全問題 A

に対する逐次アルゴリズムの下界とする．問題 A は

P 完全問題であるので，問題 A には対数多項式時間

の並列アルゴリズムは存在しないかもしれない．しか

しながら，問題 A には nε (0 < ε < k) 個のプロセッ

サを用いて O(nk−ε) 時間で動作する並列アルゴリズ

ムが存在する可能性は残されている．この並列アルゴ

リズムはコスト最適であるので，実際の並列処理にお

いて，適当な個数のプロセッサを用いて最適なスピー

ドアップ☆を達成すると考えられる．したがって，本

論文では P 完全問題に対して，多項式時間で動作す

るコスト最適な並列アルゴリズムを提案することを目

的とする．

この P 完全問題に対する並列アルゴリズムに関し

ては，これまでにいくつかの研究が行われている．代

表的な P 完全問題である最大流問題については，理

論的な並列計算モデルである PRAMモデル上で動作

する O(n3 log n
p

) 時間，pプロセッサ (1 ≤ p ≤ n) の

並列アルゴリズム6)が提案され，実際の分散メモリ型

並列コンピュータへの実装および実験7)も行われてい

る．しかしながら，この最大流問題に対しては O(n3)

時間の逐次アルゴリズムが知られているので，このア

ルゴリズムはコスト最適な並列アルゴリズムではなく，

P 完全問題の並列化の目的を達成しているとはいえな

い．また，実験結果7) においても，16 個のプロセッ

サを使用した場合に 2倍程度のスピードアップしか達

成しておらず，実用的な並列アルゴリズムであるとは

いいがたい．

本論文では P 完全問題として，比較的単純な問題で

ある辞書式順極大 3和問題を取り上げる．辞書式順極大

3和問題とは，整数集合 I の中から ai+bi+ci = 0を

満たすすべての 3項組の集合 {(a0, b0, c0), (a1, b1, c1),

· · · , (am−1, bm−1, cm−1)} を辞書式順に求める問題で
ある．この辞書式順極大 3 和問題は，同じく P 完

全問題として知られる辞書式順極大独立点集合問題

からの帰着によってその P 完全性が示され2)，また

PRAM 上で，p (1 ≤ p ≤ n) 個のプロセッサを用い

て O(n2

p
+n logn) 時間で動作するコスト最適なアル

ゴリズム2) も提案されている．

本論文では，この辞書式順極大 3 和問題に対し

て，Valiantによって提案され，実用的な並列計算モ

デルとして近年注目を集めている BSP モデル8) 上

でコスト最適な並列アルゴリズムを 2 つ提案する．

☆ スピードアップとは，その問題を解く最速の逐次アルゴリズム
の時間計算量を Ts，並列アルゴリズムの時間計算量を Tp とし
たとき，S = Ts

Tp
で表される値である．

1 つ目のアルゴリズムの計算量は，内部計算時間が

O(n2

p
+n logn+np)時間，通信計算量が O(n(gp+L

p
))

である（ここで，nは問題の入力サイズ，pはプロセッ

サ数，g，Lは BSPモデル上で通信コストを表すパラ

メータである）．辞書式順極大 3和問題に対する逐次

アルゴリズムの時間計算量が O(n2)であることから，

このアルゴリズムは p ≤ √
n
g
の範囲において，コス

ト最適なアルゴリズムとなっている．2つ目のアルゴ

リズムは，1つ目のアルゴリズムに対して，通信回数

の軽減を目的としたアルゴリズムである．このアルゴ

リズムでは，1つ目のアルゴリズムにおいて，分割して

行われている b 個の処理および通信を，1つのブロッ

クとしてまとめて処理することにより，通信回数の削

減を行っている．これにより，このアルゴリズムの計

算量は，内部計算時間が O(n2

p
+n logn+nbp) 時間，

通信計算量が O(n(gbp + L
bp

)) であり，p ≤ √
n
gb
の

範囲において，コスト最適なアルゴリズムとなる．

また本論文では，上記のアルゴリズムを，PVM4)

を用いた PCクラスタ上に実装し，アルゴリズムの実

用的なスピードアップを検証する．実験結果より 1つ

目および 2つ目のアルゴリズムは，ともに 8台の PC

を用いて 4倍程度スピードアップを達成し，実用的な

高速化が達成できることを示した．ただし，2つ目の

アルゴリズムにおける通信回数の削減は，内部計算量，

および通信オーバヘッドの増加により，予想されたス

ピードアップの向上にはつながらなかった．

本論文は，以下のように構成される．まず，2章で

は，P 完全性，BSPモデル，および，辞書式順極大

3和問題の説明を簡単に行う．次に，3章では，BSP

モデルを用いて，辞書式順極大 3和問題を解くコスト

最適な並列アルゴリズムを示し，その計算量の検証を

行う．4章では，実験結果とその考察を行い，最後に

5章でまとめを行う．

2. 準 備

2.1 P 完全性の定義

本節では，本論文中で使用する P 完全の定義につ

いて簡単に説明する（詳細な定義については文献 5)

等を参照のこと）．問題の入力サイズ n の多項式時間

の決定性逐次アルゴリズムが存在する問題を，クラス

P に属する問題と呼ぶ．このクラス P は，効率の良

い逐次アルゴリズムが存在するクラスとして知られて

いる．同様に，効率の良い並列アルゴリズムが存在す

るクラスとして知られているのが，クラス NC であ

る．クラス NC に属する問題とは，入力サイズの多

項式個のプロセッサを使用した対数多項式時間の並列
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アルゴリズムが存在する問題である．これらのクラス

を用いて，P 完全性は次のように定義される．

定義 1（P 完全問題） 問題 Q が次の 2つの条件を

満たしている場合，問題 Q は P 完全であるという．

(1) Q ∈ P．

(2) すべての S ∈ P に対して，S が Q に NC 帰

着可能である． ✷

P 完全問題については，問題のサイズの多項式個の

プロセッサを使用した対数多項式時間のアルゴリズム

を得ることは困難であると考えられているので，本論

文では多項式時間のコスト最適な並列アルゴリズムの

提案を目指す．

2.2 BSPモデル

本論文では，実行時間を見積もるための並列計算モ

デルとして，近年注目されている Bulk Synchronous

Parallel（BSP）モデル8)を使用する．BSPモデルは

Valiantによって提案された粗同期式並列計算モデル

であり，次の 3つの要素から構成されている．

• 局所メモリを持つ複数のプロセッサ
• プロセッサ間の 1対 1メッセージ通信を行う完全

結合網

• プロセッサ間の同期を実現するための同期機構
この BSPモデルの特徴の 1つにスーパーステップ

という概念の導入があげられる．スーパーステップと

は BSPモデルにおける処理単位の 1つであり，BSP

モデル上での処理の実行は，スーパーステップの列と

してとらえられる．スーパーステップの概念図を図 1

に示す．

各スーパーステップでは，各プロセッサ内で，内部

.

.

.

.

.

..... .....スーパー
ステップ1
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l
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スーパーステップの拡大図

図 1 スーパーステップ
Fig. 1 Superstep.

計算フェーズ，および通信フェーズが実行される．内

部計算フェーズでは，他のプロセッサとの通信はいっ

さい行わず，各プロセッサ上のデータのみを使用した

内部計算が行われる．一方通信フェーズでは，受信命

令と送信命令以外の命令は実行することができないと

仮定されている．この仮定により，各スーパーステッ

プで受信したデータは，次のスーパーステップまで利

用できないことになる．すべてのプロセッサがこれら

2つのフェーズを終了すると，同期機構により自動的

にバリア同期がとられ，スーパーステップが終了する．

BSPモデルでは，具体的なネットワーク構造やメッ

セージ配送の仕組みといったデータ通信のための各種

要素を，以下の 2つのパラメータを用いて抽象化して

いる．

L： バリア同期の実行に要する時間

g： 1語のデータ送信，もしくは受信に要する時間

つまり BSPモデルでは，L によって通信遅延を表

し，g で送受信のオーバヘッドを表すことで，データ

通信のコストを考慮している．ただし，g，L は要素

数より非常に小さい (g, L � n) と仮定する．

以上より，1つのスーパーステップ内で各プロセッ

サが実行する内部計算フェーズのうち，最も長い内部

計算フェーズの計算量を w，また通信フェーズの送信

メッセージ数と受信メッセージ数の和の中で最大のも

のを hとしたとき，そのスーパーステップの計算量は

O(w + gh + L) となる．この計算量をすべてのスー

パーステップについて計算し，その和を求めると BSP

モデルにおける処理全体の計算量となる．

2.3 辞書式順極大 3和問題の定義

辞書式順極大 3和問題の定義を行う前に，まず，極

大 3和問題の定義を行う．

定義 2（極大 3和問題） I を n 要素の整数の集合

とする．極大 3 和問題とは，以下の 3 つの条件を満

たす 3 項組の集合 M3S = {(a0, b0, c0), (a1, b1, c1),

· · · , (am−1, bm−1, cm−1)} を求める問題である．
(1) 集合 S = {a0, b0, c0, a1, b1, c1, · · · , am−1,

bm−1, cm−1} は I の部分集合である．

(2) 各 3項組 (ai, bi, ci) (0 ≤ i ≤ m− 1)について，

ai + bi + ci = 0 が成り立つ．

(3) a′ + b′ + c′ = 0 を満たす a′, b′, c′ ∈ I − S は存

在しない． ✷

定義より，この極大 3和問題の解は一意には決定さ

れないことが分かる．

次に定義を行う辞書式順極大 3 和問題は，極大

3 和問題に制限を設け唯一の解を持つように変更し

た問題である．A = (a0, a1, · · · , am−1) と B =
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(b0, b1, · · · , bm−1) を m 個の要素を持つ 2 つの列と

する．ここで，a0 < b0，もしくは添え字 i 以下のす

べての要素が等しく，かつ ai < bi が成り立つような

i (1 ≤ i ≤ m − 1) が存在するとき，A は B よりも

辞書式順に小さいという．また，Aが集合に含まれる

他のすべての列より小さい場合には，Aは列集合の中

で辞書式順に最小であるという．

定義 3（辞書式順極大 3和問題） I を n 要素の整

数の集合とする．辞書式順極大 3 和問題とは，以下

の 2 つの条件を満たす 3 項組の集合 LFM3S =

{(a0, b0, c0), (a1, b1, c1), · · · , (am−1, bm−1, cm−1)}を
求める問題である．

(1) 集合 LFM3S は集合 I に関する極大 3和問題

の解である．

(2) si = {ai, bi, ci} (0 ≤ i ≤ m − 1) とするとき，

(ai, bi, ci) は，集合 I − (s0 ∪ s1 ∪ · · · ∪ si−1) に

おいて，ai + bi + ci = 0 を満たす辞書式順に最

小の 3項組である． ✷

辞書式順極大 3和問題は，文献 3)のアルゴリズム

を用いて，逐次的に O(n2) 時間で解くことができる．

また，部分問題である 3 和問題について，ある計算

モデル上で Ω(n2) 時間の下界が示されている1) ので，

辞書式順極大 3和問題についても同様の下界が成り立

つ．また，文献 2)により，問題の P 完全性が証明さ

れている．

本論文では，簡単のため辞書式順極大 3和問題の入

力要素はすべて異なるものと仮定する．このような入

力に対しても，文献 2)により問題の P 完全性は保持

される．また，本論文では，すべてのプロセッサが同

じ入力全体を保持するものと仮定する．

3. 辞書式極大 3和問題を解くアルゴリズム

3.1 アルゴリズム 1

最初に，文献 3)で提案されている O(n2) 時間の逐

次アルゴリズムを簡単に紹介する．

(1) n 個の要素からなる入力集合 I を昇順にソート

する．ソート後の列を S = {s0, s1, · · · , sn−1}と
する．

(2) S の各要素 si (0 ≤ i ≤ n − 2) について，

lower = i+ 1, upper = n とし，lower < upper

の間以下のサブステップを繰り返す．

(2-1) 3sum = si +slower +supper を計算する．

(2-2) 3sumの値に応じて，以下の処理を行う．

3sum < 0 の場合： lower = lower + 1 と

する．

3sum > 0 の場合： upper = upper − 1 と

する．

3sum = 0 の場合： (si, slower, supper)を解と

して出力し，si, slower, supper を S より

削除する．また，lower = upper とし，

サブステップを終了する．

本アルゴリズムは，基本的には，この逐次アルゴリ

ズムを元に並列化したアルゴリズムであり，各プロセッ

サが，それぞれが受け持った si に対して 3和を同時

に計算することで，並列処理を実現している．しかし

ながら，このアルゴリズムに基づいた単純な並列化に

は以下のような問題点がある．逐次的に解く場合には，

ある si に対して 3和が 0になる最初の 3項組を 1つ

だけ求めればよかった．しかし，並列的に解く場合，

あるプロセッサが求めている解が同時に求めている他

の解の影響を受け，そのプロセッサが求めた最小の 3

項組は問題の解とはならない場合が考えられる．ここ

で，次のような例を考えてみる．

例 1 S = {−10,−9,−2, 0, 2, 9, 11, 12} の辞書式順
極大 3和問題の解を，1台，および 2台のプロセッサ

を用いて求める．

1台のプロセッサで解く場合 逐次アルゴリズムを実

行すると，その解は {(−10, −2, 12), (−9, 0, 9)}
となる．

2台のプロセッサで解く場合 プロセッサ P1 の a 要

素として −10 を，プロセッサ P2 の a 要素とし

て −9を割り当て，それぞれのプロセッサにおい

て逐次アルゴリズムを実行する．この場合に各プ

ロセッサが求める 3項組は，それぞれ

P1 : (−10,−2, 12), P2 : (−9,−2, 11)

となる．しかし，これらの 3項組は −2が重複し

ているため，辞書式順に大きい (−9, −2, 11) は

解から削除される．つまり 2台のプロセッサで解

いた場合には，{(−10,−2, 12)}が解となる． ✷

この例において，(−9, 0, 9) を求めることができな

かった原因は，−9に対する 3項組を 1つしか求めて

いなかったことにある．このように並列的に解く場合

に，ある si に対して 3和が 0になる最初の 3項組を

1つしか求めていないと，すべての解を求めることが

できない可能性がある．したがって，並列的に解く場

合には，3和が 0になるような複数の 3項組の集合を

辞書式順に求める必要がある．

そこで，まず辞書式順極大 3和問題の解の候補とな

る 3項組の集合を，各要素 si に対して以下のように

定義する．

定義 4 S = {s0, s1, · · · , sn−1} を昇順ソート列とす
る．このとき，S の各要素 si について，3 項組の集
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合 3Si を以下のように定義する．

3Si = {(si, sj , sk)|i < j < k, si + sj + sk = 0}
また，集合 3Si に含まれるすべての要素を辞書式順

にソートした 3項組の列を，L3Si として定義する．

L3Si

= (sum0(i), sum1(i), · · · , summ−1(i))

= ((si, sj0 , sk0), (si, sj1 , sk1),

· · · , (si, sjm−1 , skm−1)) ✷

L3Si の定義より，辞書式順極大 3 和問題の解は，

集合 L3S0 ∪L3S1 ∪ · · · ∪L3Sn−1 の部分集合である

ことは明らかである．したがって，以下の手順により

辞書式順極大 3和問題を並列的に解くことができる．

(1) 入力の整数集合をソートする．

(2) 各プロセッサ Pi (0 ≤ i ≤ p− 1) に L3Si を割

り当て，計算する．

(3) 各プロセッサの計算結果 L3S0, L3S1, · · · ,
L3Sp−1 を 1 つのプロセッサに集め，辞書式順

極大 3和問題の解の条件を満たす 3項組の集合を

求める．

(4) (2)において，各プロセッサ Pi に L3Sp+i を割

り当て，以下同様に (2)，(3)を n
p
回繰り返す．

しかしながら，上記のアルゴリズムでは，ステップ

(2)における各 L3Si のサイズは最悪の場合 O(n) で

あるので，ステップ (3)において計算結果の収集を行

うプロセッサは，O(np)のデータを受信する必要があ

る．ステップ (2)，(3)は n
p
回繰り返されるので，全

体では O(n2) 時間必要となり，処理全体のスピード

アップは見込まれない．そこで，本アルゴリズムでは，

以下の補題により，解の候補となる 3項組の集合をサ

イズが O(p)になるように限定する．これにより，収

集を行うプロセッサは O(p2) のデータを受信すれば

よく，全体でも O(np) 時間となる．

補題 1 S = {s0, s1, · · · , sn−1} を昇順ソート列とす
る．また，S に対する L3Si の r 個の 3項組による

接頭部を L3Si,r とする．

L3Si,r = (sum0(i), sum1(i), · · · , sumr−1(i))

このとき，S を入力とする辞書式順極大 3 和問題

の解に，sum = (si, sj , sk) が含まれているならば，

sum ∈ L3Si,2i−1 が成り立つ．

（証明）S を入力とする解集合に含まれる 3項組のう

ち，sum = (si, sj , sk) より辞書式順に小さい 3項組

の集合を，LLi = {(si0 , sj0 , sk0), (si1 , sj1 , sk1), · · · ,
(sim′−1

, sjm′−1
, skm′−1

)}とする．このとき，問題の
定義より，sum = (si, sj , sk) は以下の 2条件を満た

す辞書式順に最小の 3項組である．

(1) sum は集合 L3Si に含まれる．

(2) si，sj，sk は LLi に含まれる 3 項組を構成

する要素の集合 {si0 , sj0 , sk0 , si1 , sj1 , sk1 , · · · ,
sim′−1

, sjm′−1
, skm′−1

} には含まれない．
そこで，まず，LLi に含まれる 3項組の個数 m′ を

検証する．S に含まれる si より小さい要素の数はた

かだか i− 1であり，問題の定義より，sum より辞書

式順に小さい 3項組は，これらの要素を必ず 1つずつ

含んでいるので，m′ ≤ i− 1 である．

L3Si に含まれる 3項組は，si より小さい要素を含

むことはないので，LLi に含まれる 3項組を構成する

要素で L3Si に含まれる要素の数はたかだか 2(i− 1)

である．また，定義より L3Si に含まれる 3項組を構

成する要素は，si を除いてすべて異なることが明らか

である．したがって，L3Si の先頭から 2(i − 1) + 1

個目までの 3 項組の集合 L3Si,2i−1 に，LLi に含ま

れる 3 項組を構成する要素を 1つも含まない 3 項組

が必ず存在することになり，補題が成り立つ． ✷

上記の補題により，p 個のプロセッサを用いて計算

を行う場合，各プロセッサ Pi は L3Si,2p−1 を計算す

ればよいことになり，そのサイズは 2p−1 = O(p)と

なる．以下では簡単のため，L3SPi = L3Si,2p−1 と

する．

以上より，BSPモデル上で辞書式順極大 3 和問題

を解く p (1 ≤ p ≤ n)プロセッサのアルゴリズムは，

以下のようになる．

アルゴリズム 1

入力： n 要素の整数集合 I

(1) 各プロセッサ Pi (0 ≤ i ≤ p − 1) において，

I を昇順にソートする．ソート後の列を S =

{s0, s1, · · · , sn−1} とする．
(2) j = 0 とおき，j < n の間，以下のステップを

繰り返す．

(2-1) 各 Pi (0 ≤ i ≤ p−1)において，L3SPi+j

を計算する．

(2-2) 各 Pi (1 ≤ i ≤ p − 1) は，3 項組の集

合 L3SPi+j を P0 に送信する．P0 は，集合

L3SPj ∪ L3SP1+j ∪ · · · ∪ L3SP(p−1)+j を

順に調べ，解となる 3 項組の集合を決定し，

その集合をその他のすべてのプロセッサへ放

送する．

(2-3) 各 Pi (0 ≤ i ≤ p−1)において，j = j+p

とし，受け取った 3項組の集合に含まれる要

素を S より削除する．

上記のアルゴリズムより計算量については，以下の

定理が成り立つ．
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定理 1 アルゴリズム 1は BSPモデル上で，内部計算

時間 O(n2

p
+n logn+np)，通信計算量 O(n(gp+ L

p
))

で辞書式順極大 3和問題を解く．

（証明）アルゴリズムの各ステップの計算量の評価を

行う．ステップ (1)は逐次ソートであるので，内部計

算時間 O(n logn)で実行できる．ステップ (2)の計算

量を評価するために，まず繰返し 1回分の計算量を求

める．ステップ (2-1)は前述の逐次アルゴリズム3)を

用いて，O(n) 時間で計算できる．ステップ (2-2)で

は，ステップ (2-1)で求めた 3 項組の集合 L3SPi+j

の送受信を行っているが，補題 1より各プロセッサ Pi

が送信する L3SPi+j のサイズはたかだか O(p) であ

り，P0 が受信する要素のサイズは O(p2) である．ま

た，集めた 3 項組の集合から辞書式順極大 3 和問題

の解となる 3 項組を決定する処理は，O(p2) 回の比

較で容易に実現される．したがって，ステップ (2-2)

は内部計算量 O(p2)，通信計算量は O(gp2 +L)とな

る．以上より，ステップ (2)の繰返し 1回分は内部計

算量 O(n+ p2)，通信計算量 O(gp2 +L) となる．ス

テップ (2)の繰返し回数は O(n
p
)であるので，ステッ

プ (2)全体では，内部計算量 O(n2

p
+ np)，通信計算

量 O(n(gp+ L
p
)) となる． ✷

定理 1 より，アルゴリズム 1は p ≤ √
n
g
のとき，

内部計算時間，通信時間ともに O(n2

p
) となり，コス

ト最適であることが示される．

3.2 アルゴリズム 2

アルゴリズム 2は，アルゴリズム 1 の通信回数を

減らすことで，性能向上を目指したアルゴリズムであ

る．具体的な改良点は以下のとおりである．アルゴリ

ズム 1では，各プロセッサ Piに割り当てられる計算は

L3SPi のみであったため，計算および通信を O(n
p
)回

繰り返す必要があった．そこで，L3SPi を b 個ブロッ

ク化し，以下に定義する集合を各プロセッサに割り当

てる単位とすることで，計算の繰返し回数を O( n
bp

)

回におさえる．

定義 5 S = {s0, s1, · · · , sn−1} を昇順ソート列とす
る．このとき，S の各要素 si について，3項組の集

合 L3SBi(b) を以下のように定義する．

L3SBi(b)

= L3SPi ∪ L3SPi+1 ∪
· · · ∪ L3SPmin(i+b−1,n−1) ✷

アルゴリズムの詳細を以下に示す．

アルゴリズム 2

アルゴリズム 1のステップ (2)を，以下のように変更

する．

(2) j = 0 とおき，j < n の間，以下のステップを

繰り返す．

(2-1) 各 Pi (0 ≤ i ≤ p − 1) において，

L3SBbi+j(b) を計算する．

(2-2) Pi (1 ≤ i ≤ p − 1) は，3 項組の

集合 L3SBbi+j(b) を P0 に送信する．P0

は，集合 L3SBj(b) ∪ L3SBb+j(b) ∪ · · · ∪
L3SBb(p−1)+j(b)を順に調べ，解となる 3項

組の集合を決定し，その 3項組の集合をその

他すべてのプロセッサに放送する．

(2-3) 各プロセッサにおいて，j = j + bp とし，

受け取った 3項組の集合に含まれる要素を S

から削除する．

上記のアルゴリズムより計算量については，以下の

定理が成り立つ．

定理 2 アルゴリズム 2は BSPモデル上で，内部計

算時間 O(n2

p
+n logn+nbp)，通信計算量 O(n(gbp+

L
bp

)) で辞書式順極大 3和問題を解く．

（証明）アルゴリズム 1からの変更点である，ステップ

(2)の計算量の評価を行う．ステップ (2-1)は前述の逐

次アルゴリズム3) により，O(bn) 時間で実行できる．

ステップ (2-2)では，ステップ (2-1)で求めた 3項組

の集合 L3SBbi+j(b)の送受信を行っているが，補題 1

より各プロセッサ Pi が送信する L3SBbi+j(b)のサイ

ズはたかだか O(b2p)であり，P0が受信する要素のサ

イズは O((bp)2) である．また，集めた 3項組の集合

から辞書式順極大 3和問題の解となる 3項組を決定す

る処理は，O((bp)2) 回の比較で容易に実現される．し

たがって，ステップ (2-2)は内部計算量 O((bp)2)，通

信計算量は O(g(bp)2 +L)となる．以上より，ステッ

プ (2)の繰返し 1 回分は内部計算量 O(bn + (bp)2)，

通信計算量 O(g(bp)2 +L)となる．ステップ (2)の繰

返し回数は O( n
bp

)なので，ステップ (2)全体では，内

部計算量 O(n2

p
+ nbp)，通信計算量 O(n(gbp+ L

bp
))

となる． ✷

定理 2より，アルゴリズム 2は p ≤ √
n
gb
のとき，

内部計算時間，通信時間ともに O(n2

p
) となり，コス

ト最適であることが示される．

3.3 2つのアルゴリズムの比較

今回提案した 2つのアルゴリズムの計算量を表 1に

まとめる．

アルゴリズム 2は，アルゴリズム 1に比べて繰返し

回数が 1
b
倍になっているので，通信遅延 L の影響も

1
b
倍におさえられている．その一方で，送受信のオー

バヘッド g や内部計算量の中に b 倍になっている部
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表 1 アルゴリズム 1，アルゴリズム 2 の計算量
Table 1 Time complexities for algorithm 1 and algorithm

2.

内部計算量 通信計算量

アルゴリズム 1 O( n2
p + n log n + np) O(n(gp + L

p ))

アルゴリズム 2 O( n2
p + n log n + nbp) O(n(gbp + L

bp ))

分がある．これは，処理をブロック化したことにより，

各プロセッサが求める 3 項組の数が b 倍になったこ

とに起因する．このように，処理のブロック化は長所

と短所をあわせ持っており，スピードアップの向上を

得るためには適当なブロックサイズを設定する必要が

あると考えられる．ここで，最適なブロックサイズが

問題となるが，クラスタ並列処理には，各プロセッサ

はイーサネット等の比較的低速なネットワークによっ

て接続されているため，通信遅延 L が内部計算量や

通信オーバヘッド g に対して非常に大きいという特

徴がある．したがって，ある程度大きいブロックサイ

ズで処理した場合に，よいスピードアップが得られる

ことが予測される．

4. 実験結果，および考察

本論文で提案した 2つのアルゴリズムを PVM4)を

用いて PCクラスタ上に実装し，その性能評価を行っ

た．PVMとは，複数の PCやワークステーションを

1つの仮想並列計算機として利用するためのシステム

ソフトウェアである．今回の実験環境を表 2 に示す．

上記の環境において 500,000要素の整数集合に対し

て実験を行った．アルゴリズム 2についてはブロック

数 b を 10から 60まで変更し，スピードアップの変

化を検証した．各アルゴリズムのスピードアップグラ

フを図 2 および図 3 に示す．なお，スピードアップ

の基準となる p = 1 の場合の実行時間は，文献 3)に

よる逐次アルゴリズムの実行時間である．

図 2 および図 3 より，アルゴリズム 1，アルゴリズ

ム 2ともに，8プロセッサ使用時に 4倍程度のスピー

ドアップが得られていることが分かる．これは，理想

的なスピードアップではないが，実用的な範囲である

といえる．また，スピードアップがプロセッサ台数に

比例して向上している点においても，実用的な並列ア

ルゴリズムの条件を満たしているといえる．

実験結果を比較すると，すべてのプロセッサ数に対

してアルゴリズム 2よりもアルゴリズム 1の方がよい

スピードアップを達成している．アルゴリズム 2では

通信回数が削減されており，通信負荷の大きいクラス

タ並列処理環境では，頻繁に通信を行う必要があるア

表 2 実験環境
Table 2 Experimental environment.

CPU メモリ OS

PentiumII 233MHz 64 MB Solaris 2.6

ネットワーク コンパイラ PVM

100BASE-TX gcc 2.8.1 Version 3.4.1
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図 2 アルゴリズム 1 のスピードアップグラフ
Fig. 2 Speedup for algorithm 1.
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図 3 アルゴリズム 2 のスピードアップグラフ
Fig. 3 Speedup for algorithm 2.

ルゴリズム 1よりも高速であることが予想されたが，

期待どおりの結果は得られていない．

これには，ブロック化により新たに生じた以下のよ

うな原因が考えられる．まず，アルゴリズム 2は，ア

ルゴリズム 1に比べて通信回数は 1
b
倍になっている

が，内部計算量や通信要素数において b 倍になってい

る処理が存在する．一般にクラスタ並列処理では，内

部計算や送受信オーバヘッド g は，通信遅延である

L より非常に小さいと考えられている．しかし，実験

結果から考えると今回の環境においては，ほぼ同程度

の負荷であったと考えられる．また，ブロック化によ

り，負荷の割当てにある程度の不均衡が生じることに

なり，それによる各プロセッサの待ち時間が速度低下

につながっているものと考えられる．
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5. ま と め

本論文では，辞書式順極大 3 和問題を解く 2 つの

並列アルゴリズムを示した．アルゴリズム 1は，BSP

モデル上で内部計算時間が O(n2

p
+ n logn + np) 時

間，通信計算量が O(n(gp+ L
p
)) のアルゴリズムであ

り，各プロセッサが求める 3項組の数を制限すること

で，実際のクラスタ環境でも実用的なスピードアップ

を達成することが示された．アルゴリズム 2は，アル

ゴリズム 1の通信回数が減少するように改良したアル

ゴリズムで，内部計算時間が O(n2

p
+ n logn+ nbp)

時間，通信計算量が O(n(gbp+ L
bp

))である．しかし，

改良による内部計算量の増加の影響等から，期待どお

りのスピードアップは得られなかった．

今後の課題としては，アルゴリズム 2において負荷

の均等な割当てを行い，実際の並列処理環境でのさら

なるスピードアップの達成を目指すこと等が考えられ

る．また，その他の P 完全問題（線形計画法，最大

流問題）への応用が考えられる．
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