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高速シンプレクティック・レイトレーシング：入れ子宇宙の可視化

佐 藤 哲†,☆ 岩 佐 英 彦††

竹 村 治 雄†,☆☆ 横 矢 直 和†

シンプレクティック・レイトレーシングは，広大な宇宙空間で正確に光線の軌道を計算し，ブラック
ホールによって歪んで観測される光景の可視化を可能にした．しかしブラックホールによって引き起
こされる入れ子宇宙現象と呼ばれる物理現象を可視化する場合，計算コストの問題から適用が困難で
あった．そこで本論文では，従来手法での反復計算が必要であった点を改良した高速シンプレクティッ
ク・レイトレーシング法を提案する．本論文では，4次の打ち切り誤差を持つ陽的な光線の軌道計算
法を導き，古典的 Runge-Kutta法や従来のシンプレクティック数値解析により光線の軌道を計算す
る場合に比べ正確に速く計算できることを示す．そして球状の宇宙空間モデルの中にブラックホール
を配置し観測した場合，入れ子宇宙現象が観測できることを示す．

Fast Symplectic Raytracing: Visualization of a Nested Spacetime

Tetsu Satoh,†,☆ Hidehiko Iwasa,†† Haruo Takemura†,☆☆

and Naokazu Yokoya†

This paper presents the Fast Symplectic Raytracing which is an improved version of a sym-
plectic raytracing. The symplectic raytracing needs extremely a large amount of time for
visualizing a nested spacetime; one of phenomena caused by blackholes. In order to solve
this problem, we first derive a fourth order explicit numerical method for computation of
orbits of rays. Next, we discuss advantages of the proposed method to the classical Runge-
Kutta method and the existing symplectic numerical analysis. Finally, we visualize the nested
spacetime under the condition where a blackhole exists in a spherically modeled universe.

1. は じ め に

ブラックホールは物理学の研究対象であり，どのよ

うなものかを理解するためには複雑な方程式を解かな

ければならない．しかし，数学や物理学の知識を持た

ない人でも，ブラックホールに関心がある人は多い．

また，物理学者の中でも，ブラックホールを表す方程

式を可視化して直感的に理解したいという要求は高い．

そこで，ブラックホールをコンピュータグラフィック

ス（CG）を用いて可視化する研究が行われている1)．

ブラックホールを可視化する手法の 1つは，ブラッ
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クホールの強い重力の影響で曲進する光線を忠実に追

跡し，歪んで見える光景を提示することで間接的にブ

ラックホールを可視化する重力場光線追跡法2),3)であ

る．重力場光線追跡法では，光線の軌道を表す微分方

程式を数値的に解き，観測者の視界に入る光線を調べ，

視界に入った光線の色を表示する．ブラックホール周

辺では地球上と違い光線は直進せずに曲がって進むた

め，観測者は歪められた光景を観測する．たとえば図1

では，中心部分に配置されている元の画像がブラック

ホールの影響で引き延ばされて見える様子（左側の

図）を示している．点線がブラックホールの重力で曲

進する光線の軌跡を，実線が観測者が認識する光線の

軌跡を表している．なお，図 1 は NASAの Hubble

Space Telescope Public Picturesの中の A Grazing

Encounter Between Two Spiral Galaxies☆☆☆をもと

に作成したイメージ図である．

重力場光線追跡法によりブラックホールが存在する

☆☆☆ http://oposite.stsci.edu/pubinfo/pr/1999/41/index.

html
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図 1 ブラックホールの存在する時空での光線追跡の例
Fig. 1 An example of a raytracing in a blackhole space-

time. Dotted lines show the curved orbits of the

rays influenced by the blackhole. Solid lines show

the orbits of the rays that an observer can perceive.

時空の情景が可視化できるようになったが，この手法

は大量の光線の軌道を計算するために計算時間が長

い，長時間の光線追跡をすると数値計算の誤差が蓄積

する，といった問題がある．局所誤差が蓄積していく

原因は，定式化する際に使用した数学が古典的な微分

幾何学であり，本質的に空間内の局所的な情報を重視

する点にある．それに対し，空間の様子を調べる異な

るアプローチとしてシンプレクティック構造を重視す

る研究が比較的近年になって始まった．それらの研究

は，数学あるいは物理学ではシンプレクティック幾何

学4)として，数値解析法としてはシンプレクティック

数値解析5),6)として同時期に研究が始まった．そして

近年，コンピュータ・グラフィックスへ応用する手法

が研究されている7)．文献 7)で提案されたシンプレ

クティック・レイトレーシング法を用いるとブラック

ホール時空で正確に光線追跡が可能なことが報告され

ているが，数値計算の結果が収束するまで反復計算を

行う陰的な公式を採用しているために計算速度の向上

にはつながっていなかった．これは，陽的なシンプレ

クティック数値解析法を構成することが一般に難しい

ことに起因している8)．一方，ブラックホールの存在

により引き起こされる興味深い現象のうちの 1つに，

宇宙の銀河や星が何重にも入れ子構造になって観測さ

れる入れ子宇宙現象がある．しかし，計算時間や誤差

の問題により入れ子宇宙を可視化あるいは映像化した

研究は報告されていない．この状況は，1960年代に重

力レンズ効果についての研究9),10)が発表された頃に，

技術的に実際の観測は難しいと思われていた状況に似

ている．現在では重力レンズ効果はハッブル宇宙望遠

鏡などで観測されており，重力場光線追跡法によって

CGで再現もされている．

本論文では，反復計算を必要としない陽的な数値解

法を用いた高速シンプレクティック・レイトレーシン

グ法を提案する．具体的には，光線の軌道を表す方程

式を数値的に解くための陽的なシンプレクティック数

値解法を導き，重力場光線追跡法で用いられていた

Runge-Kutta法11)よりも性能が良いことを示す．同

時に，従来のシンプレクティック・レイトレーシング

法で使用されていた陰的な数値解法との違いについて

も調べる．そして実際にブラックホール周辺で光線を

追跡し，入れ子宇宙を可視化した結果を示す．入れ子

宇宙は，銀河から発せられた光線がブラックホールの

周囲を何周もした後に観測者の視界に入ることにより

引き起こされる現象である．このため可視化には長期

間の光線の追跡が必要であり，提案する高速シンプレ

クティック・レイトレーシングを用いることが効率的

である．

2. ブラックホールの可視化とシンプレクティッ
ク数値解析

2.1 重力場光線追跡法によるブラックホールの可

視化

通常の光線追跡法では，光は直進すると仮定して，

光線の軌道計算には直線の方程式を用いる．しかし，

ブラックホール周辺では強い重力により光線は直進す

るとは限らないので，直線の概念を拡張した測地線の

微分方程式と呼ばれる常微分方程式を用いる．また，

光線追跡による CG作成技法12)でしばしば用いられ

るように，重力場光線追跡法でも光線の発射地点から

光線を追跡するのではなく，観測者の視点から光線を

追跡する視線追跡を行う．つまり，観測者の視点と視

線方向を測地線の微分方程式の初期値とし，数値的に

方程式を解いて光線を少しずつ伸ばしながら，空間に

配置された物体との交差判定を繰り返すのが，重力場

光線追跡法の主要な処理である．

一般に光線追跡による CG 作成は計算時間がかか

る．重力場光線追跡法では CG化の対象である宇宙空

間の性質上，2次反射以降は考えないのが普通であり，

そのぶん計算時間は減るが，代数方程式である直線の

方程式と微分方程式である測地線の方程式を解くので

は計算コストが大きく異なり，結果的に通常の光線追

跡法よりも計算時間が増大する．そのために，打ち切

り誤差の異なる数値計算結果から誤差を予測して計算

精度を変化させる手法3)，計算誤差が大きくなった時

点で初めから計算し直す手法13)，曲線を折れ線近似す

る手法14),15)などが提案されている．しかし，いずれ

も長期間の光線追跡による誤差の蓄積については議論
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されていない．

2.2 シンプレクティック・レイトレーシング

シンプレクティック・レイトレーシングでは，光線はハ

ミルトンの正準方程式に従う力学系である，という立場

をとる16)．したがって 4次元時空で測地線の方程式を

解くことはせず，4次元空間の座標成分 (q1, q2, q3, q4)

および対応する運動量成分 (p1, p2, p3, p4)から構成さ

れる 8次元の位相空間内で，次の正準方程式を解くこ

とで光線の軌道を計算する．


dpi

ds
= −∂H

∂qi

dqi
ds

=
∂H

∂pi

(1)

ここで H はハミルトニアンと呼ばれるスカラー関数

で，pj , qj (1 ≤ j ≤ 4)，およびパラメータ s の関数

である．通常はパラメータは時間 tが使われるが，相

対論の性質上，時間は空間座標成分と同等に扱われる

ためにここでは記号を sとした．正準方程式 (1)に対

しては，シンプレクティック法やシンメトリック法な

ど誤差を蓄積させずに数値的に微分方程式を解くこと

ができる手法が知られており17),18)，正準方程式を解

くアプローチにより Runge-Kutta型の公式を用いて

測地線の微分方程式を解く重力場光線追跡法よりも精

度良く長期間の光線追跡が可能である．観測者の視点

から光線を伸ばしていき，物体との交差判定をするこ

とで CG画像を生成する全体の処理の流れは，重力場

光線追跡法と変わらない．

しかし，従来のシンプレクティック・レイトレーシ

ング7),19),20)で用いられてきた数値解法は陰的な公式

であった．陰的な数値解法では

yn+1 = yn +∆xf(yn+1, xn) (2)

のように左辺の変数が右辺に含まれているので，収束

するまで反復計算が必要となるなど，計算コストが高

い．特に相対論を考慮した光線の軌道計算では，8次元

空間での解の探索が必要となる．これは，光線の軌道

を計算するための専用の数値解法ではなく，あらゆる

ハミルトン系に適用可能な汎用的な公式を採用したと

ころに原因があると考えられる．したがって，ブラッ

クホール周辺での光線の軌道を支配するハミルトニア

ンを検討し，専用の数値解析法を開発すれば，より高

速に精度の良いシミュレーションが可能となる．

3. 高速シンプレクティック・レイトレーシング

3.1 1次の陽的な数値解法

本節で対象とするハミルトニアンは，以下のもので

ある．

H =
(
1− rg

r

)−1 pt
2

2
−
(
1− rg

r

)
pr

2

2

−pθ
2

2r2
− pφ

2

2r2 sin2 θ
. (3)

ここで，(t, r, θ, φ) は 4 次元極座標系の座標成分，

(pt, pr, pθ, pφ) は座標成分に対応する運動量，rg は

ブラックホール半径と呼ばれ，ブラックホールの質量

によって決定される定数である．このハミルトニアン

は球対称性を持つブラックホールの周囲での光線の軌

道を表す．シンプレクティック・レイトレーシングは

球対称以外のブラックホールについても適用可能であ

るが，本論文の目的である入れ子宇宙現象を可視化す

るためには上記のハミルトニアンで十分である．

高次の陽的な数値解法を導くために，まずオイラー

法を用いて 1次のシンプレクティック数値解法を構成

する．ここでシンプレクティックな数値解法とは，あ

る瞬間 sn の状態と，sn の状態から数値計算をした

結果の sn+1 の状態が正準変換21)になっている計算の

ことを指す．

一般的に通常の陽的なオイラー法がシンプレクティッ

ク数値解法となるとは限らないが，式 (3)で示される

ハミルトニアンに対して本節で示すように適用すると

シンプレクティック数値解法になることが，外微分形

式を用いた直接計算で容易に示すことができる．オイ

ラー法は連続的なパラメータを離散化することで近似

的に微分方程式を解く手法で，その際の離散化の幅

τ = sn+1 − sn (4)

を刻み幅と呼ぶ．また，ある微分方程式の数値解と解

析解を刻み幅でテイラー展開したとき，刻み幅の n 次

の項まで一致する場合にその数値解法が n 次の解法

であると呼ぶことにする．

ハミルトンの正準方程式 (1)に対しオイラー法を適

用すると，

pn+1 = pn − τ ∂H

∂q

qn+1 = qn + τ
∂H

∂p

(5)

という式が得られる．ここで，pは各運動量 (pt, pr, pθ,

pφ) を，q は各極座標成分 (t, r, θ, φ) を表す．対象

となるハミルトニアンの式 (3) は，第 2 項の括弧

を展開すると 5 項の和となるので，それを H =

H1 +H2 +H3 +H4 +H5 と書き，各項別にオイラー

法による式を作ることにする．ハミルトニアン (3)に

対して直接オイラー法を用いてもシンプレクティック

な数値解法は得られないが，分割することでシンプレ

クティックな数値解法が構成可能である6)．するとま
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ず，H1 = (1− rg/r)−1pt
2/2 に対し

∂H1

∂pt
= − pt

(1− rg/r)
∂H1

∂r
=

rg

(r − rg)2
pt

2

2

であるから，


t′ = t+ τ
pt

1− rg/r

p′r = pr + τ
rgpt

2

2(r − rg)2
(6)

が得られる．ここで，簡単のために tn+1 = t′，tn = t

と書いた．また，pt，r 以外の成分で偏微分した方程

式も成り立つが，H1 には独立変数は pt，rしか含ま

れておらず，すべて (偏微分項) = 0 の形をしており

数値計算をする必要がないので，今後このような式の

記述は省略する．同様に，H2 = −pr
2/2 からは

r′ = r − τpr (7)

が，H3 = rg/(2rpr
2) からは


p′r = pr

3

√
3

2
rg
pr

r2
τ + 1

r′ = r

(
3

√
3

2
rg
pr

r2
τ + 1

)2 (8)

が，H4 = −pθ
2/(2r2) からは


p′r = pr − τ pθ

2

r3

θ′ = θ − τ pθ

r2

(9)

が，H5 = −pφ
2/(2r2 sin2 θ) からは



p′r = pr − τ pφ
2

r3 sin2 θ

p′θ = pθ − τ cos θpφ
2

r2 sin3 θ

φ′ = φ− τ pφ

r2 sin2 θ

(10)

が得られる．したがって，式 (6)，(7)，(8)，(9)，

(10) を順に計算すれば，1 次のオーダで陽的に

(t, r, θ, φ, pt, pr, pθ, pφ)を計算していくことができる．

3.2 2次および 4次の数値解法

付録 A.1に示すように，式 (6)，(7)，(8)，(9)，(10)

を次のように組み合わせると，2次のシンプレクティッ

ク数値解法が構成できる．

( 1 ) τ → τ/2 として，式 (6)を計算（H1 の評価）

( 2 ) τ → τ/2 として，式 (7)を計算（H2 の評価）

( 3 ) τ → τ/2 として，式 (8)を計算（H3 の評価）

( 4 ) τ → τ/2 として，式 (9)を計算（H4 の評価）

( 5 ) 式 (10)を計算（H5 の評価）

( 6 ) τ → τ/2 として，式 (9)を計算（H4 の評価）

( 7 ) τ → τ/2 として，式 (8)を計算（H3 の評価）

( 8 ) τ → τ/2 として，式 (7)を計算（H2 の評価）

( 9 ) τ → τ/2 として，式 (6)を計算（H1 の評価）

この一連の計算を実行することを S(τ) と書くと，次

の順で計算することにより，4次のシンプレクティッ

ク数値解法が構成できる（付録 A.2 を参照）．

( 1 ) S(d1τ)

( 2 ) S(d2τ)

( 3 ) S(d1τ)

ここで，d1 と d2 は付録 A.2 で示す定数である．

3.3 従来手法との比較

前節で導いた 4 次の陽的シンプレクティック法と，

同じ 4次の古典的 Runge-Kutta法および 4次の陰的

シンプレクティック法での光線の追跡結果を比較する．

シンプレクティック数値解法ではハミルトンの正準方

程式を解き，Runge-Kutta法では測地線の微分方程

式を解くことで光線の軌道を計算する．図 2 と図 3

は，r = 15.8 の地点から r 方向に対して跳ね返り角

と呼ばれる角度へ光線を発射した場合の光線のハミル

トニアンの値の変化を示している．横軸が計算回数，

縦軸がハミルトニアンの値を示している．計算回数と

は，2.1 節で説明したような光線を伸ばす回数を指し，

演算の回数のことではない．光線の軌道を計算する場

合，ハミルトニアンの値はゼロになることが理論的に

要請されるため，ゼロからのずれが誤差であると考え

られる．図 2 は，数値計算の刻み幅 τ が 0.02の場合

である．実線（丸印）で示される陰的シンプレクティッ

ク法では，非常に小さなゆらぎがあるものの計算回数

25,000 回までおよそゼロを保っている．点線（四角

印）で示される Runge-Kutta法でも同様である．破

線（三角印）で示される陽的シンプレクティック法は

誤差によるゆらぎが見られるが，ゆらぎは 10−12 程

度で刻み幅に比べゼロに近いといえる．図 3は刻み幅

を 0.05に設定して 2倍以上の計算時間短縮を試みた

ものである．この場合，Runge-Kutta法による計算

だけがハミルトニアンの値がマイナス方向に発散して

しまっている．したがって Runge-Kutta法による光

線追跡法は，刻み幅のとり方によっては不安定になる

ことがあるといえる．Runge-Kutta法と陽的シンプ

レクティック法では，図 2 の計算は 20分以内に終了

し，図 3 の計算は 5分以内に終了する．陰的シンプレ

クティック法では，図 2 の計算は 8時間以上，図 3 の

計算は 6時間以上の計算時間を必要とする．したがっ

て，刻み幅による安定さと計算時間の短さの両方を考
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図 2 ブラックホール周辺での光の軌道計算におけるRunge-Kutta

法とシンプレクティック法の比較（rg = 10，τ = 0.02 の
場合）

Fig. 2 Comparison of Runge-Kutta method and Symplec-

tic methods in computing orbits of rays near a

blackhole (rg = 10, τ = 0.02). The vertical axis

shows a distance from the origin and the horizontal

axis shows calculation periods.

図 3 ブラックホール周辺での光の軌道計算におけるRunge-Kutta

法とシンプレクティック法の比較（rg = 10，τ = 0.05 の
場合）

Fig. 3 Comparison of Runge-Kutta method and Symplec-

tic methods in computing orbits of rays near a

blackhole (rg = 10, τ = 0.05). The vertical axis

shows a distance from the origin and the horizontal

axis shows calculation periods.

慮する場合，提案手法である陽的シンプレクティック

法が優位である可能性がある．

この実験では数値計算機能を持つソフトウェア

Mathematicaを用いて計算した．Mathematicaでは

任意の計算精度を設定可能なため，あえて通常の計算機

言語の計算に近くなるように小数点以下 16桁の精度に

設定した．使用した計算機は sgi社の onyx（R10000，

195MHz）で，手法の相対比較が目的なので並列処理

はせず，単一の CPUのみで計算した．時間の計測は

CPUタイムを測定するMathematicaの関数 Timing

を用いて計算時間を調べたが，計算機を独占的に使用

できる環境ではなく，Timing関数の測定結果も正確

さの保証はないので，上記の測定時間は精密なもので

はない．しかし本実験により，同じ 4次の打ち切り誤

差を持つ数値解析法でも手法により誤差の影響や計算

速度が大きく異なってくることは確認できる．

4. 入れ子宇宙の可視化例

ブラックホールにより引き起こされる入れ子宇宙を

可視化するために，図 4 に示すような世界モデルを

設定する．座標系の原点に球対称なブラックホールが

1つだけ存在するとし，天球の中の原点以外の場所に

観測者を配置する．原点から十分遠方に球状の天球

マップを配置し，観測者は天球マップ上の銀河や星が

歪む様子を観測することで，間接的にブラックホール

を見ることができる．数値計算の刻み幅を適切に設定

すれば本論文で取り上げているいずれの従来手法でも

ブラックホールの可視化は可能と思われるが，数値計

算の信頼性と計算速度を考慮し，以後，陽的シンプレ

クティック・レイトレーシング法を用いて画像を生成

する．

まず，ブラックホールが存在しない状態で観測され

る画像を図 5に示す．画像データは，NASAが配布し

ているHubble Space Telescope Public Picturesのう

ち，Hubble Spies Giant Star Clusters Near Galac-

tic Center☆（STScI-PRC99-30）を用いた．次に，ブ

ラックホールが存在する場合に観測される画像が図 6

である．光が吸い込まれてしまって黒くなっている，

中央付近の丸い部分がブラックホールを表している．

図 5 のような状況設定でのレンダリングには，重力場

光線追跡法（測地線の微分方程式を Runge-Kutta法

で解く手法）では約 39分，陽的シンプレクティック・

レイトレーシング法では約 27分の計算時間がかかっ

ている．図 6 では，重力場光線追跡法では約 39 分，

陽的シンプレクティック・レイトレーシング法では約

33 分である．数値計算の刻み幅はいずれも 0.01で，

ブラックホール半径は rg = 0.5 である．参考までに，

刻み幅を 0.01に設定して陰的シンプレクティック・レ

イトレーシング法を用いて図 6を作成した場合の所要

時間は約 30時間であった．前節と同様，使用した計

算機は他のユーザとの共有機器であるために計測時間

は計算機の動作状況により異なることがあり，あまり

正確な測定結果ではない．本論文で扱うブラックホー

☆ http://oposite.stsci.edu/pubinfo/pr/1999/30/index.

html
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図 4 設定する世界モデル
Fig. 4 Spherically modeled spacetime. A blackhole is lo-

cated at the origin of the coordinate. An observer

is assumed to be in the spherical spacetime sur-

rounded by a map of galaxies.

図 5 ブラックホールが存在しない場合の観測画像
Fig. 5 Computed image with no blackhole.

図 6 ブラックホールが存在する場合の観測画像
Fig. 6 Computed image in the case that a blackhole

exists in the spacetime.

　

図 7 カラーリングした天球
Fig. 7 Celestial sphere painted with simple four colors.

図 8 ブラックホールが存在しない場合
Fig. 8 Computed image with no blackhole in the

spacetime with a painted celestial sphere.

図 9 ブラックホールが存在する場合
Fig. 9 Computed image in the case that a blackhole exists

in the spacetime with a painted celestial sphere.
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図 10 入れ子宇宙の可視化例
Fig. 10 Visualization example of the nested spacetime.
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ル時空では，計算誤差により光線がブラックホールに

吸い込まれて計算が打ち切られることが多いと計算時

間が短くなったり，長期間の追跡をしていると誤差が

蓄積するなど，計算時間について一概に比較すること

はできない．しかし 3.3 節で調べたように，従来の測

地線の微分方程式を Runge-Kutta法で解く手法は不

安定になる場合があり，また陰的シンプレクティック・

レイトレーシング法は計算時間が長いことから，本論

文の目的である入れ子宇宙を可視化する場合には陽的

シンプレクティック・レイ・トレーシング法が適して

いる．

図 6は確かに写実的な画像であるが，それゆえにど

こがどう歪んでいるのかよく分からない面がある．そ

こで，天球に銀河の写真をマッピングする代わりに，

図 7のように単純に色分けしたカラーマップをマッピ

ングした宇宙を考える．図 7 の上部が，天球を上から

見下ろした場合を表している．矢印は，観測者の位置

と観測方向を表している．するとブラックホールが存

在しない場合，矢印方向に観測すると，図 8 のように

正面に左半分が赤，右半分が水色の壁が観測される．

この宇宙空間にブラックホールを配置した場合が図 9

である．観測者の後方に存在するはずの青や緑が正面

に見えていることが分かる．また，正面の水色の分布

の様子から，図 6においてブラックホールのすぐ左側

に歪んで見える明るい銀河群が画像中の右半分の銀河

と同一であることが理解できる．

ところで，入れ子宇宙現象により多重に見える銀河

は，大きさが指数関数的に異なってくるので図 6 や

図 9 では目視では確認が難しい．そこで，図 6 の描

画において，観測者の前方に設定されているスクリー

ンを部分ごとに拡大したものが図 10である．観測者

の視界の中の光景を少し拡大したものが緑枠の画像で

あり，その画像の中のブラックホールの近傍をさらに

拡大したものが黒枠，最も大きく拡大したものが赤枠

で示される画像である．緑枠で示された画像の右側に

は青い星が見え，青い星の左側には白く光る星が，左

上にはオレンジ色の星が見える．これらの星から発せ

られた光が，ブラックホールを周回してから観測者の

視界に入ることにより見えるのが赤枠の画像である．

赤枠の画像中央部の小さな青い星と，緑枠画像内の青

い星は同一のものである．赤枠内の青い星の左側には

白い星やオレンジ色の星が存在するが，縦方向に引き

延ばされている．このようにブラックホールに近づく

ほど急激に引き延ばされた画像が生成されるので，赤

枠の画像は緑枠の画像に比べ，縦方向に 200倍ほど圧

縮してある．このように同一の銀河が何度も現れる現

象が入れ子宇宙現象である．

以上の画像生成にはすべて前述の sgi社の onyxを

用いており，OpenMP☆により 16CPUを並列処理に

使用した．

5. お わ り に

本論文では，ブラックホールを可視化するために，

高速に精度良く計算しながら光線追跡法によりCG画

像を作成する高速シンプレクティック・レイトレーシ

ング法を提案した．本論文の中で，本手法の有効性を

調べるために，重力場光線追跡法で用いられている

Runge-Kutta法および従来のシンプレクティック・レ

イトレーシング法で用いられている陰的シンプレク

ティック法との比較をした．入れ子宇宙現象を可視化

する際に必要となる長期間の光線追跡をしたところ，

Runge-Kutta法では不安定になる状況でも提案手法

では安定して計算可能なことが分かった．また，ごく

小さなゆらぎを許せば，陰的な計算式を用いる陰的シ

ンプレクティック法よりも高速に計算可能であった．

刻み幅を大きくとっても Runge-Kutta法に比べて良

好な計算結果が出る点は，陰的シンプレクティック法

と同様であった．そして本手法を用いて，球状にモデ

ル化した宇宙の中にブラックホールと観測者を配置し，

観測者の視界に写る入れ子宇宙現象の CG画像を作成

することができた．今後，重力の強いところでは特に

精密に計算する刻み幅変化型の数値計算法の開発や，

計算が高速になったことをふまえた可視化の表現手法

の改良などの研究が必要である．
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14) Gröller, E.: Nonlinear Ray Tracing: Visual-

izing Strange Worlds, The Visual Computer,

Vol.11, pp.263–274 (1995).

15) Nollert, H., Kraus, U. and Ruder, H.: Visual-

ization in Curved Spacetimes. I. Visualization

of Objects via Four-Dimensional Ray-Tracing,

Relativity and Scientific Computing, chapter16,

Springer-Verlag, Berlin (1996).

16) Misner, C., Thorne, K. and Wheeler, J.: Met-

ric Structure and Hamiltonian or “Symplectic

Structure” Compared and Contrasted, Gravi-

tation, p.126, W.H. Freeman and Co. (1973).

17) 吉田晴夫ほか：古典力学の輝き，数理科学，
Vol.33, No.6, pp.5–65 (1995).

18) 吉田晴夫ほか：ハミルトン力学系の展開，数理
科学，Vol.37, No.8, pp.5–56 (1999).

19) 佐藤 哲，岩佐英彦，竹村治雄，横矢直和：シ
ンプレクティック・レイ・トレーシングによるブ
ラックホールの可視化，情報処理学会全国大会，
No.2E-3-4, pp.69–74 (1999).

20) 佐藤 哲，岩佐英彦，竹村治雄，横矢直和：シン
プレクティック・レイ・トレーシング—曲がった光
線によるブラックホールの可視化，日本応用数理
学会 1999年度年会予稿集，pp.120–121 (1999).

21) 木村利栄，菅野礼司：正準理論，微分形式によ
る解析力学，pp.82–108, マグロウヒル (1988).

22) 佐藤 光：群と物理，pp.55–56, 丸善株式会社
(1992).

23) 大貫義郎，鈴木増雄，柏 太郎：経路積分の方
法，pp.174–197, 岩波書店 (1992).

24) Yoshida, H.: Construction of Higher Or-

der Symplectic Integrators, Physical Letter A,

Vol.150, pp.262–268 (1990).

付 録

A.1 2次の陽的な解法の導出

陽的な数値解法を導くために z=(q1, · · · , q4, p1, · · · ,
p4) とおくと，正準方程式の解はハミルトニアン H

に対応する微分作用素 DH を導入して形式的に

z(τ) = eτDH z(0) (11)

と書けることが知られている6)．つまり，eτDH とい

う項が

eτDH : z(0) �→ z(τ) (12)

という写像を意味する．また，ハミルトニアンが複数

の項の和である場合，たとえば H = A + B である

なら

z(τ) = eτ(DA+DB)z(0) (13)

となる．式 (3)は，第 2項を展開すると 5つの項の和

となるので，H = A+B + C +D + E とおくと

z(τ) = eτ(DA+DB+DC+DD+DE)z(0) (14)

となる．式 (14)は，式 (12)を考慮すると，式 (3)か

ら導出されるハミルトンの正準方程式が解析的に解け

た場合の表現である．しかし解析解を求めることは不

可能なので，

eτ(DA+DB ···) = eτf(DA)eτg(DB) · · · (15)

のように分解することにより，真の解を近似する手法

が一般的である．

ところで，DA,DB, · · · は微分作用素なので一般に
非可換であり，

eDA+DB = eDAeDB (16)

とは限らない．たとえば 3項の場合，eAeBeC = eZ

となる Z は
Z = A+B + C

+
1

2
([A,B] + [A,C] + [B,C])

+
1

12
([A, [A,B]] + [A, [A,C]]+ · · · (17)

となる．ここで，大括弧は

[A,B] ≡ AB −BA (18)
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で定義される括弧積である．括弧積には次のような性

質があり，しばしばリー代数の定義に用いられる22)．

( 1 ) [xA + yB,C] = x[A,C] + y[B,C] ただし

x, y ∈ R （双線形性）

( 2 ) [A,B] = −[B,A] （反対称性）

( 3 ) [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0

（ヤコビの恒等式）

ハミルトニアンが 5項の和の式 (14)を展開するために，

S(τ) = eτ(A+B+C+D+E) (19)

とおく．簡単のために，DAを A，DBを B などと書

く．対称分解23)と呼ばれる手法を用いて S(τ)を τ に

ついて 2次近似するために，

S(τ) = evτAewτBexτCeyτDezτE

× eyτDexτCewτBevτA +O(τ3)

とおいて，2次まで近似可能となる係数 (v, w, x, y, z)

を計算する．すると，式 (17)より

S(τ) = eτR1+τ2R2+τ3R3··· +O(τ3) (20)

と書けることが分かる．ここで，R1 = 2vA+2wB · · ·+
zE，R2 = 1/2([vA,wB] + [vA, xC] · · ·)，そして R3

は [A, [A,B]] など 2重の括弧積から構成される項の

和である．ここで，

S(−τ) = e−vτAe−wτBe−xτCe−yτDe−zτE

× e−yτDe−xτCe−wτBe−vτA

となることを考えると，対称性を持たせたことにより

S(τ)S(−τ) = 1 (21)

となることが分かる．これは，

evτAe−vτA = evτA−vτA = 1 (22)

など，非可換な微分演算子が自分自身とは可換と考え

られることから導ける．すると，式 (20)を用いると

S(τ)S(−τ) = eτ2R2+τ4R4··· = 1 (23)

であるから，R2 = R4 = R6 = · · · = 0 であるこ

とが分かる．したがって τ について 1次まで元の式

(19)と一致していれば，自動的に 2 次までも一致す

る．よって

S(τ) = evτAewτBexτCeyτDezτE

× eyτDexτCewτBevτA

= eτR1+τ3R3··· (24)

が τ について 1 次の項まで元の式 (19) と一致する

には R1 のみ考慮すればよく，R1 = 2vA + 2wB +

2xC + 2yD + zE と式 (19)より

2v = 1

2w = 1

2x = 1

2y = 1

z = 1

が条件となる．つまり，

S(τ) = e
1
2 τAe

1
2 τBe

1
2 τCe

1
2 τDezτE

× e 1
2 τDe

1
2 τCe

1
2 τBe

1
2 τA (25)

は式 (19)を 2次のオーダで近似する．式 (25)は，3.2

節前半のアルゴリズムの証明となる．

A.2 4次の陽的な解法の導出

本節では，Yoshida 24)のアプローチで 2次の数値解

法から 4次の数値解法を構成する．前節と同様に対称

分解を考え，

S4(τ) = S(d1τ)S(d2τ)S(d1τ) (26)

が，式 (19)を τ について 4次まで近似するような係

数を探す．式 (24)より

S(d1τ) = e
d1τR1+d1

3τ3R3··· (27)

であるから，

S4(τ) = S(d1τ)S(d2τ)S(d1τ)

= ed1τR1+d1
3τ3R3···ed2τR1+d2

3τ3R3···

× ed1τR1+d1
3τ3R3···

= e(2d1+d2)τR1+(2d1
3+d2

3)τ3R3···

となり，これが式 (19)と τ について 4次の項まで一

致するための条件は{
2d1 + d2 = 1

2d1
3 + d2

3 = 0
(28)

である．式 (28)は 3つの解を持つが，実数のものは

次の一組である．

d1 =

4 + 22/3 + 24/3

6

d2 = − (1 + 21/3)
2

3

(29)

この定数を用いて 3.2 節後半のアルゴリズムを実行

すると，4次のシンプレクティックな陽的数値解法と

なる．

(平成 12年 7月 21日受付)

(平成 13年 9月 12日採録)
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