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Walsh変換による突然変異と交叉に対するスキーマ定理の導出

古 谷 博 史†

遺伝的アルゴリズムにおける重要な基礎理論であるスキーマ定理の新しい導出法を提案する．ス
キーマの頻度が遺伝子型の頻度のWalsh変換を用いて与えられることを示し，遺伝的操作によるス
キーマの頻度の変化を表現する方法を導く．最近の研究により，突然変異と交叉の働きがWalsh変換
を用いて簡潔に表現できることが知られるようになった．それらの研究の成果をスキーマ理論に適用
し，スキーマに対する突然変異と交叉の効果を厳密に表現する式を導く．

Derivation of Schema Theorem for Mutation and Crossover
by Walsh Transformation

Hiroshi Furutani†

We propose a new method for deriving the schema theorem, which is the important the-
ory for the foundation of genetic algorithms. We show that frequencies of schemata can be
obtained by the Walsh transform of the frequencies of genotypes, and give the method for
representing the changes in the frequencies of schemata by genetic operators. In recent stud-
ies, it is demonstrated that the action of mutation and crossover can be described in a simple
form by the Walsh transformation. We apply these results to the schema theory, and give an
exact formulation for the effect of mutation and crossover on schemata.

1. は じ め に

遺伝的アルゴリズム（Genetic Algorithms，以下

GAと略す）の有効性については，様々な分野におい

て具体的問題に適用される中で，実例を通じて確立さ

れてきたといってよいであろう．しかし，その理論的

基礎付けについては，多くの研究者の努力にもかかわ

らずいまだ不満足な状況のままおかれている．たとえ

ば，GAは必ずしも万能ではなく，問題によってはき

わめて貧弱な結果しか得られない場合もある．現状で

は，どのような問題に対してGAが有効で，どのよう

な場合がそうでないのか，という問いかけにも十分説

得力のある解答を与えることができない1)．

現在，GA計算における進化の過程を記述する最も

標準的な理論として，Hollandによるスキーマ理論が

あげられる2)．しかし，その基礎となるスキーマ定理

の有効性については，多くの研究者から疑問が投げか

けられている．スキーマ定理の最大の問題は，進化の

プロセスを不等式で記述した点にあり，単に解の集団

が世代の進展につれて改善していくという事実を述べ
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た定理にすぎないという指摘がある．また，GAにお

ける代表的な遺伝的操作としては，選択，突然変異，

交叉があるが，スキーマ定理では，突然変異と交叉は

進化の途上で出現した近似解を破壊してしまう操作と

して記述される．しかし，よく知られているように，

GAでは突然変異や交叉なしに最適解を得ることはほ

とんど不可能である．また逆に，突然変異や交叉に

よって近似解が出現するような過程も存在するはずで

ある．このように従来のスキーマ定理では，特に突然

変異と交叉の取扱いについて多くの問題がある．

これまで，より定量的な内容を持つスキーマ定理を

導こうとする研究が進められている．Altenbergは，

集団遺伝学における重要な定理である Priceの定理を

拡張し，遺伝子型に対する微視的な進化方程式からス

キーマに対する進化方程式を導く一般的な方法を示

した3)．最近，Stephensらは，一点交叉の場合につ

いてスキーマの進化を表現する厳密な式を示し，さら

に，突然変異についてもスキーマの進化方程式を導い

た4),5)．彼らは，突然変異や交叉のスキーマを破壊す

る効果ばかりでなく，新しいスキーマを生成する役割

も考慮している．

本論文の目的は，突然変異と交叉による進化に関す

る微視的理論からスキーマ定理を導出することである．
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そのため，遺伝子型の頻度をWalsh変換したものは

スキーマの頻度と密接な関係があることを示し，突然

変異や交叉に対するWalsh解析の結果をスキーマ解

析に応用した．

我々は論文 6)において，集団の分布に突然変異と

交叉が与える効果は，Walsh変換を用いて簡潔に表現

できることを示した．特に一点交叉と一様交叉につい

ては，それらの効果を表す進化方程式の解析的な形を

得ることができた．ここではその結果をスキーマ定理

に適用し，突然変異と交叉に関する厳密なスキーマ定

理を導いた．突然変異については，2通りのスキーマ

定理を導いたが，その 1つは Stephensらのものと一

致した．交叉についてのスキーマ定理では，Stephens

らの定理を含むより一般的な結果を得た．また，その

意味する内容についても議論した．

2. 数学モデル

2.1 モデルの数学的記述

ここでは使用する数学記号の定義を与える．本論文

では，世代ごとに集団の構成要素が入れ替わる世代的

GAを採用し，集団の進化は差分方程式の形で記述す

る．また，仮想的に個体数が非常に多い集団を考え，

確率的揺らぎは無視する．個体数 N は時間的に一定

とする．

集団の構成要素は，�ビット固定長の 2 進ビット列

で表す．したがって，遺伝子型の種類は n = 2� で与

えられる．i 番目の遺伝子型は，2 進ビット列 Bi で

表現する．本論文では，Bi を非負整数 i の 2 進数表

現を用いて表す．

Bi =< i�, i�−1, · · · , i2, i1 > .

ここで ik (k = 1, . . . , �) は，i の第 k ビットの値を

表す．また

|i| =
�∑

k=1

ik

でビット列 i に含まれるビット 1 の個数を表す．

世代 tにおける集団の状態は，各遺伝子型の相対頻

度を用いて記述する．遺伝子型 Bi の頻度を xi(t) と

表すものとする．これらをまとめてベクトル形で表現

することもある．

x(t) = (x0(t), x1(t), . . . , xn−1(t))
T ,

ここで T はベクトルや行列の転置を表す．頻度 xi(t)

は次の規格化条件に従う．

n−1∑
i=0

xi(t) = 1. (1)

また各 xi(t) は非負であり，すべての i について

1 ≥ xi(t) ≥ 0

を満足する．

2.2 Walsh変換

ここでは，Walsh関数および Walsh変換について

述べる．Walsh変換については，たとえば文献 7)，8)

を参照されたい．�ビットのビット列 j に対する第 i

番目のWalsh関数を次の式で定義する．

Wij ≡ Wi(j) =

�∏
k=1

(−1)ik·jk . (2)

またウォルシュ関数を n 次元の列ベクトルで表すこ

ともある．

wi = (Wi(0),Wi(1), . . . ,Wi(n− 1))T .

wi どうしは直交性を持つ

(wi · wj) = nδi,j , (0 ≤ i, j ≤ n− 1). (3)

相対頻度 xi(t)のWalsh変換 x̃i(t)を用いると，突

然変異や交叉による進化方程式の形が簡単になること

が多い．

x̃i(t) ≡
n−1∑
j=0

Wijxj(t). (4)

また，その逆変換は

xi(t) =
1

n

n−1∑
j=0

Wij x̃j(t), (5)

で与えられる．以下，x̃i(t)をWalsh係数と呼ぶこと

にする．

Walsh関数の定義からすべての jについてW0j = 1

となることを用い，規格化条件式 (1)から

x̃0(t) =

n−1∑
i=0

xi(t) = 1 (6)

を得る．相対頻度のベクトル表現 x(t) は，Walsh係

数を用いて次のように表される．

x(t) =
1

n

n−1∑
j=0

x̃j(t)wj . (7)

以下ではWalsh係数のうち |i| = k となる x̃i を k

次のWalsh係数と呼ぶことにする．Walsh係数の次

数は，このあとの解析において重要な意味を持つ．そ

こで，x̃i の次数を明示的に示したい場合には

x̃i ≡ x̃(k)[b1, b2 . . . bk],

と表すことにする．ここで k = |i|であり，b1 < b2 <

. . . < bk は 2 進ビット列 i におけるビット 1 の位置
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を表す．このとき

x̃(k)[b1, b2 . . . bk] =

n−1∑
j=0

k∏
m=1

(−1)j(bm)xj (8)

と表される．ここで j(bm) はビット列 j の bm にお

けるビットの値を表す．

3. 突然変異と交叉のWalsh表現

突然変異と交叉は，Walsh変換により簡潔に見通し

よく記述できる．数学的取扱いの詳細についてはたと

えば文献 6)，9)を参照されたい．

3.1 突然変異のWalsh表現

まず突然変異のWalsh表現について述べる．突然

変異による xi(t) の世代ごとの変化は，突然変異行列

M を用いて

xi(t+ 1) =

n−1∑
j=0

Mijxj(t), (9)

と表すことができる．ここで Mij は遺伝子型 Bj から

Bi への 1世代あたりの変異の確率であり，ビットあた

りの突然変異率 p，ビット列 iと j の間の Hamming

距離 d(i, j) を用いて次のように表される．

Mij = (1− p)�−d(i,j)pd(i,j). (10)

差分連立方程式 (9)を解くためには，突然変異行列

M の固有値と固有ベクトルを知る必要がある．結果の

み示すと，行列 M の固有ベクトルはWalsh関数 wi

であり，n 個の独立な固有ベクトルが存在する．その

固有値方程式の解は

　Mwi = (1− 2p)|i|wi, (0 ≤ i ≤ n− 1)(11)

となる．

方程式 (9)のベクトル表現

x(t+ 1) = Mx(t)

の両辺に x のWalsh係数による展開式 (7)を代入し，

固有値方程式 (11)と Walsh 関数の直交性 (3)から，

M によるWalsh係数に対する進化方程式を得る．突

然変異の効果を形式的に M̂ と表すと

M̂ x̃i(t) = (1− 2p)|i| x̃i(t), (12)

となる．

3.2 交叉のWalsh表現

次に，交叉による集団分布の変化を考える．形式

的に

x(t+ 1) = C[x(t),x(t)], (13)

と表す．この式の具体的な定義は，n × n2 交叉行列

C を用いて

xk(t+ 1) =

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

C(k, îj) xi(t)xj(t) (14)

で与えられる6)．ここで，整数 îj は i と j から構成

される 2�ビットのビット列である．論文 6)で示した

ように，

îj =< i�, j�, i�−1, j�−1, . . . , i1, j1 >,

とすれば，交叉行列 C は 2 つの小行列

F =

(
1 1 0 0

0 0 1 1

)
, G =

(
1 0 1 0

0 1 0 1

)
,

を用いて表現することができる．

いま親世代から Bi と Bj を選択し，交叉の結果，

子 Bk，Bk′ が生まれるものとする．一般に交叉には

様々なパターンがあるが，ここでは交叉マスクと呼ば

れる長さ �のビット列 rを用いて交叉パターンを表す

ことにする．子 Bk は r のビット 0の位置のビットを

第 1 親 Bi から，ビット 1 の位置のビットを第 2 親

Bj から遺伝するものとする．逆に第 2 子 Bk′ はその

残りのビットを 2人の親から遺伝するものとする．た

とえば � = 5 の場合，r =< 1, 1, 0, 0, 1 > とすると，

k =< j5, j4, i3, i2, j1 >，k′ =< i5, i4, j3, j2, i1 > と

なる．

あとの議論に便利なように，交叉マスクの別な表現

を与える．ビット位置の集合を

S = {1, 2, . . . , �}
とする．交叉マスク r に含まれるビット 0 のすべて

の位置を S(r)，ビット 1 のすべての位置を S(r̄) と

すると，集合の関係

S = S(r) ∪ S(r̄), ∅ = S(r) ∩ S(r̄),

を満たす．先の例では，S(r) = {2, 3}，S(r̄) = {1, 4, 5}
となる．

交叉による進化方程式 (13)は，Walsh変換を用いて

解くことができる6)．まず式の右辺にある 2つの x(t)

をそれぞれ wi と wj で置き換える．その結果は次式

で与えられる

C[wi,wj ] = n cij wi⊕j . (15)

ここで ⊕ はビットごとの排他的論理和を表す．交叉
係数 cij は交叉に関わるすべての情報を含み，交叉マ

スク r に依存する．そこで，その r 依存性を明示し

cij(r) と表すことにする．これも結果だけ示すと
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cij(r) =
1

2

∏
m∈S(r)

δ(jm)
∏

m∈S(r̄)

δ(im)

+
1

2

∏
m∈S(r)

δ(im)
∏

m∈S(r̄)

δ(jm) (16)

となる．

交叉による進化方程式 (13)に式 (7)を代入し式 (15)

を用いると，Walsh係数 x̃k(t)についての進化方程式

が得られる．

x̃k(t+ 1) =
∑

k=i⊕j

∑
cij(r) x̃i(t) x̃j(t).

右辺の iと j に関する二重和は，式 (16)において iと

j の同じビット位置の値がともに 1 になれば cij = 0

となることに注意し

x̃k(t+ 1) = Ĉ(r) x̃k(t)

=

n−1∑
i=0

ci,i⊕k(r) x̃i(t) x̃i⊕k(t), (17)

と iについての一重和に変換できる．ここで交叉マス

ク r による交叉の効果を形式的に Ĉ(r) とした．

1 次のWalsh係数について簡単な関係が存在する．

進化方程式 (17)から，第 m ビットだけが 1 となる

Walsh係数 x̃i = x̃(1)[m] は交叉によって変化しない

ことが容易に証明できる．

Ĉ(r) x̃(1)[m](t) = x̃(1)[m](t). (18)

この式は，集団における第 mビットのビット 1とビッ

ト 0 の割合が交叉によって変化しないことを意味し

ている．

交叉の効果は 2 次以上のWalsh係数に現れる．一

般に L 次のWalsh係数について，ビット 1 の位置の

集合を U = {b1, b2, . . . , bL}とする．それを交叉マス
ク r で 2 分して 2 つの部分集合

U0 ⊆ S(r)， U1 ⊆ S(r̄)

を定義する．このとき U0 の要素の数を m，U1 の

要素の数を L−m とすると，交叉による進化方程式

(17)は

Ĉ(r) x̃(L)[U ](t) = x̃(m)[U0](t) x̃
(L−m)[U1](t)

(19)

となる．部分集合 U0 と U1 のいずれかが空集合のと

きは 0 次のWalsh係数 x̃0 = 1 を対応させるものと

する．

3.3 一点交叉と一様交叉

GAにおいてよく用いられる一点交叉，一様交叉な

どの交叉演算は，単独の交叉マスク r ではなく，それ

らの重ね合わせ

R =
∑

r

R(r) r (20)

で表される．ここで各交叉マスクの重み係数 R(r)は，

0 ≤ R(r) ≤ 1 であり，条件∑
r

R(r) = 1 (21)

を満たす．進化方程式は

Ĉ(R) x̃k(t) =

n−1∑
i=0

ci,i⊕k(R) x̃i(t) x̃i⊕k(t) (22)

となり，式 (17)と同じ形をしているが，右辺は一般

に多数の項を含む．

一点交叉の場合，r の 2 進表現 r =< r�, . . . , r1 >

を用いて

R(r) =




1
�−1

(
∑�−1

k=1
|rk+1 − rk| = 1 with r1 = 1)

0

(otherwise)

で与えられ，一様交叉の場合は

R(r) =
1

2�

となる．

式 (16) と R(r) の具体的な形を用いて交叉係数

cij(R)を求めることができる．ここでは，一点交叉と

一様交叉について結果のみ示す．導出の過程は，論文

6)を参照されたい．

一点交叉の場合は，

cij(R) = (1−χ)
(δ(i) + δ(j))

2
+χ cij(χ = 1).(23)

ここで χ は交叉率である．cij(χ = 1) は，交叉率が

χ = 1 における値で

• i = 0 または j = 0 の場合

cij(χ = 1)

=
lo(i)− hi(i) + lo(j)− hi(j)

2(�− 1)
. (24)

ここで hi(i)，lo(i) はそれぞれ

hi(i) =

{
1 (i = 0)

imax (otherwise),

lo(i) =

{
� (i = 0)

imin (otherwise),

と定義される．imax はビット列 i の最も左（上

位）にあるビット 1の位置を示し，imin は最も右

（下位）にあるビット 1 の位置を示す．したがっ

て，1 ≤ imin ≤ imax ≤ � である．
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• i �= 0 かつ j �= 0 の場合

imin，imax，jmin，jmax の相対的な位置関係に依

存し，

cij(χ = 1) =




(imin − jmax)/2(�− 1)

(imin > jmax)

(jmin − imax)/2(�− 1)

(jmin > imax)

0 　 (otherwise)

(25)

となる．

Voseは，より簡潔な表現を与えた9)．

cij(R) = (1− χ)
(δ(i) + δ(j))

2

+ χ
θ[lo(j)− hi(i)] + θ[lo(i)− hi(j)]

2(�− 1)
. (26)

ここで関数 θ[x] は次式で定義される．

θ[x] =

{
x (x ≥ 0)

0 (x < 0).

一様交叉の場合は，

cij(R) = (1− χ)
(δ(i) + δ(j))

2

+ χ

�∏
m=1

1

2
{δ(im) + δ(jm)}, (27)

となる．

4. スキーマとスキーマ定理

スキーマ定理は，GAの基礎理論として Hollandに

より示された2)．この定理は GAの理論的解析の分野

において一貫して中心的地位を占めており，これまで

も多くの論文が発表されている．また，定理そのもの

については研究者により種々の表現がされ，様々な解

釈がなされている．ここでは Hollandによるスキー

マ定理を紹介し2)，次に，StephensとWaelbroeckに

よって導かれたスキーマ定理について述べる．

4.1 Hollandのスキーマ定理

スキーマは，すべての遺伝子型の集合について，あ

るビットパターンを持ったものだけを集めた部分集合

のことである．スキーマは 3 種類の記号 {0, 1, ∗} で
表現される．記号 ∗は 0でも 1でもよいことを表す．

ビット 0 と 1 を定義されたビットと呼ぶ．たとえば

� = 4 の場合，スキーマ

H = ∗10∗
は遺伝子型の部分集合 {0100, 0101, 1100, 1101} を表
す．スキーマ H を特徴付ける量としては，オーダー
O(H)と定義長 L(H)とがある．オーダー O(H)はス

キーマ Hに含まれる定義されたビット（ビット 0と 1）

の数の和を表し，このスキーマの例では O(∗10∗) = 2

となる．定義長 L(H) は，H の両端にあるビット 0

または 1 の間の距離（ビット数）であり，たとえば

L(∗11 ∗ ∗0∗) = 4 となる．

理由はあとで明らかになるが，スキーマ H のもう
1つの表現として

{0, 1} → 1, {∗} → 0 (28)

と変換したビット列 i(H) を用いることもある．たと

えば

H = ∗10 ∗ ⇒ i(H) =< 0, 1, 1, 0 >

となる．この表示ではビット 0 と 1 の区別がないが，

交叉の場合は演算の前後でビットの値が変化すること

はないので，そのことさえ注意していればこの表現で

十分である．

前述したようにスキーマ定理には様々な表現がある

が，代表的なものとして一点交叉を用いた次の式が

ある．

h(H, t+ 1)

≥ h(H, t)
f(H)

f̄(t)
{1− χ

L(H)

�− 1
− pO(H)} (29)

ここで h(H, t) は世代 t におけるスキーマ H の相
対頻度を表す．また f̄(t)は集団の平均適応度であり，

f(H) はスキーマ H に含まれる遺伝子型の平均適応
度である．

これから分かるように h(H, t) は遺伝子型の分布

xi(t) におけるある周辺分布を表している．交叉によ

りスキーマが破壊される確率が χL(H)/(� − 1) であ

り，突然変異による破壊の確率が pO(H) となる．し

たがって，Hollandのスキーマ定理では交叉と突然変

異によるスキーマの破壊のみ取り入れられており，ス

キーマの生成過程がまったく考慮されていない．

4.2 Stephens-Waelbroeckのスキーマ定理

最近，Stephensと Waelbroeckは，スキーマ頻度

h(H, t) の突然変異と一点交叉による時間的変化を記

述する厳密な進化方程式を導いた4),5)．ここでは，彼

らの結果のみを示すことにする．導出の過程などは，

原論文を参照されたい．

突然変異の効果を記述する進化方程式は，スキーマ

H のオーダーを k = O(H) として

M̂ h(H) =
∑
H′

(1− p)k−d(H,H′)pd(H,H′)h(H′)

(30)

で与えられる．右辺の和は，同じビット位置で定義さ

れたすべての k 次のスキーマについてとり，スキー

マ H 自身も含まれる．d(H,H′) は，定義されたビッ
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トについての 2つのスキーマ間のHamming距離であ

る．この式は，突然変異による遺伝子型の進化方程式

(9)および (10)と同じ形をしている．このことは，遺

伝子型 Bi をオーダー � のスキーマと考えれば理解で

きる．

彼らは交叉について，一点交叉によるスキーマの進

化を記述する方程式を導いた．進化方程式の具体的な

形は

Ĉ(R)h(H) = (1− χ)h(H)

+
χ

�− 1

�−1∑
m=1

h(H[Lm])h(H[Rm]), (31)

となる．ここで H[Lm] は，スキーマ H の定義され
たビットのうち交叉点 m より左側 [m+ 1, �] のみを

残し，その右側 [1,m]にある定義されたビットをすべ

て ∗で置き換えて得られるスキーマである．スキーマ
H[Rm] はその逆で，H の定義されたビットのうち交
叉点より右側のみを残して得られるスキーマである．

スキーマに対する効果をもう少し分かりやすくする

ため，交叉によるスキーマの変化

∆h(H) = Ĉ(R)h(H)− h(H)

を考える．式 (31)を変形し

∆h(H) = − χ

�− 1

×
�−1∑
m=1

{h(H)− h(H[Lm])h(H[Rm])} (32)

を得る．したがって，交叉によりあるスキーマが増加

する（∆h(H) > 0）ためには，この式の右辺における

各交叉点からの寄与の総和が負になっていなければな

らない．逆に総和が正の場合は，交叉のためにそのス

キーマの頻度が減少してしまうことが分かった．この

ことの意味はまたあとで議論する．

5. Walsh変換によるスキーマ定理の導出

最初に，スキーマと Walsh 係数の関係を示す．こ

の関係を用いて突然変異と交叉によるスキーマの進化

を記述する定理を導く．

5.1 スキーマとWalsh係数の関係

集団におけるスキーマの相対頻度 h(H)とWalsh係

数 x̃i の間には密接な関係がある．その関係はスキー

マのオーダー O(H)とWalsh係数の次数 |i|に依存す
るため，スキーマ h(H) のオーダー，定義されたビッ

トの位置および各ビットの値を明示的に

H = H(k)[i(b1), i(b2), . . . , i(bk)],

と表すことにする．ここで，k = O(H)はスキーマの

オーダーであり，

1 ≤ b1 < b2 < . . . < bk ≤ �

は定義されたビットの位置を表す．また

i(b1), . . . , i(bk)

はビット列 iの各ビット位置におけるビット値を表す．

スキーマ H の相対頻度 h(H) も同様にして

h(H) = h(k)[i(b1), i(b2), . . . , i(bk)],

と表すことにする．場合により簡略化して

h(k)[i(b1), . . . , i(bk)] = h(k)[1, . . . , k] (33)

と表すこともある．

まず，0 次のスキーマ H(0)

∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗∗︸ ︷︷ ︸
�

について考えてみる．このスキーマは，長さ � のすべ

てのビット列を含むので

h(0) = 1 (34)

となる．0 次のWalsh関数に関する式 (6)で x̃0 = 1

を示したので

h(0) = x̃0 (35)

となることが分かる．

次に 1 次のスキーマ H(1)[i(b1)] について，その相

対頻度 h(H) の表現を求める．ビット i(b1) と j(b1)

について

δ(i(b1)− j(b1)) =
1

2
{1 + (−1)i(b1)(−1)j(b1)}

に注意して，

h(1)[i(b1)] =

n−1∑
j=0

δ(i(b1)− j(b1))xj

=

n−1∑
j=0

1

2
{xj + (−1)i(b1)(−1)j(b1)xj}

=
1

2
{1 + (−1)i(b1)x̃(1)[b1]}

を得る．ここで規格化条件の式 (6)とWalsh係数の表

現 (8)を用いた．このように，一般にスキーマの相対

頻度 h(H) はWalsh係数を用いて表すことができる．

L 次のスキーマの場合，

h(L)[i(b1), i(b2), . . . , i(bL)]

=

n−1∑
j=0

L∏
m=1

δ(i(bm)− j(bm))xj
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の右辺の δ 関数を展開し，

h(L)[1, 2, . . . , L]

=
1

2L

{
1

+(−1)i(b1)x̃(1)[b1] + . . . + (−1)i(bL)x̃(1)[bL]

+(−1)i(b1)+i(b2)x̃(2)[b1, b2] + . . .

+(−1)i(bL−1)+i(bL)x̃(2)[bL−1, bL]

+ . . .

+(−1)i(b1)+···+i(bL)x̃(L)[b1, . . . , bL]
}

(36)

を得る．ここで右辺の各項は，1/2L を空集合 ∅ に
対応させると，集合 {b1, . . . , bL} のすべての部分集
合に対応している．たとえば，要素数 k の部分集合

{b1, . . . , bk} に対応する項は

(−1)i(b1)+···+i(bk) x̃(k)[b1, . . . , bk] /2
L

で与えられる．

両者の関係をみると，スキーマ表現における定義さ

れたビット {0, 1}はWalsh係数のビット {1}に対応
し，スキーマの各ビット ik における {0}と {1}の区
別はWalsh係数では位相因子 (−1)ik になっている．{ {0, 1} → 1

{∗} → 0
,

{
0 → 1

1 → −1
(37)

逆にWalsh係数のスキーマの頻度 h(k) による展開

は次式で与えられ，

(−1)i(b1)+···+i(bL) x̃(L)[b1, . . . , bL]

= 2Lh(L)[i(b1), . . . , i(bL)]

− 2L−1(h(L−1)[i(b1), . . . , i(bL−1)] + . . .

+h(L−1)[i(b2), . . . , i(bL)])

+ . . .

+ (−1)L−12(h(1)[i(b1)] + . . . + h(1)[i(bL)])

+ (−1)L, (38)

ここでも展開の各項は集合 {b1, . . . , bL} のすべての
部分集合に対応している．部分集合 {b1, . . . , bk}に対
応する項は

(−1)L−k 2k h(k)[i(b1), . . . , i(bk)]

となる．こうしてWalsh係数について得られた結果

が，スキーマについても適用できることが分かる．

5.2 スキーマに対する突然変異の効果

Hollandの古典的スキーマ定理では，突然変異のス

キーマを破壊する効果のみが強調されているが，も

ちろん突然変異にも創造的な面がある．我々はすでに

Walsh変換を用いて，Walsh関数が突然変異の固有関

数であることを示した．ここではこのことを用いて，

スキーマに対する突然変異の影響を表してみる．

1 次のスキーマに対しては

M̂h(1)[i(b1)] =
1

2
{1 + M̂(−1)i(b1)x̃(1)[b1]}

=
1

2
{1 + (1− 2p)(−1)i(b1)x̃(1)[b1]}

から

M̂h(1)[i(b1)] = (1− 2p)h(1)[i(b1)] + p (39)

を得る．i(b1) のビット反転を i(b1) とし，

h(1)[i(b1)] + h(1)[i(b1)] = 1

を用いると

M̂h(1)[i(b1)] = (1− p)h(1)[i(b1)] + p h(1)[i(b1)]

を得る．この式はちょうど � = 1 の系における突然変

異方程式 (9)および (10)の形をしており，Stephens-

Waelbroeckの突然変異によるスキーマ進化方程式 (30)

が得られる．

一般に L次のスキーマについては，次式が成り立つ．

M̂ h(L)[i(b1), . . . , i(bL)]

= (1− 2p)L h(L)[i(b1), . . . , i(bL)]

+ (1− 2p)L−1 p
{
h(L−1)[i(b1), . . . , i(bL−1)]

+ . . . + h(L−1)[i(b2), . . . , i(bL)]
}

+ . . .

+ (1− 2p) pL−1
{
h(1)[i(b1)]+. . . + h(1)[i(bL)]

}
+ pL (40)

ここでも右辺の各項は，集合 {b1, . . . , bL} の部分集
合に対応している．部分集合 {b1, . . . , bk}に対応する
項は

(1− 2p)k pL−k h(k)[i(b1), . . . , i(bk)]

となる．

次に，Stephens-Waelbroeck のスキーマ定理 (30)

を導く．彼らの式では両辺とも同一オーダー（k 次）

のスキーマのみ現れることに注意する．部分集合

{b1, . . . , bk} に対応するスキーマは
h(k)[i(b1), . . . , i(bk)]

=

1∑
i(bk+1)=0

· · ·
1∑

i(bL)=0

h(L)[i(b1), . . . , i(bL)]

とオーダー L のスキーマだけを用いて展開すること

ができ，その中で各スキーマは 1 回だけ現れる．い

ま，スキーマ H(L)[i(b1), . . . , i(bL)]に対して mビッ

トが同じで L−mビットだけ異なるスキーマ

H(L)[i(b1), . . . , i(bm), i(bm+1), . . . , i(bL)]
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に注目する．このスキーマの式 (40)中における重み

係数は

pL + pL−1(1− 2p)

(
m

1

)
+ . . .

+ pL−m(1− 2p)m
(
m

m

)
= pL−m (p+ 1− 2p)m = pL−m (1− p)m

である．m は 2つのスキーマ間の Hamming距離で

あるから，式 (30)と (40)は同値である．

5.3 スキーマに対する交叉の効果

突然変異のWalsh係数に対する効果は非常に簡単

な形をしているが，スキーマに対する効果は少し複雑

になり，かえって見通しが悪くなってしまう．それに

比して，交叉の効果は Walsh係数とスキーマとで同

等であり，どちらの表現でも同じ結果を与える．

まず，単独の交叉マスク r を用いた交叉によるス

キーマ分布への効果を求める．理解を助けるため，

i(b1) = i(b2) = i(b3) = 0 となる 3 次のスキーマ

を例に考えてみる．スキーマの相対頻度のWalsh係

数による展開式 (36)

h(3)[1, 2, 3] =
1

8
( 1 + x̃(1)[1] + x̃(1)[2] + x̃(1)[3]

+ x̃(2)[1, 2] + x̃(2)[2, 3] + x̃(2)[1, 3]

+ x̃(3)[1, 2, 3] )

に式 (19)を代入し，

{b1, b2} = U0, {b3} = U1

とすると，

Ĉ(r)h(3)[1, 2, 3]

=
1

8
( 1 + x̃(1)[1] + x̃(1)[2] + x̃(1)[3]

+ x̃(2)[1, 2] + x̃(1)[2] x̃(1)[3] + x̃(1)[1] x̃(1)[3]

+ x̃(2)[1, 2] x̃(1)[3] )

=
1

4
( 1 + x̃(1)[1] + x̃(1)[2] + x̃(2)[1, 2] )

× 1

2
( 1 + x̃(1)[3] )

= h(2)[1, 2]h(1)[3]

を得る．この式は交叉のWalsh係数に対する効果

Ĉ(r) x̃(3)[1, 2, 3] = x̃(2)[1, 2] x̃(1)[3]

とまったく同じ形をしている．

一般の次数 L の場合にも，同様の簡単な関係が成

り立つことがすぐ分かる．定義されたビットの位置の

集合を U = {b1, b2, . . . , bL}とし，交叉マスク rによ

り 2 分されるビット位置の集合を U0，U1 とすれば

Ĉ(r)h(L)[U ] = h(m)[U0]h
(L−m)[U1], (41)

が成り立ち，この式もWalsh係数に対する式 (19)と

まったく同じ形をしている．

実際に GAで適用される交叉は，複数の交叉マスク

の重ね合わせであり，式 (20)のように表される．形

式的に

Ĉ(R) =
∑

r

R(r) Ĉ(r) (42)

と定義すると，スキーマに対する交叉の効果は式 (22)

を用いて

Ĉ(R)h(k) =

n−1∑
i=0

ci,i⊕k(R) h(i)h(i⊕k), (43)

と表現される．ただし，h(k) ，h(i) の k や i はス

キーマの 2 進表現 (28)である．前に述べたように，

この表示ではビット 0 と 1 の区別がないが，対応す

るビット位置での値は交叉の前後で変化していない．

一点交叉に対する Stephens-Waelbroeckのスキー

マ定理も容易に導くことができる．式 (41)と (42)を

組み合わせればスキーマ定理 (31)を得る．また，式

(43)にWalsh解析の結果 (26)を代入しても同値であ

るが異なった表現が得られる．

5.4 低次のスキーマに対する突然変異と交叉の効果

ここでは低次のスキーマに対するスキーマ定理の具

体的な表現を与える．0 次のスキーマ H(0) の頻度は

突然変異によって変化しない．またすべての交叉マス

ク r による交叉についても同様である．

M̂h(0) = Ĉ(r)h(0) = h(0) = 1. (44)

したがって一点交叉や一様交叉など交叉マスクの重ね

合わせによって表される交叉に関しても変化しない．

式 (34)はすべての遺伝子型の存在確率の和が 1 であ

ることを意味しており，突然変異や交叉によって変化

することはない．

1 次のスキーマ頻度 h(1) も交叉マスク r による交

叉では変化しない．

Ĉ(r)h(1) = h(1). (45)

このことは式 (18)から導くことができる．また交叉マ

スクの重ね合わせによって表される交叉によっても変

化しない．しかし，突然変異については式 (39)により

スキーマ頻度は変化することが分かる．突然変異の効

果をより分かりやすく示すため表示法を変えてみる．

h̃(1)[i(b1)] = h(1)[i(b1)]− 1

2
. (46)

この表示のもとで式 (39)を変形し次式を得る．
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M̂h̃(1)[i(b1)] = (1− 2p)h̃(1)[i(b1)]. (47)

一般に p として小さい正の数を用いるので，h̃(1) の

絶対値は突然変異のため小さくなり，突然変異を繰り

返し適用していくと t → ∞ では h̃(1) = 0 となる．

すなわち，

t → ∞ h(1)[i(b1) = 0] = h(1)[i(b1) = 1] = 1/2

となる．このことは，突然変異が乱雑化の演算である

ことを思い出せば理解できる．

2 次のスキーマに対する突然変異の効果は式 (40)

から

M̂h(2)[i(b1), i(b2)] = (1− 2p)2 h(2)[i(b1), i(b2)]

+(1− 2p)p
{
h(1)[i(b1)] + h(1)[i(b2)]

}
+p2. (48)

この式も見通しよくするため式 (12) と式 (38) に注

意し

h̃(2)[i(b1), i(b2)] = h(2)[i(b1), i(b2)]

−1

2
h(1)[i(b1)]− 1

2
h(1)[i(b2)] +

1

4
(49)

と変換すると，

M̂h̃(2) = (1− 2p)2h̃(2), (50)

を得る．突然変異を繰り返し適用すれば t → ∞ で

h̃(2) = 0 となる．また同時に h(1) = 1/2 となるので

t → ∞ h(2)[i(b1), i(b2)] = 1/4

となる．

2 次以上のスキーマに対し交叉は効果を及ぼす．こ

こでは一点交叉と一様交叉による 2 次のスキーマに

対する効果を求める．そのため，式 (43)に式 (26)ま

たは (27) を代入すればよい．このとき，式 (43) 右

辺の ci,i⊕k はビット列 i，i⊕k の同一位置のビット

値がともに 1 になると値が 0 になることに注意し，

h(k) = h(2)[i(b1), i(b2)] とすると，式 (43) 右辺の和

に寄与する i は b1，b2 以外のビット位置の値はすべ

て 0 でなければならないことが分かる．これらのこ

とから結果のみ示す．

• 一点交叉
Ĉ(R)h(2)[i(b1), i(b2)]

=
(
1− χ

b2 − b1
�− 1

)
h(2)[i(b1), i(b2)]

+χ
b2 − b1
�− 1

h(1)[i(b1)]h
(1)[i(b2)].

ここで，b2 − b1 がスキーマの定義長に等しい

（L(H) = b2 − b1）ことに注意すれば

Ĉ(R)h(2)[i(b1), i(b2)]

　=
(
1− χ

L(H)

�− 1

)
h(2)[i(b1), i(b2)]

+ χ
L(H)

�− 1
h(1)[i(b1)]h

(1)[i(b2)], (51)

となり Hollandのスキーマ定理 (29)によく似た

結果が得られた．彼の定理では右辺の第 2 項が無

視されていることが分かる．

• 一様交叉
Ĉ(R)h(2)[i(b1), i(b2)]

　=
(
1− χ

2

)
h(2)[i(b1), i(b2)]

+
χ

2
h(1)[i(b1)]h

(1)[i(b2)]. (52)

5.5 交叉と連鎖不平衡

スキーマに対する交叉の効果，式 (43) をもう少し

具体的にみていく．とくに，遺伝学において重要な概

念である連鎖不平衡（Linkage Disequilibrium）との

関連に注目してこの定理の意味を考える11)．連鎖不

平衡は異なる遺伝子座（ビット）の間に相関があるこ

とを表し，GAでは各ビットが独立ではなく互いに関

係しあっていることを意味する．この逆の概念が連鎖

平衡（Linkage Equilibrium）であり，各遺伝子座が

独立に進化していくことを表す．交叉の効果は，この

連鎖不平衡を壊し，連鎖平衡状態に近づけることにあ

る．もし，交叉だけを繰り返し行えばいつかは連鎖平

衡状態にたどりつき，そのときの遺伝子型 Bi の頻度

は 1 次のスキーマの積

xi =

�∏
m=1

h(1)[i(m)] (53)

で与えられる．このことは Geiringerの定理として遺

伝学ではよく知られている12)．連鎖平衡にあるスキー

マに対する式は

h(k)[i(b1), . . . , i(bk)] =

k∏
m=1

h(1)[i(bm)] (54)

であるが，このことは Hollandも指摘している2)．

これらのことを念頭に置き，一点交叉の中から交叉

点 m のものを取り出して考察する．交叉点が m の

交叉を表す交叉マスクは

r =< 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
�−m

, 1, . . . , 1, 1︸ ︷︷ ︸
m

>

となることに注意し，スキーマ方程式
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Ĉ(R)h(H)

= (1− χ)h(H) + χh(H[Lm])h(H[Rm]),

を得る．交叉によるスキーマの頻度の変化 ∆h(H)は

∆h(H) = Ĉ(R)h(H)− h(H)

= −χ
(
h(H)− h(H[Lm])h(H[Rm])

)
,

となる．連鎖不平衡係数 Dm(H) を

Dm(H) = h(H)− h(H[Lm])h(H[Rm]) (55)

と定義すると

∆h(H) = −χDm(H) (56)

であり，連鎖不平衡係数 Dm(H)が負であれば交叉に

よりスキーマの頻度は増加し，正であれば減少する．

このことをもう少し詳しく検討するため，

∆h(H[Lm]) = ∆h(H[Rm]) = 0

に注意して，連鎖不平衡係数の交叉による変化を求

める

∆Dm(H) = (1− χ)Dm(H). (57)

したがって，有限の χ に対して連鎖不平衡係数の絶

対値は減少し，交叉を繰り返し適用すると（部分的）

連鎖平衡状態に到達する

h(H) = h(H[Lm])h(H[Rm]). (58)

このように，交叉はビット間の相関（不平衡）を解消

し，無相関（平衡）状態へ近づける働きをする．そし

て，「連鎖不平衡係数が負の場合に交叉の作用でスキー

マ頻度が増加する」ということは，「スキーマ頻度が

連鎖平衡状態で予想される値より小さい場合は交叉に

より連鎖平衡状態に近づく」と同じことである．した

がって，交叉によりスキーマ頻度が増加するとしても

上限がある．

6. 考察とまとめ

集団遺伝学やGAにおいて，最も詳細に集団の状態

を調べる方法は，世代 tにおいて遺伝子型 Bi を持つ

個体が集団中にいくら存在するか，ということを記述

することである．この立場に立って GAの進化を記述

する試みが Voseらによってなされ，進化方程式の形

も示された10)．しかしすぐ予想できるように，この方

程式は個体数，ビット長が増えると次元数が急激に増

加し，意味のあるシステムについて調べることは実際

上不可能である．

GAの基礎理論が実用上の意味を持つためには，何

らかの形の省略や近似を導入しなければならない．

Stephensらの言葉を借りれば，粗視化（coarse grain-

ing）を行う必要がある5)．そして，この粗視化は平均

をとる操作によって実現されることが多い．最もよく

行われる平均化は，平均適応度 f̄(t) の計算

f̄(t) =

n−1∑
i=0

fixi(t)

であろう．ここで fi は遺伝子型 Bi の適応度である．

平均適応度は，集団内での最大適応度などとともに，

最も重要な量であり，計算実行中にもモニタされるこ

とが多い．次に重要な量は適応度の分散 V (f)であり，

Fisherの定理から平均適応度の増加

∆f̄(t) = f̄(t+ 1)− f̄(t)

と密接な関係があることが知られている6)．したがっ

て，この量もGAの計算中にもっと注意をはらう必要

がある．

最近，我々は集団中の個体について，最適解からの

Hamming距離 Hi の分布がスキーマを用いて表せる

ことを示した6)．それによると，最適解からの Ham-

ming 距離の平均値 H̄ は 1 次のスキーマ h(1) の線

形和になり，その分散 V (H)は 1 次と 2 のスキーマ

によって表すことができる．そして，積型の適応度関

数を用いたGAの数値実験の結果，平均適応度の増加

∆f̄(t) と V (H) はよく相関することが分かった．ま

た，適応度が各ビットの線形和となるGA（One-Max

問題）における数値実験でも，∆f̄(t) と V (H) は高

い相関を示した13)．

このように，積型適応度と One-Max問題という限

られた範囲ではあるが，GAの進化における低次のス

キーマの重要性を示すことができた．おそらく，この

結果は非常に単純化された適応度関数を用いたことに

よるもので，より一般的な適応度を用いた場合，高次

のスキーマが重要になってくるであろう．しかし，そ

れでも低次のスキーマの振舞いを調べていくことが，

GA における進化過程を理解するうえで有効であろ

う．同様のことは Stephensらも指摘しており，まず

1 次のスキーマの解析から行っていくことを提案して

いる5)．

この論文では，選択の過程についてはほとんど議論

しなかった．Stephensらは，スキーマに対し有効適

応度（effective fitness）と呼ばれる量を導入し，選択

のより定量的取扱いをめざしている．彼らの方法がど

れだけ有望であるか否かは，今後の研究の発展に注目

していく必要があるであろう．我々がここで提案した

Walsh変換による方法は，選択の過程にも適用可能で

ある．しかし突然変異や交叉と異なり，選択の場合は

スキーマの進化方程式に低次のスキーマだけでなく，

それより高次のスキーマの頻度が結合してくる．そし

てこのことが，スキーマ理論における選択の取扱いを
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難しくしているのである．

実際のGAにおける突然変異や交叉の役割をスキー

マ定理を用いて解析することは非常に興味がある．今

後，ここで得られた結果を具体的なGA計算と比較す

ることにより，本研究の有用性や適用の限界について

検討していきたい．また，選択に対するスキーマ定理

についても別の機会に報告したい．

本論文では，Walsh 変換を用い突然変異と交叉に

対するスキーマ定理を導いた．以下にその結果をまと

める．

• 突然変異によるスキーマの進化は，Stephens-

Waelbroeckの式 (30)または式 (40)により表現

できる．これらは同値であるが，その表現する内

容はまったく異なる．式 (40)では，スキーマ頻

度の変化は交叉に対するスキーマ定理のようによ

り低次のスキーマを用いて表され，両者の整合性

という点で優れているように思える．いずれにし

ろ，2つの表現の有用性については今後の研究を

待ちたい．

• 交叉によるスキーマの進化を記述する一般的な方
程式 (43)を導いた．交叉についてはWalsh解析

の成果がスキーマ定理にそのまま応用できる．連

鎖不平衡との関係を検討することが，交叉の役割

を理解するうえで重要である．

• 選択の場合，スキーマの進化方程式にそれより高
次のスキーマが現れるため，スキーマ定理は複雑

になる．そのため，スキーマ定理を意味あるもの

にするには，近似の導入などなんらかの工夫が必

要になる．
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