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ある選択問題の並列比較回数について

野 下 浩 平† 佐 藤 信 弘†,☆

本稿は，与えられた全順序集合において大きい方から上位の要素を指定された個数だけ見つける選
択問題をとりあげ，並列比較計算モデルにおける計算量を調べる．U(n, t) は n 個の要素の中から上
位の t 個の要素を見つけるための（最悪の場合）必要十分な並列比較（ラウンド）の回数とする．ま
ず小さい n (n ≤ 16) に対する U(n, t) の正確な比較回数を示す．この結果は，ゲーム探索のプログ
ラムにより総当たり探索を行うことによる．次に，新しいアルゴリズムを具体的に示すことにより，
一般の n，t に対する U(n, t) の新しい上界式を証明する．最後に，本稿の上界式と下界を表す一般
式をあわせることにより，無限個の n に対する U(n, t) の正確な値を決定する．

On the Parallel Rounds of a Certain Selection Problem

Kohei Noshita† and Nobuhiro Sato†,☆

The complexity of a certain selection problem is investigated on the parallel disjoint com-
parison model. Let U(n, t) be the minimum number of rounds (i.e., parallel comparisons)
required to select the t largest of n elements in the worst case. We show some of the exact
values of U(n, t) for small n ≤ 16, by means of the exhaustive searching of finite game-trees
on computers. We prove two new upper bounds of U(n, t), by explicitly constructing new
selection algorithms. By combining these results with the lower bounds, we determine the
exact values of U(n, t) for infinitely many n.

1. は じ め に

本稿の目的は，比較演算を並列的に行う計算モデル

の上で選択問題の計算量に関する結果を提示すること

である．ここでとりあげる選択問題は，与えられた n

と t に対して，相異なる n 個の要素からなる全順序

集合の中で，大きさに関して上位の t 個を選択するも

のである（t 個の要素の間の大小順序は問わない）．

選択問題の計算量は，逐次および並列の様々な計算

モデルで調べられている1),4)．本稿の計算モデルは，2

項比較の集合を並列に実行する最も基本的な並列比較

計算モデルである3),4)．ここで，1回の並列比較では

同一の要素が 2つ以上の比較に関与できない．また，

並列比較の結果を利用して（すなわち adaptiveに）次

回の比較の相手を選ぶことができる．

要素数が nの集合の中で大きいものから上位 t個の

要素を選択するのに（最悪の場合）必要十分な並列比
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較の回数を U(n, t)で表す．本稿では主として U(n, t)

を調べるが，これに直接関連する選択問題2)∼4)とし

て，上位の要素を t 個整列して求めるものがある．こ

の並列比較回数を W (n, t) とする．また，上位から

ちょうど t 番目の要素を求める問題もある．この並列

比較回数を V (n, t) とする．

逐次比較計算モデルの選択問題では，同様に定義で

きる U，V，W，特に V，およびそれらの間の関係

は詳しく調べられており，その結果が Knuthの本4)

にまとめられている．本稿ではおおむね完結した説明

をするが，読者にはこの本（第 2版）の 5.3節を予備

知識として期待する．

並列比較計算モデルでは，W (n, t)が主にAignerに

よって調べられている2),3)．本稿では U(n, t)に関する

新しい結果を示す．定義により，U(n, t) ≤ V (n, t) ≤
W (n, t)が成り立つ．本稿も含めてこれまでの研究で

は，いずれの比較回数も完全に決定できていない．特

に，U と W の間の V を調べることは今後の課題で

ある．

本稿では最初に準備的な結果として，小さい n に

対する U(n, t) の正確な値を示す．この結果は後に下

界の一般式を求めることに利用する．次に，一般の n
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に対する U(n, t) の新しい上界式を導く．Aignerは，

一般の n に対する W の上界として次を示した3)．

W (n, t) ≤ �log2 n� + (t− 1).

この上界は，上記の W と U の不等式を考慮する

と，U に対する上界でもあり，従来の最も良い上界

である．本稿で示す U の新しい上界は次のとおりで

ある．

U(n, t) ≤ �log2 n� + (t− 2),

ここで n ≥ 16，t ≥ 4 である．

本稿ではさらに t = 3 に対する新しい次の上界を

示す．

U(n, 3) ≤ �log2 n� + 1,

ここで 2k−1 < n ≤ 2k−1 + 2k−3 である（k ≥ 4）．

本稿で上界式を導くための主なアイデアは，最悪の

場合の情報を表すために特別の形をした半順序集合

（poset，ポセット）を導入すること，および，ゲーム

探索のプログラムを利用して，ポセットから要素を選

ぶ手順を求めることである．なお，プログラムによっ

て比較する要素の最良の集合を発見したが，その計算

結果をみれば，その正しさは人手によって検証できる．

最後に，一般の n に対する U(n, t) の下界式を求

め，上界と下界の一致する部分を調べて，無限個の n

に対して U(n, t) の正確な値を決定する．なお，並列

選択問題に関するもう 1つの代表的な計算モデルであ

る（adaptiveでない）比較ネットワーク4)との関係に

ついてはあとがきでふれる．

2. 定義と準備的結果

選択の対象にする集合は n個の要素を持つ全順序集

合であり，2つの要素の比較演算によって大小を知るこ

とができるものとする．本稿の計算モデルは，2項比較

演算の集合を並列に実行する並列比較モデル（parallel

disjoint comparisonモデル）である3),4)．ここで，1

回の並列比較では同一の要素が 2 つ以上の比較に関

与できない．すなわち並列比較において要素の対の集

合 {a1 : a2, a3 : a4, · · · , a2k−1 : a2k} を選んで並列的
に k 個の 2項比較を行う．ここで，a1, a2, · · · , a2k は

すべて互いに異なる要素である（2k ≤ n）．並列比較

の結果，最大で 2k 個の場合が生じる．並列比較の結

果を利用して（adaptiveに）次回の並列比較における

比較の相手を選ぶことができる．ここでの並列比較は，

スポーツ競技の用語を用いてラウンド（round）とも

よばれる．

さて，U(n, t) によって，要素数が n の集合の中で

大きいものから上位 t 個の要素を選択するのに（最悪

の場合に）必要十分な並列比較（ラウンド）の回数を

表 1 小さい n に対する U(n, t)

Table 1 U(n, t) for small n.

1 2 3 4 5 6 7 8

2 1

3 2

4 2 2

5 3 3

6 3 4 3

7 3 4 4

8 3 4 4 4

9 4 5 5 5

10 4 5 5 5 5

11 4 5 5 6 6

12 4 5 5 6 6 6

13 4 5 6 6 6 6

14 4 5 6 6 6 6 6

15 4 5 6 6 6 ? ?

16 4 5 6 6 ? ? ? ?

表す．同様に，W (n, t) と V (n, t) によって，それぞ

れ，整列した上位の要素を t 個，上位からちょうど t

番目の要素を求めるラウンド数とする．大小の順序を

逆に考えると，U(n, t) = U(n, n− t)である．それで

断らないかぎり 1 ≤ t ≤ 	n/2
 を仮定してよい．
例 1 U(6, 3) = 3, V (6, 3) = 5, W (6, 3) = 5.

U(10, 4) = 5, V (10, 4) = 6, W (10, 4) = 7.

次の 2つの補題は基本的なものである．

補題 1 U(n, t) ≤ U(n + 1, t),

U(n, t) ≤ U(n + 1, t + 1).

補題 2 U(�n/2�, t) + 1 ≤ U(n, t).

証明 nは偶数であるとする．集合 {a1, a2, · · · , an}に
対して U(n, t)を実現する最良のアルゴリズムは，第 1

ラウンドの比較の集合が {a1 : a2, a3 : a4, · · · , an−1 :

an} であると仮定できる．いま入力の ai（i は偶数）

に十分小さい値を与えるものとすると，第 2ラウンド

以後は，全要素数 n/2 と上位の個数 t に対するアル

ゴリズムと見なすことができる．このラウンド数は少

なくとも U(n/2, t)である．nが奇数の場合も同様に

証明できる．

補題 1の証明も同様である．なお，この証明の方針

は他の問題や他の計算モデルで知られている3),4)．

次に，小さい nに対する U(n, t) の正確な値を表 1

に示す5)．

表 1について説明する．場合 t = 1 の各値は明らか

である．4章の定理 6をみよ．場合 t = 2 の各値はプ

ログラムの実行結果である（人手でも容易にチェック

できる）．4章の定理 5をみよ．場合 t = 3 に対して

は，n ≤ 14まではコンピュータプログラムによる結果
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である．15 ≤ n ≤ 16 の結果は，補題 1による下界と

Aignerによる上記の上界3)が一致することより確定す

る．実は，プログラムによる結果は n = 13 までの値

が分かれば十分であり，n = 14 の結果も同様に求め

ることができる．場合 t = 4 に対しては，n ≤ 11 ま

ではプログラムによる結果を利用する．12 ≤ n ≤ 16

の結果は，補題 1による下界と本稿の定理 1の上界が

一致することより確定する．なお，U(16, 4) ≤ 6は筆

者の 1人が本稿以前に示した（あとがき参照）．場合

t ≥ 5 について，正確な値はプログラムによる計算結

果である．なお ? 印は値が未決定である．

ここで，コンピュータプログラムによる計算結果は，

ゲーム木の総当たり的探索により求めたものである．

そこで使った基本技法は，アルファベータ法とハッシュ

表による局面表である．なお，下線のついた値は，非

常に時間がかかるので，複数個のコンピュータのクラ

スタによる並列計算によって求めた5)．それ以外の値

については，筆者の 2人がそれぞれ独立に作った逐次

プログラムにより確認した．

3. 並列比較回数の上界

並列比較によって得られた情報は半順序集合（poset，

ポセット）で表す．ポセットをサイクルのない有向グラ

フで描く場合，推移的関係から導かれる枝を描かない

ことにする．枝は上下方向に描き，上の方が下より大

きいとする．ポセットを表すグラフにおいて，deg(a)

によって節点 aから出ていく（下向きの）枝の本数を

表す．

さて，u(P, t)によってポセット P を入力として上

位 t 個の要素を選択するために（最悪の場合に）必要

十分な並列比較回数を表す．順序のない要素 n 個の

集合を P とすると，u(P, t) = U(n, t) である．

例 2 u({a < b < c, d < e < f}, 3) = 1 である．並

列比較として交差的に {a : f, b : e, c : d} を選ぶ．
比較 b : e によって上位 2つと下位 2つの要素が決ま

ることに注意されたい．

次の補題は，並列比較の結果の面倒な場合分けを最

悪の場合だけに限定するために用いる．この補題の意

味は，2つのポセットに対して，比較で得た大小関係

の情報に関して，片方が他方より多いことが分かる場

合には，最悪の場合として，（情報の少ない方は多い方

よりラウンド数が多いか等しいので）情報の少ない方

だけを調べればよいということである．

補題 3 P，Q を 2つのポセットとする．

(1) P の要素の対に順序を追加する操作により，Q

が得られるとすると，u(Q, t) ≤ u(P, t) が成り立つ．

(2) P の極小要素 a を最小要素と見なし，P から a

を削除する操作により，Qが得られるとすると，

u(Q, t) ≤ u(P, t) が成り立つ．

(3) P の極大要素 a を最大要素と見なし，P から a

を削除する操作により，Qが得られるとすると，

u(Q, t− 1) ≤ u(P, t)が成り立つ．

証明は，上記の意味を考えれば直感的に明らかであ

る．厳密な証明は，P のための最適なアルゴリズムを

変換して，Qのためのアルゴリズムを作るという考え

方でできる．他の問題での同様の証明技法，さらにこ

れに関連する性質については文献 2)，4)を参照され

たい．

定理 1 U(n, t) ≤ �log2 n� + (t− 2),

ここで n ≥ 16, t ≥ 4 である．

この定理を証明するために，特別な形をした新しい

ポセットを導入する．その意図は，並列比較のために

各要素の比較の相手をみつけるのに，並列比較の結果

として現れるいろいろなポセットの中で，（補題 3に

よって）最悪の場合のポセットが陽に指摘できるもの

に限定することである．

定義 ポセット P が根を持つ有向木であり，かつ，

次の性質を持つとき，P を F木という．任意の節点

a (εP ) に対して，deg(a) ≤ 2 であり，かつ，共通の

親を持つ任意の 2つの節点 a，b (εP ) に対して

(a �= b)，deg(a) ≤ 1 または deg(b) ≤ 1 の少なくと

も一方が成り立つ．

例 3 3つのポセット

P = {a}，Q = {a < b}，R = {a < b < c, d < c}
はそれぞれ F木である．後でもっと大きい典型的な F

木の例を示す．

高さが h 以下であるような F木のすべての集合を

Fh で表す (h ≥ 1)．ここで，根からの道上の節点数に

より節点の高さを定義し，葉の高さの最大値により木

の高さを定義する．Pm
h は Fh の中の最大の F木であ

るとする．ここで，最大の F木とは F木 (ε Fh) のう

ち節点数の最大のものである．いいかえれば，Pm
h は

F木 (ε Fh) であり，その根の一方の子が Pm
h−1 であ

り，他方の子の唯一の子が Pm
h−2 である．なお，Pm

h

の節点数は f(h+ 3)− 2である．ここで f(i)は i 番

目の Fibonacci数である．

例 4 図 1に 2つの F木 Pm
4 を示す (h = 4)．

任意の P (ε Fh)は，補題 3に示すように Pm
h の
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.

適当な要素を削除することにより作ることができる

（詳しくは h に関する帰納法で証明できる）．よって，

u(P, h) ≤ u(Pm
h , h) が成り立つ．

2つの F木 P1，P2 (ε Fh)に対して，次のような 2

つの操作からなる並列比較を実行したとき，その結果

できるポセットを µh(P1, P2) で表す．

M1 P1 と P2 の根を比較する．

M2 P1 と P2 のそれぞれにおいて，親を共通に持つ

節点対 a，b のすべてについて比較 a : b を行う．

例 5 図 1において，比較 a : l がM1である．比

較 b : h，c : f，d : e，j : k はM2のうち左の F木に

対するものである（右の F木も同様）．

上記の並列比較のあと，µh(P1, P2)の中の節点（葉）

のうち，その高さが hを超えるものを削除するものと

する（後のアルゴリズムでは下位の要素と判定して考

慮の対象から除外する）．任意の P1，P2 (ε Fh)に対し

て，µh(P1, P2)はまた F木 (ε Fh)である．これは明

らかであるが，詳しくは hに関する帰納法で証明でき

る．ここでM2より，P1 と P2 のそれぞれの根であっ

た節点 r1，r2 に対して deg(r1) ≤ 1，deg(r2) ≤ 1に

なることに注意されたい（M1により片方の deg が

2になる）．

定理 1の証明 定理の上界を実現するアルゴリズムを

構成する．ここで示すアルゴリズムは最悪の場合のみ

を取り扱うが，それ以外の場合は補題 3によって最悪

の場合に帰着できる．ただし，ステップ 3は別に扱う．

いま，n = 2k (k > 4) かつ t ≥ 4 と仮定する．入力

は n 個の順序のない要素の集合であり，それぞれの

要素は要素 1個の F木 (ε Ft) である．

ステップ 1 ［並列比較 k − 1 回によって 2つの F木

を作る］

2つの F木が残るまで，j = 1, 2, · · · , k − 1 に関

して次を繰返す．

前回の (j− 1) 回目の並列比較でできた F木の集

合を P1, P2, · · · , Pmとする．ここで m = 2k−j+1

である．i = 1, 3, · · · ,m−1に対して µt(Pi, Pi+1)

を作る．これで 2k−j 個の F木ができる．

ステップ 2 ［並列比較 t− 4 回によって上位 t− 4 個

の要素を選択する］

2つの F木はそれぞれ Pm
t であると仮定できる

（つまり最悪の場合最も手間のかかるものである

と仮定する）．このステップでは，繰返しの結果

2つの F木のそれぞれが F4 に属するようになる

まで，j = 1, 2, · · · , t− 4 に関して次を繰り返す．

前回の繰返しでできる 2つの F木で，Ft−j+1 に

属するものを P1 と P2 とする．これに対して，

µt−j+1(P1, P2)を作り，その根を削除する（すな

わちこの根はすべての要素の中の j 番目に大きい

ものである (j ≤ t)）．これによって，Ft−j の F

木が 2つできる．

もし t = 4 ならばステップ 2は省略される．

ステップ 2でできる 2つの F木 P1 と P2 は，（最

悪の場合を考えて）どれも Pm
4 であると仮定で

きる．残った仕事は，{Pm
4 , Pm

4 }から上位 4個の

要素を選択することである（図 1）．なぜなら，ス

テップ 2で，すでに全体の上位 t− 4 個の要素が

選択されているからである．

ステップ 3 ［最後の並列比較 3回によって次の上位

4個を選択する］

図 1で次の 10個の比較を選び，1回目の並列比

較を実行する．

{ d : e, j : k, o : p, v : w, c : f, n : q,

b : h, m : s, a : u, i : l }.
この並列比較から始めて，あとたかだか 2

ラウンドで上位 4 個を選択する．すなわち，

u({Pm
4 , Pm

4 } , 4) ≤ 3 である．

上のアルゴリズムの正しさは，容易に確かめること

ができる．ただし，ステップ 3の u({Pm
4 , Pm

4 } , 4) ≤ 3

は自明ではない．この証明は，コンピュータプログラ

ムによるゲーム木の探索による．なお，このプログラ

ムの探索結果は，人手で解析し，正しさを検証するこ

とができる．参考のために人手による詳しい解析を付

録 Aにのせる．

並列比較は，ステップ 1で k − 1 回，ステップ 2

で t− 4 回，ステップ 3で 3回実行するので，全体で

(k− 1) + (t− 4) + 3 = log2 n+ (t− 2) 回となる．こ

れが求める上界式である．なお，nが 2k の形でない

場合には，2k になるまでダミーの要素（非常に小さ

い値）をいくつか追加することにより，上記アルゴリ
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図 2 F木の集合
{

P m
3 , P m

3 , Q
}

Fig. 2 A set of F-trees
{

P m
3 , P m

3 , Q
}

.

ズムを適用することができる．n = 16 (k = 4) の場

合も同様である．

定理 2 U(n, 3) ≤ �log2 n�+ 1が成り立つ．ここで，

2k−1 < n ≤ 2k−1 + 2k−3 (k ≥ 4) である．

証明 証明には n = 2k−1 + 2k−3 の場合を示せば十

分である．定理 1のアルゴリズムで，t = 3 としてス

テップ 1の並列比較を k− 3 回実行する．これで 5つ

の Pm
3 からなるポセット {Pm

3 , Pm
3 , Pm

3 , Pm
3 , Pm

3 }が
得られる．ここで，各々の Pm

3 は入力の n/5 = 2k−3

個の順序のない要素から作られる．前と同様に，最

悪の場合の F木は Pm
3 と仮定してよい．並列比較の

(k − 2) 回目において，これらの 5つのうち，4つの

Pm
3 を使って，µ3(P

m
3 , Pm

3 ) により 2つの Pm
3 を作

る．残りの 1つの Pm
3 に対して，2つの比較を並列実

行して，図 2の Q を作る．ここで，2つの比較とは，

図 2の一番左の Pm
3 のように節点に名前がついてい

ると仮定すると，b : e と c : d である．

これで残った仕事は，あと 3回の並列比較によって，

図 2の中から上位 3個の要素を選択することである．

この選択の最初の並列比較，すなわち全体の (k − 1)

回目の並列比較では，集合

{c : d, i : j, o : p, b : e, k : n, a : h, g : m} .
を選ぶ．この並列比較からはじめて，あとたかだ

か 2 ラウンドで上位 3 個を選択する．すなわち

u({Pm
3 , Pm

3 , Q} , 3) ≤ 3である．この証明は，プログ

ラムによるゲーム木の探索による．なお，その探索の

結果から人手によっても正しさを検証することができ

る．参考のために付録 Bに人手による解析をのせる．

以上をあわせて，全並列比較回数は (k − 2) + 3 =

k + 1 = �log2 n� + 1 になる．

4. 正確な並列比較回数

この章では，U(n, t) に対する下界の式を求め，前

章の上界の式とあわせて，いくつかの最適の並列比較

回数を導く．

定理 3 10 · 2k < n ≤ 16 · 2k (k ≥ 0)に対して，

U(n, 4) = �log2 n� + 2 が成り立つ．

証明 2 章の表 1 より，10 < n ≤ 16 に対して

U(n, 4) = 6 である．この範囲の n から始めて，補

題 2を繰り返し適用すれば，定理の範囲の n に対し

て，下界 U(n, 4) ≥ �log2 n�+ 2が得られる（詳しく

は帰納法）．定理 1よりこの下界は上界に一致するの

で，定理の等式が得られる．

定理 4 2k−1 < n ≤ 2k−1 + 2k−3 (k ≥ 4) に

対して，U(n, 3) = �log2 n� + 1 が成り立つ．ま

た，2k−1 + 2k−2 < n ≤ 2k (k ≥ 4) に対して，

U(n, 3) = �log2 n� + 2 が成り立つ．

証明 2 章の表 1 より，8 < n ≤ 12 に対して

U(n, 3) = 5 である．定理 3 の証明と同様に，補題

2を繰り返し適用する．8 ·2k < n ≤ 12 ·2k，k ≥ 0に

対して，U(n, 3) ≥ �log2 n� + 1 が得らえる．この下

界の n の範囲と定理 2の上界の n の範囲の共通部分

に対して定理の等式が得られる．後半も同様にできる．

2章の表 1より 12 < n ≤ 16 に対して U(n, 3) = 6

である．12 · 2k < n ≤ 16 · 2k，k ≥ 0 に対して，

U(n, 3) ≥ �log2 n�+ 2が得らえる．一方，Aignerの

上界3)は，この範囲の nに対してこの下界に一致する．

定理 5 U(n, 2) = �log2 n� + 1，

ここで n ≥ 6 である．

証明 上界は，定理 1のアルゴリズムと同様にして，

容易に示すことができる．下界は 2章の表 1と補題 2

から導くことができる．

次の定理は明らかである．

定理 6 U(n, 1) = �log2 n�.

5. あ とが き

1998年の CSAコンピュータ将棋選手権において，

16人の競技者のうち上位 4人を選ぶ組合せの方法が

必要になった．その際に，推移律と引き分けなしを仮

定して，7回戦で十分であることが分かったが，6回

戦でできるかどうかが話題になった．筆者の 1人が 6

回戦で十分であることを示し (U(16, 4) ≤ 6)，CSA

メーリングリストなどで発表した．定理 1はこのアル

ゴリズムを一般化して導いたものである．

比較ネットワークは，並列選択問題の（adaptiveで

ない）計算モデルとして詳しく研究されている4)．本稿

の（adaptiveである）並列比較計算モデルは，選択問

題に対して比較ネットワークより真に強力であること

が知られている．たとえば，比較ネットワークに対す

る Yaoによる V (n, 3) の下界式があるが4)，（V (n, 3)

よりつねに大きいか等しい）W (n, 3)に対して，この
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下界式よりも真に小さい上界式が知られている3)．な

お，n 個の要素全部を整列する問題については真に強

力であるかどうかは分かっていない．
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付録A. U(n, t) のための最終 3ラウンド

3章図 1のポセット {Pm
4 , Pm

4 } から始める．
ラウンド 1. 比較の集合は次のとおりである：

{ d : e, j : k, o : p, v : w, c : f, n : q,

b : h, m : s, a : u, i : l }.
この中の 4つの比較 d : e，j : k，o : p，v : w に

よって小さい方の 4つの要素を削除する．2つの比較

c : f と n : q によって（最悪の場合）次のポセットが

できる．

�a
���b

�

✁✁� ❆❆�

❅❅� h

� i

�

�l
���m

�

✁✁� ❆❆�

❅❅� s

� u

�

比較 b : h と m : s によって，（対称性を考慮する

と）図の 3つの場合に分かれる（場合 1，2，3）．
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場合 1.
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場合 3.
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場合 1a.

�a

�b
���c

�

d

�

e
�

��
� f

� g

�

h
❅

❅❅
❅❅� i

�

j
場合 2a.

�a

�b
���c �d

���
e

�

f

❆
❆❆�

g
��

� i

� h

�

� j

�

k
場合 3a.

これらの 3つの場合 1，2，3について，比較 a : u

と i : l によって a > u かつ i < l が成り立つ場合

に，図の 3つの自明でない場合が生じる（場合 1a，2a，

3a）．ここで要素の名前を新しく付けかえた．それ以

外の大小が成り立つ場合は容易に検証できる．たとえ

ば，場合 2において，もし a < uであれば，t = 2に

対するポセット {m > x, u > a, u > y}が残る．ここ
で，xと y は適当な要素である．このポセットは後 2

ラウンドで容易に終了できる．

ラウンド 2と 3（場合 1a）. 比較の集合は次のとお

りである：

{e : f, j : k, b : i, d : h, a : l, c : g} .
比較 e : f と j : kによって 2つの小さい要素を削除で

きる．比較 b : i と d : h によって，b > i かつ d < h

が成り立つ場合と，それ以外（b < i または d > h）

の場合を考える．前者の場合は，大きい方の a，g と 4

つの小さい方の要素を削除できる．これで残るポセッ

トは，t = 2 に対する {b > c, h > l} である．これは
後 1ラウンドで終了できる．その以外の場合，残りの

比較 a : l と c : g を考慮すると，同様にして後 1ラ

ウンドで終了することが分かる．

ラウンド 2と 3（場合 2a）. 比較の集合は次のとお

りである：

{b : g, c : e, h : i} .
比較 b : g によって，（対称性を考慮して）2つの大き

い方の要素と 3つの小さい方の要素を削除できる．比

較 c : e または h : i のいずれかによって，t = 2 に対

する {x > y, u > v} の形のポセットが残る．これは
後 1ラウンドで終了できる．

ラウンド 2と 3（場合 3a）. 比較の集合は次のとお

りである：

{e : f, d : i, b : g, c : h} .
比較 e : f によって，1つの小さい方の要素を削除でき

る．比較 d : i によって，2つのポセットが得られる．

いま d > iであれば，2つの大きい方の要素 aと b，お

よび 4つの小さい方の要素を削除できる．比較 c : hに

よって，t = 2に対する {x > y, u > v}の形のポセット
が残る．これは後 1ラウンドで終了できる．一方 d < i

であれば，要素 hと 2つの小さい方の要素（dを含む）

を削除できる．これによって，t = 3 に対するポセッ

ト {a > b > c, a > g, i > j > k, i > g}が残る．比較
b : g において，b > g であれば，要素 g が削除でき，

これより，t = 3に対する {x > y > z, u > v > w}の
形のポセットが残る．これは後 1ラウンドで終了する

（3章例 2参照）．一方 b < gであれば，要素 i，b，cを

削除でき，これにより，t = 2に対する {x > y, u > v}
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の形のポセットが残る．これは後 1ラウンドで終了で

きる．

付録B. U(n,3) のための最終 3ラウンド

3章図 2のポセット {Pm
3 , Pm

3 , Q} から始める．
ラウンド 1. 比較の集合は次のとおりである：

{c : d, i : j, o : p, b : e, k : n, a : h, g : m} .
比較 c : d，i : j，o : p により 3つの小さい方の要素

を削除する．比較 b : e により（最悪の場合）図のポ

セットになる．
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比較 k : n により，k < n または k > n のいずれ

の場合にも小さい方の 2つの要素を削除する．これに

よって図の 2つのポセットのいずれかになる．
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これらの 2 つのポセットにおいて，比較 a : h と

g : m により 8つの場合ができる．
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この中で，図に示すポセットが最も難しいことが分

かる．ここで，要素の名前を新しく付けかえた．それ

以外の場合にできるポセットは，補題 3に示す変換に

よって，この難しいポセットから変換できる．

ラウンド 2と 3. 比較の集合は次のとおりである：

{c : d, b : e, g : i, a : h} .
比較 c : d によって，1つの小さい方の要素を削除で

きる．比較 b : eと g : iによって，次の 4つのポセッ

トができる．

場合 1 [ b>e, g>i ]. {a > b > x, f > g > h, g > i}．
場合 2 [ b>e, g<i ]. {a > b > x, f > i > g}．
場合 3 [ b<e, g > i ]. {a > e, g > h, g > i}，ここで
t = 2 である．

場合 4 [ b < e, g < i ]. {a > e, i > g}，ここで t = 2

である．

ここで x は適当な要素である（c または d）．場合 2

と 4は，後 1ラウンドで十分である．残り 2つの場

合には，比較 a : h によって次の 4つのポセットがで

きる．

場合 1a. {a > b > x, f > g > i} (t = 3) または

{h, i} (t = 1)．

場合 3a. {a > e, g > i} (t = 2) または {h, i} (t =

1)．

いずれの場合も後 1ラウンドで十分である．
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