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Trefftz法による非線形ポアソン方程式の解法

北 英 輔† 池 田 洋 一†† 神 谷 紀 生†††

Trefftz 法は，支配方程式を満足する非特異な T-complete 関数を用いた数値解析法である．これ
まで，2 次元や 3 次元のラプラス方程式，2 次元弾性問題などの数値解析に適用され，その数学的特
性が研究されている．これに対して，本論文では Trefftz 法を用いた 2 次元ポアソン方程式の解法に
ついて述べる．ポアソン方程式は非同次項を有するので，支配方程式を満足する T-complete 関数を
決定することは一般的には困難である．そこで，本論文では，未知関数を含む非同次項をデカルト座
標系の多項式で近似し，ラプラス方程式の T-complete 関数と近似多項式に対応する特解でポアソン
方程式の解を近似する．そして，近似解が境界条件値を満足するようにして，未知パラメータを決定
する．いくつかの解析例について提案する方法を適用し，その数学的特性を検討する．

Solution of Non-linear Poisson Equation by Trefftz Method

Eisuke Kita,† Youichi Ikeda†† and Norio Kamiya†††

Trefftz method is the boundary-type solution procedure using the non-singular T-complete
functions satisfying the governing equation. Until now, it is applied to numerical analyses of
the two- and three-dimensional Laplace equations and the 2-dimensional elastic problem and
the mathematical characteristic is studied. On the other hand, this paper describes the appli-
cation of the Trefftz method to solve the boundary value problem of two-dimensional Poisson
equation. Since the Poisson equation has non-homogeneous term, it is generally difficult to
determine the function satisfying the governing equation. In this paper, non-homogeneous
term containing an unknown function is approximated by the polynomial in the Cartesian
coordinates and then, the solution for the Poisson equation is approximated with the superpo-
sition of the T-complete function of the Laplace equation and the particular solutions related
to the approximate polynomal. Unknown parameters included in the approximate solution
are determined so that the solution satisfies the boundary conditions. The present scheme is
applied to some examples in order to study the numerical properties.

1. は じ め に

Trefftz法は，支配方程式を満足する T-complete関

数（T-complete function）を用いた境界型数値解析法

であり，1926年に Trefftzにより初めて提案された1)．

その後，Cheungら2),3)，Herrera 4)，Jirousekら5)，

Kamiyaら6)，Piltner 7)，Zielinskiら8)などによって

研究が進められている．Trefftz 法の定式化は大きく

間接法と直接法に分類できる．間接法では，支配方程

式を満足する特異性のない T-complete関数を用いて

未知関数を近似し，この近似解が境界条件を満足する
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ように未知係数を決定する．直接法では，T-complete

関数を重み関数として支配方程式から重み付き残差式

を導き，これに Gauss-Greenの定理を適用すること

で境界積分方程式を導出する．間接法が Trefftzによっ

て提案されたオリジナルな方法であるのに対して，直

接法は Cheungらによって比較的最近提案された方法

である．これまで Trefftz法の適用対象は，ポテンシャ

ル問題2),8) や 2 次元弾性問題3) など，主として同次

方程式に支配された問題に限られていた．そこで，本

論文ではポアソン方程式の解析に Trefftz法を適用す

る方法について述べる．

ポアソン方程式の境界値問題は，これまでにも有限

要素法や境界要素法を用いて解析が行われている．し

かし，これまでの定式化ではポアソン方程式の非同次

項に由来する領域積分を評価するために領域要素分割

を必要とする．自動的な領域要素分割についての研究

は近年進歩しているが，これにかかる計算コストは比

較的高いので，逆問題解析など数値シミュレーション
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に適用する場合は問題がある．また，数値シミュレー

ションでは未知関数の導関数を必要とする場合が多い

が，有限要素法では未知関数を比較的低次の多項式で

近似して解析を行うために，未知関数の導関数を計算

する場合に近似精度が低下する可能性がある．一方，

境界要素法では未知関数を含む境界積分方程式が基本

解に由来する特異性を有しているので，未知関数の導

関数に関する積分方程式は高次の特異性を有すること

となり，数学的な扱いが難しくなる．これに対して，

Trefftz 法では特異性のない関数を定式化に用いるの

で関係式も非特異であり，これを微分するだけで未知

関数の導関数を評価することができるうえ，有限要素

法で見られるような精度低下の可能性も小さいと考え

られる．このように Trefftz法は数値シミュレーショ

ンなどへの応用を考えるといくつかの興味ある特徴を

有している．そこで，本論文では非同次方程式に支配

される現象の数値シミュレーションに Trefftz法を適

用することの基礎研究として，Trefftz 法において領

域要素を用いないでポアソン方程式を解析する方法に

ついて述べる．

Trefftz 法をポアソン方程式など非同次方程式の解

析に適用する場合，一般的な非同次項に対応して支配

方程式を満足する T-complete関数の導出が困難とな

る．この問題を解決するために，本論文では神谷ら9)

が提案している計算点解析法を利用した次の方法を提

案する．まず，非同次項を直交座標系について完全多

項式で近似し，それに対応する特解を決定する．そし

て，境界値問題の解を同次方程式（ラプラス方程式）

の T-complete関数と近似非同次項に対する特解の重

ね合わせで近似する．近似解に含まれる未知係数は解

が境界条件を満足するように決定される．この定式化

は，いわゆる間接法に基づいた定式化である．このと

き，未知係数を決定するために選点法を用いると，未

知数についての連立方程式を導出するために境界要素

や要素積分などの操作をまったく必要としない，いわ

ゆる element-freeな数値解析法となり，アルゴリズム

の単純さ，短い計算時間などの点からも非常に有利と

なる．

ポアソン方程式への Trefftz法の適用としては，す

でに真鍋ら10)が境界要素法の二重相反法（Dual Reci-

procity Method，DRM）を適用した手法を提案して

いる．これに対して，本研究では神谷らが提案してい

る計算点解析法を適用する．二重相反法では Radial

Bases Functionを用いて特解を近似するのに対して，

計算点法では領域全体についての完全多項式を用いる

点が異なる．また，真鍋らは解析対象として非同次項

が座標のみの関数である場合を扱っているが，本論文

では非同次項に未知関数を含む場合の定式化について

も述べる．

最後に，提案する方法をいくつかの解析例に適用し，

解析結果を厳密解と比較することで有効性を検討する．

2. 選点法による Trefftz法の定式化

本論文で提案する方法では，2次元ポアソン方程式

の境界値問題が 2次元ラプラス方程式の境界値問題に

帰着されて解析される．そこで，最初に，2次元ラプ

ラス方程式の境界値問題に対する Trefftz法の定式化

について述べる．

2.1 2 次元ラプラス方程式の境界値問題と T-

complete関数

2 次元ラプラス方程式の境界値問題は次のように

なる．

∇2u = 0 (in Ω) (1)

u = ū (on Γ1)

q ≡ ∂u
∂ñ

= q̄ (on Γ2)

}
(2)

ここで Ω，Γ1，Γ2 は解析対象領域，ポテンシャル u

とフラックス q の指定境界である．ñは境界単位法線

ベクトル，(̄·) は既定値を示す．
Trefftz法では定式化に T-complete関数と呼ばれる

非特異な関数群を用いる．T-complete関数は支配方

程式を満足するように決定されており，2次元閉領域

における 2次元ラプラス方程式について次のように与

えられる4)．

u
∗T = {u∗

1, · · · , u∗
2µ−1, u

∗
2µ, · · ·}

= {1, · · · ,�[rµejµθ],�[rµejµθ], · · ·} (3)

ここで r，θ は平面極座標であり，原点は任意にとら

れる．

2.2 選点法による定式化

ポテンシャル uを T-complete関数 u∗
n の線形結合

で次のように近似する．

u � ũ = a1u
∗
1 + a2u

∗
2 + · · ·+ aNu∗

N

= a
T
u

∗ (4)

ここで N は T-complete 関数の総数を，a =

{a1, · · · , aN}T は未知係数ベクトルを示す．この式を
境界の法線方向に偏微分すれば境界でのフラックスの

近似式を得る．

q � q̃ ≡ ∂ũ

∂n
= a1q

∗
1 + a2q

∗
2 + · · ·+ aNq∗N

= a
T
q
∗ (5)

これらを式 (2)に代入すると境界条件は完全には満

足されないので残差が生じる．つまり，
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R1 ≡ ũ− ū = aTu∗ − ū 
= 0 on Γ1

R2 ≡ q̃ − q̄ = aT q∗ − q̄ 
= 0 on Γ2

Trefftz 法では境界条件を満足するように係数ベク

トル a を定める．選点法による定式化では境界選点

Pm で，上式の残差を 0とおく．つまり，

R1(Pm) = a
T
u

∗(Pm)− ū(Pm) = 0 (Pm ∈ Γ1)

R2(Pm) = a
T
q
∗(Pm)− q̄(Pm) = 0 (Pm ∈ Γ2)

上式を整理すると，

Ka = f (6)

ここで，

K =




u∗
11 · · · u∗

1N

...
...

u∗
M11 · · · u∗

M1N

q∗11 · · · q∗1N

...
...

q∗M21 · · · q∗M2N




(7)

f = {ū1, · · · , ūM1 , q̄1, · · · , q̄M2}T (8)

ただし，u∗
n(Pm) ≡ u∗

mn, q∗n(Pm) ≡ q∗mn, ū(Pm) ≡
ūm, q̄(Pm) ≡ q̄m である．また，M1，M2 はそれぞ

れ Γ1，Γ2 上にとられた選点の総数である．

係数マトリックス K において，行数は選点総数に

等しく，列数は T-complete関数の総数に等しい．そ

こで，選点総数を T-complete関数の総数以上にとっ

て過剰定義の連立一次方程式とし，次式を解いて最小

二乗解を求めることにする．

min
a
||f −Ka|| (9)

この方程式を解くために LAPACKソフトウェアの

特異値分解を適用する11)．

2.3 2次元ポアソン方程式の境界値問題

支配方程式と境界条件が次式で与えられる 2次元ポ

アソン方程式の境界値問題を考える．

∇2u+ b(x, y, u) = 0 (in Ω) (10)

u = ū (on Γ1)

q = q̄ (on Γ2)

}
(11)

ここで，b(x, y, u) はポアソン方程式の非同次項であ

り，以下では非同次項が u を含む場合と含まない場

合にわけて，提案する方法の定式化を説明する．

3. 非同次項が座標のみの関数である場合

3.1 境界値問題

ここでは，ポアソン方程式の非同次項が，座標のみ

の関数で与えられる場合を考える．このとき，境界値

問題の支配方程式と境界条件は次式で与えられる．

∇2u+ b(x, y) = 0 (in Ω) (12)

u = ū (on Γ1)

q = q̄ (on Γ2)

}
(13)

3.2 支配方程式の変換

最初に，非同次項 b(x, y) を直交座標系 x，y の 5

次完全多項式を用いて近似する．つまり，

b(x, y, u) = c1 + c2x+ c3y + · · ·+ c20xy4

+ c21y
5

= c
T
r (14)

ここで，c と r は未知パラメータベクトルと完全多

項式の各項から成るベクトルであり，それぞれ次式で

与えられる．

c
T = {c1, c2, · · · , c21} (15)

r
T = {1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2,

y3, x4, x3y, x2y2, xy3, y4,

x5, x4y, x3y2, x2y3, xy4, y5} (16)

未知パラメータ cを決定するために，境界上と領域

内にいくつかの評価点をとる．これらの評価点を，こ

こでは計算点と呼ぶ．すべての計算点 Qm において，

式 (14)を選点法的に満足させることを考えると次の

連立方程式を得る．

c
T
r(Q1)− b(Q1) = 0

c
T
r(Q2)− b(Q2) = 0

...

c
T
r(QM )− b(QM ) = 0

ここで，M は計算点の総数である．上式を整理して

次式を得る．

Dc = g (17)

係数行列 D では行数は計算点数 M に等しく，列

数は係数の個数 21に等しい．そこで，M ≥ 21 とな

るように計算点をとり，次式の過剰定義の連立一次方

程式を得る．

min
c
||g −Dc|| (18)

この方程式を解くために LAPACKソフトウェアの

特異値分解を適用する11)．

ひとたび係数 c が定まれば，解くべき支配微分方

程式は次式で近似される．

∇2u+ c
T
r = 0 (19)

式 (19)の同次解を uh，r の各項に対応する特解を

up
n とすれば，境界値問題の解 uは次式で近似される．
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u = uh + c1u
p
1 + c2u

p
2 + · · ·+ c21u

p
21

= uh + c
T
u

p (20)

ここで c = {c1, c2, · · · , c21}T であり，uh，up
n は次

式を満足する．

∇2uh = 0 (21)

∇2up
n + rn = 0 (22)

rn は多項式の項であるから，up
n を容易に求めるこ

とができる．なお，特解 up
n の具体形を付録に示す．

式 (20)を支配方程式と境界条件に代入すると，境

界値問題は次式に変形できる．

∇2uh = 0 (in Ω) (23)

uh = ū− cTup (on Γ1)

qh = q̄ − cTqp (on Γ2)

}
(24)

ここで，qh ≡ ∂uh/∂ñ，qp ≡ ∂up/∂ñ である．

このように，最初の問題は同次解 uh についてのラ

プラス方程式の境界値問題に変形されたので，先に述

べた Trefftz法の定式化に従って 2次元ラプラス方程

式の境界値問題を解析すれば uh を決定することがで

きる．そして，ひとたび uh が決定されれば，解 uは

式 (20)より決定される．

ところで，この章と次章で示す定式化では非同次項

を近似するために 5 次の完全多項式を利用している

が，完全多項式の次数の選択には注意が必要である．

一般的には，完全多項式の次数は大きいほど高い近似

精度を期待できると思われるが，c を求めるための連

立方程式の係数行列の特異性は計算点の個数と配置，

近似多項式の次数などに依存する．そこで，ここでは

連立方程式の特異性と連立方程式を解くために用いる

特異値分解法の精度，解析例の領域形状などを考慮し

て 5次までの完全多項式で非同次項を近似している．

3.3 解析アルゴリズム

アルゴリズムを示すと以下のようになる．

( 1 ) 解析データとして，境界選点の個数，座標値と

既定境界条件値，内点の個数と座標値，解析に

用いる T-complete関数の個数を与える．

( 2 ) 非同次項 b(x, y) を 5次の完全多項式で近似し

て，パラメータ c を決定する．

( 3 ) 式 (23)と式 (24)で与えられる境界値問題を解

いて同次解 uh を計算する．

( 4 ) 式 (20)より解 u を計算する．

4. 非同次項が u の関数である場合

4.1 境界値問題

この場合，支配方程式と境界条件は次式で与えら

れる．

∇2u+ b(x, y, u) = 0 (in Ω) (25)

u = ū (on Γ1)

q = q̄ (on Γ2)

}
(26)

4.2 支配方程式の変換

先に述べた定式化に従えば，問題は次の境界値問題

に変換される．

∇2uh = 0 (in Ω) (27)

uh = ū− c(u)Tup (on Γ1)

qh = q̄ − c(u)Tqp (on Γ2)

}
(28)

さらに，

b(x, y, u) = c(u)Tr (29)

u = uh + c(u)Tup (30)

この場合先の方法と異なり，未知パラメータ c は

未知関数であるポテンシャル u の関数となり，あら

かじめ定めることができないので収束計算が必要であ

る．つまり，最初に cを仮定して解析を行い，得られ

た u から非同次項を計算して，式 (29)を満足するよ

うに未知パラメータを変更することになる．この方法

について説明する．

4.3 未知パラメータの更新法

まず，式 (29)を繰り返し計算 (k) と (k + 1) 回目

について考えると次式となる．

b(x, y, u(k+1)) = r
T
c
(k+1)

b(x, y, u(k)) = r
T
c
(k)

左辺と右辺をそれぞれ引き算すると次式となる．

b(u(k+1))− b(u(k)) = r
T (c(k+1) − c(k))

≡ rT∆c (31)

そして，境界上と領域内にとられた計算点において

式 (31)を選点法的に満足するように ∆cを決定する．

つまり，計算点 Qm について式 (31)を考えると

r
T (Qm)∆c = b(u(k+1))− b(u(k))

= b(u(k+1))− rT
c
(k)

≡ ∆b(Qm)

すべての計算点 Qm で上式を考えて連立方程式と

すると次式になる．

D∆c = g (32)
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ここで D と g は，それぞれ完全多項式の項から成る

行列と非同次項に関する係数ベクトルである．係数行

列 D の行数は計算点数 M に等しく，列数は係数の

個数 21に等しい．そこで，M ≥ 21 となるように計

算点をとり，次式の過剰定義の連立一次方程式を得る．

min
∆c
||g −D∆c|| (33)

この連立方程式を解くために LAPACKソフトウェ

アの特異値分解11) を適用する．こうして求めた ∆c

を用いて c を次式で更新する．

c
(k+1) = c

(k) +∆c (34)

収束判定条件を次式のように定義する．

η ≡ 1

M

M∑
i=1

|∆b(Qm)| < ηc (35)

ここで，ηc はユーザによって定義された正の定数で

ある．

4.4 解析アルゴリズム

アルゴリズムを示すと以下のようになる．

( 1 ) 解析データとして，境界選点の個数，座標値と

既定境界条件値，内点の個数と座標値，解析に

用いる T-complete関数の個数を与える．

( 2 ) k ← 0 として，c を仮定する．

( 3 ) 式 (27)と式 (28)より与えられる境界値問題を

解き，uh を求める．

( 4 ) 式 (20)より u(k+1) を求め，続いて計算点での

非同次項 b(x, y, u(k+1)) を計算する．

( 5 ) 式 (35)より収束判定を行う．収束条件を満足

すれば結果を出力し，満足しなければ次へ進む．

( 6 ) 連立方程式 (33)を解いて ∆c を決定する．

( 7 ) 式 (34)によって cを更新して k をインクリメ

ントし，( 3 )へ進む．

5. 解 析 例

5.1 例 題 1

最初の例題として，支配方程式が次式で与えられる

場合を考える．

∇2u+
π2

2
u = 0

境界条件は図 1に示されるように与える．この問題

の解析解は次式で与えられる．

uex = sin
(

π

2
x
)
sin

(
π

2
y
)

解析のために，境界上に選点を 84個等間隔に配置

する．形状のかど部には，選点をいわゆる 2重選点と

図 1 解析例 1

Fig. 1 Numerical example 1.

図 2 境界選点と計算点の配置
Fig. 2 Placement of collocation and computing points.

して配置する．この場合，かど上に 2個の選点を配置

し，これらの選点は同じ座標値を持つとともに，異な

る法線ベクトルと境界条件値が与えられている．また，

それ以外に内点をそれぞれ 0，1，5，17，21個配置す

る場合を比較する．境界点と内点の配置を図 2 に示

す．計算点としてはすべての境界点と内点をとって，

最小二乗近似を行う．解析に用いる T-complete関数

の個数は 30 個である．また，パラメータ cn の初期

値はすべて 0とする．

領域全体での計算精度を検討するために，25 個の

精度評価点を境界と領域に均等に配置し，領域全体の

計算精度を示す指標として次式を用いる．

Eu =
1

25

∑
|u− uex|

η の収束状況を図 3に示す．横軸には繰返し計算の

回数を，縦軸には η の値をとり，異なる内点数での収

束特性の違いを比較する．これより，η は内点数によ

らず 6回程度の繰返し計算で，それぞれ収束している



Vol. 43 No. 7 Trefftz 法による非線形ポアソン方程式の解法 2277

図 3 η の収束状況
Fig. 3 Convergence property of η.

図 4 Eu の収束状況
Fig. 4 Convergence property of Eu.

ことが分かる．また，内点数が少ないほど η の最終的

な値は小さいことが分かる．次に，Eu の収束状況を

図 4に示す．横軸には繰返し計算の回数を，縦軸には

Eu の値をとり，異なる内点数での収束特性の違いを

比較する．この場合も η と同じく，Eu は 6回程度の

繰返し計算で収束しているが，この場合は内点数が多

いほど最終的な精度が良いことが分かる．内点なしで

解析を行い，十分収束したときの u の分布を図 5 に

示す．横軸には，精度評価点の x 座標をとり，縦軸に

は uの値をとる．線は理論解を，記号は提案した方法

で求めた数値解を示す．このグラフより，数値解が理

論解とよく一致していることが分かる．最後に，パラ

メータ cn の収束状況を図 6に示す．グラフから分か

るように，c5，c12，c14 がそれぞれ −10，2.5，2.5付

図 5 ポテンシャルの分布（Mc = 0）
Fig. 5 Distribution of potential value (Mc = 0).

図 6 パラメータ cn の収束状況
Fig. 6 Convergence property of cn.

近に収束しているのに対して，それら以外のパラメー

タはすべて 0のままである．

5.2 例 題 2

次の例題として，支配方程式が次式で与えられる場

合を考える．

∇2u+ u2 = 0

境界条件は図 7 に示されるように与える．解析の

ために，境界上に選点を 84個等間隔に配置する．形

状のかど部には，選点をいわゆる 2重選点として配置

する．この場合，かど上に 2個の選点を配置し，これ

らの選点は同じ座標値を持つとともに，異なる法線ベ

クトルと境界条件値が与えられている．また，それ以

外に内点をそれぞれ 0，1，5，17，21個配置する場合
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図 7 解析例 2

Fig. 7 Numerical example 2.

図 8 η の収束状況
Fig. 8 Convergence property of η.

を比較する．境界点と内点の配置を図 2に示す．計算

点としてはすべての境界点と内点をとって，最小二乗

近似を行う．解析に用いる T-complete関数の個数は

30個である．また，パラメータ cn の初期値はすべて

0とする．

η の収束状況を図 8に示す．横軸には繰返し計算の

回数を，縦軸には η の値をとり，異なる内点数での収

束特性の違いを比較する．これより，η は内点数によ

らず 10回程度の繰返し計算で収束しており，内点数

が少ないほど η の最終的な値は小さいことが分かる．

そこで，内点数 0個と 21個で解析を行い，十分に収

束した場合の関数値の分布を境界要素法による結果と

比較する．比較した結果を，図 9 と図 10に示す．こ

れより，内点数が 0の場合は境界から離れるに従って

誤差が大きくなるのに対して，内点数が 21個の場合

は全体に良い精度を得ていることが分かる．

図 9 ポテンシャルの分布（Mc = 0）
Fig. 9 Distribution of potential value (Mc = 0).

図 10 ポテンシャルの分布（Mc = 21）
Fig. 10 Distribution of potential value (Mc = 21).

6. ま と め

本研究では，2次元ポアソン方程式の境界値問題に対

する Trefftz法の定式化法について提案した．Trefftz

法は支配方程式を満足する非特異な T-complete関数

を用いる解析法である．Trefftz 法をポアソン方程式

の境界値問題の解析に適用する場合，非同次項の存在

により T-complete関数を導出することが一般的に困

難であるため，適用が容易ではなかった．この問題を

解消するために，本研究では以下のような方法を提案

した．まず，非同次項を 5次までの完全多項式で近似
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した．そして，完全多項式の各項を非同次項とするポ

アソン方程式を考え，そのポアソン方程式に対する特

解を用いて，最初のポアソン方程式をラプラス方程式

に変換して解析した．

解析対象として，非同次項が未知ポテンシャルを含

む場合を考え，解法の特性について検討した．最初に，

非同次項がポテンシャルの線形関数として与えられる

場合について解析を行った結果，内点数によらず同様

な収束特性を示し，良好な計算精度を得た．続いて，

非同次項がポテンシャルの非線形関数として与えられ

る場合について解析を行い，内点を多くとる方が高い

計算精度を得ることができた．

ところで，今回提案した方法では非同次項を 5次ま

での完全多項式で近似したが，どのような近似関数を

利用するべきかは解くべき問題に依存する．また，係

数パラメータ c やその更新量 ∆c を求めるために解

かれる連立方程式の係数行列の特異性は，近似関数，

計算点の個数と配置などに依存する．本論文で示した

解析例では，係数行列の特異性と係数行列を解くため

に用いた特異値分解法の精度などを考慮して，これら

を決定している．そこで，今後はこれらの点について

の理論的考察を行うとともに，非同次項にポテンシャ

ルの導関数を含むような問題への適用を通じて，提案

する方法の特性をさらに検討していきたい．また，提

案する手法のアルゴリズムの収束特性は解析領域の形

状や選点のとり方に依存していると考えられるので，

これらの点についても理論と数値実験の面から検討を

進めたいと考えている．
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付 録

完全多項式の各項を非同次項とするポアソン方程式

に対応する特解 up
n

up
1 = −

x2 + y2

4

up
2 = −

x3 + xy2

8

up
3 = −

x2y + y3

8

up
4 = −

x4 + x2y2 − y4/6

14

up
5 = −

x3y + xy3

12

up
6 = −

−x4/6 + x2y2 + y4

14

up
7 = −

x5 + x3y2 − xy4/2

22

up
8 = −

x4y + x2y3 − y5/10

18
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up
9 = −

−x5/10 + x3y2 + xy4

18

up
10 = −

−x4y/2 + x2y3 + y5

22

up
11 = −

x6 + x4y2 − x2y4 + y6/15

32

up
12 = −

x5y + x3y3 − 3xy5/10

26

up
13 = −

−x6/15 + x4y2 + x2y4 − y6/15

24

up
14 = −

−3x5y/10 + x3y3 + xy5

26

up
15 = −

x6/15− x4y2 + x2y4 + y6

32

up
16 = −

x(3x6 + 3x4y2 − 5x2y4 + y6)

132

up
17 = −

35x6y + 35x4y3 − 21x2y5 + y7

1260

up
18 = −

−x7/21 + x5y2 + x3y4 − xy6/5

32

up
19 = −

−x6y/5 + x4y3 + x2y5 − y7/21

32

up
20 = −

x7 − 21x5y2 + 35x3y4 + 35xy6

1260

up
21 = −

y(x6 − 5x4y2 + 3x2y4 + 3y6)

132
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