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漸化式を用いるベッセル関数Jn(x)の
繰返し積分の数値計算法の誤差解析

吉 田 年 雄†

n 次の第 1種ベッセル関数 Jn(x)の繰返し積分 fr,n(x)（r：積分の回数を表す整数）は，f0,n(x) =
Jn(x) とするとき，fr,n(x) =

∫ x

0
fr−1,n(t)dt=(2r)/(r− 1)!

∑∞
k=0

(r + k − 1)!/k! · Jr+n+2k(x)

(r ≥ 1) で表すことができる．漸化式を用いる方法で計算された Jr+n+2k(x)（k=0,1,· · ·）の近似値
を上式の右辺の有限項で打ち切ったものに代入することにより，r ≥ 1 のときの繰返し積分 fr,n(x)
の近似式を得ることができる．本論文では，この漸化式を用いる fr,n(x) の計算法の誤差解析を行い，
誤差の有用な評価式を導出している．

Error Analysis of Recurrence Technique for the Calculation
of Repeated Integral of Bessel Functions J�(x)

Toshio Yoshida†

The repeated integral fr,n(x) of Bessel functions Jn(x) can be expressed by
fr,n(x)=(2r)/(r − 1)!

∑∞
k=0

(r + k − 1)!/k! · Jr+n+2k(x) (r ≥ 1). The approximation to
fr,n(x) is obtained by substituting approximations to Jr+n+2k(x) computed by recurrence
technique into the truncated form of the above expansion. In this paper, we describe the error
analysis of this method and give an estimate of error.

1. は じ め に

n 次の第 1 種ベッセル関数 Jn(x) の繰返し積分

fr,n(x)（r：積分の回数を表す整数）は，

f0,n(x) = Jn(x) (1)

とするとき，次式で定義される1)．

fr,n(x) =

∫ x

0

fr−1,n(t)dt (r ≥ 1) (2)

上式より，r = 1 のときには，

f1,n(x) =

∫ x

0

Jn(t)dt (3)

である．r ≥ 1 のとき，この繰返し積分 fr,n(x) は，

Jr+n+2k(x)（k=0,1,· · ·）を用いて，次式のように表
すことができる．

fr,n(x) =
2r

(r − 1)!

∞∑
k=0

(r + k − 1)!

k!
Jr+n+2k(x)

(4)

上式は，xが小さいときには収束は速いが，xが大
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きくなるにつれて，要求精度まで収束するために必要

な項数は多くなる．

本論文では，nを整数，xを実数とし，n ≥ 0，r ≥ 1，

x > 0 の場合を扱う．ここで，漸化式を用いるベッセ

ル関数 Ji(x) の計算法について，簡単に触れておくこ

とにする．

m（m > r）を，n + mが偶数となるように適当に

選ばれた整数とし，α を小さな任意定数とする．

Fn+m+1(x) = 0, Fn+m(x) = α (5)

を出発値として，Jn(x) が満足する漸化式

Fn−1(x) =
2n

x
Fn(x) − Fn+1(x) (6)

を繰り返し使うことにより，Fn+m−1(x),Fn+m−2(x),

· · ·,F0(x)を順次，計算する．それを用いれば，i=0,1,

· · ·,n + m − 1 に対して，Ji(x) は，次の近似式

Ji(x) ≈ Fi(x)

/
(n+m)/2∑

k=0

εkF2k(x) (7)

で表すことができる．ただし，

ε0 = 1, εk = 2 (k ≥ 1) (8)

である．

与えられた xについて，mを十分大きくとれば，そ
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の mに対して，m0(< m)が決まり，Ji(x) の近似値

である式 (7)の右辺の値は，0 ≤ i ≤ m0 のすべてに

おいて，ある精度 εで（詳しくいえば，Ji(x)が零に

なる付近を除いて，ほぼ，ある相対精度 εで）求めら

れる2),3)．m0 < i ≤ n + m のときの Ji(x) の近似値

の精度は，iが n+mに近づくにつれて低くなる．漸

化式のこの区間は，0 ≤ i ≤ m0 での近似値の精度が

εとなるための助走区間と考えることができる．逆に，

要求精度 ε が与えられたとき，それに対して，m と

m0 が決まり，0 ≤ i ≤ m0 で，その精度 ε で Ji(x)

が求められることになる．

fr,n(x) を計算する最も簡単な方法（プログラムが

簡単な方法）は，式 (4)が要求精度範囲内で収束する

まで，個別に（kごとに），ベッセル関数 Jr+n+2k(x)

の値をライブラリ・プログラムを使って求め，係数を乗

じて和をとるものである．しかし，これは，次に述べ

る方法，すなわち，漸化式を用いて，一挙に，一連の

ベッセル関数の値を求める方法と比べて，能率が悪い．

文献 4)には，次のプログラムが載っている．まず，

mを十分に大きくとり，漸化式を用いる方法で，助走

区間を除いた 0 ≤ i ≤ m0 で Ji(x) の近似値を要求精

度以内で求め，それらを配列に入れておく．次に，式

(4)の和を要求精度の範囲内に収束するまでとる．こ

の方法は，上の方法より能率的であるが，m を余裕

をもって十分に大きくとって，少なくとも，収束する

までに必要な項のすべてを計算しておく必要がある．

さらに，能率的な方法として，漸化式の繰返し計算で

得られるすべての値を用いることが考えられる．この方

が漸化式の繰返し回数 n+mが少なくて済む．精度の

低い助走区間 i > m0 の Ji(x)の近似値も用いるので，

これらが小さくても，具体的に fr,n(x) の計算値の精

度にどのような影響を与えるかは，誤差解析を通じて

しか知ることができない．この方法で fr,n(x)を計算

のための近似式は，式 (4)を有限項（k = [(m− r)/2]

までの）で打ち切ったものに，式 (7)の右辺を代入す

ることにより，次のように表される．

fr,n(x)

≈ 2r

(r − 1)!

[(m−r)/2]∑
k=0

(r + k − 1)!

k!
Jr+n+2k(x)

≈
2r

[(m−r)/2]∑
k=0

(r + k − 1)!

k!
Fr+n+2k(x)

(r − 1)!

(n+m)/2∑
k=0

εkF2k(x)

(9)

上式の計算は，漸化式 (6)の 1 回の繰返し計算で，

得られた Fn+m−1(x),Fn+m−2(x)，· · ·,F0(x) を用い

て，順次，分子，分母の和を求めることにより行う．

与えられた x，r，nに対して，要求精度で fr,n(x)

を能率的に計算するためには，漸化式の繰返し回数

n+mを最小のものにすることが必要である．この繰

返し回数を求める問題は自明ではない．そこで，本論

文では，上の計算法の誤差解析を行い，近似式の誤差

の表示式および評価式を導出する．それを用いて，要

求精度で計算するための最小の n + m を求めている．

繰返し積分 fr,n(x)（特に，r = 1と r = 2 の場合）

は，いろいろな分野で使用されると思われる．そのと

き，繰返し積分の値を，数値積分により求めることは，

特に r が 1より大きいときには，非常に非能率であ

り，それにより計算することは避けるべきである．漸

化式を用いる本計算法は，x が大きい場合を除いて，

積分値を能率的に求めることができる優れた方法であ

るが，本研究以前には，この数値計算法についての誤

差解析は行われていなかった．

本計算法は，文献 5) で述べた
∫ x

0
Jν(t)dt の数値

計算法（ν を整数 n に置き換えた場合）の拡張と

考えることができる．なお，fr,n(x) > 0 であるこ

とは証明できないが，r = 1(1)20，n = 0(1)20，

x = 1(1)10, 10(10)200 のすべての組合せでの数値

実験により，fr,n(x) > 0 であることが確かめられて

いる．

2. 誤 差 解 析

Ji(x) と，その計算式である式 (7) の右辺との間

の関係式は，文献 5) の式 (14) において，µ → 0，

m → n + m，εk(µ) → εk と置くことにより，

Ji(x) =
Fi(x)

(n+m)/2∑
k=0

εkFn+2k(x)

(1 − Φn,m(x))

+
Jn+m+1(x)Yi(x)

Yn+m+1(x)
(10)

と表される．ただし，

Φn,m(x) =

(n+m)/2∑
k=0

εk
Jn+m+1(x)Y2k(x)

Yn+m+1(x)

+

∞∑
(n+m)/2+1

εkJ2k(x) (11)

である．

式 (4)と式 (10)から次式を得る．

fr,n(x)
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=

2r

[(m−r)/2]∑
k=0

(r + k − 1)!

k!
Fr+n+2k(x)

(r − 1)!

(n+m)/2∑
k=0

εkF2k(x)

·(1 − Φn,m(x)) +
2rJn+m+1(x)

(r − 1)!Yn+m+1(x)

·
[(m−r)/2]∑

k=0

(r + k − 1)!

k!
Yn+r+2k(x)

+
2r

(r − 1)!

∞∑
k=[(m−r)/2]+1

(k + r − 1)!

k!
Jr+n+2k(x)

(12)

上式の第 2と第 3の部分の和を fr,n(x)で割ったも

のを次式で示すように，Ψr,n,m(x) とする．

Ψr,n,m(x) =
2r

fr,n(x)(r − 1)!

·


Jn+m+1(x)

Yn+m+1(x)

[(m−r)/2]∑
k=0

(r + k − 1)!

k!
Yr+n+2k(x)

+

∞∑
k=[(m−r)/2]+1

(r + k − 1)!

k!
Jr+n+2k(x)



(13)

したがって，式 (9)の右辺により，10進 p 桁の精

度で fr,n(x) が計算できるためには，

|Φn,m(x)| < 0.5 × 10−p (14)

および

|Ψr,n,m(x)| < 0.5 × 10−p (15)

が成り立てばよい．計算のための近似式である式 (9)

の相対精度 ∆r,n,m(x) は，式 (12)と (13)より，

∆r,n,m(x) =
Φm,n(x) − Ψr,n,m(x)

1 − Φm,n(x)
(16)

と表され，|Φm,n(x)| � 1 のときには，

∆r,n,m(x) ≈ Φm,n(x) − Ψr,n,m(x) (17)

と表される．

2.1 Φ���(�) の評価式

文献 5)で述べたように，式 (11)の右辺を変形する

と，n + m � x のとき，主要項を取り出すことがで

きるので，Φn,m(x) の評価式 EΦ は，

EΦ =
−2x

π(n + m)(n + m + 2)Yn+m+1(x)

(18)

と表される．

2.2 Ψ�����(�) の変形と評価式

式 (13)の Ψr,n,m(x) は，式 (4)を用いれば，次の

ように変形できる．

Ψr,n,m(x) =

[
fr,n(x)Yn+m+1(x) +

2r

(r − 1)!

·
[(m−r)/2]∑

k=0

{
(r + k − 1)!

k!
(Jn+m+1(x)Yr+n+2k(x)

−Yn+m+1(x)Jr+n+2k(x))

}]
/

(fr,n(x)Yn+m+1(x)) (19)

上式を，Lommelの多項式6)（x−1 の多項式）

Ri,j(x)

=
πx

2
{Ji+j(x)Yj−1(x) − Yi+j(x)Jj−1(x)} (20)

=

[i/2]∑
k=0

(−1)k(i − k)!(i + j − k − 1)!

k!(i − 2k)!(j + k − 1)!

(
2

x

)i−2k

(21)

を用いて書き換えると，次式が得られる．

Ψr,n,m(x)

=
fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x)

fr,n(x)Yn+m+1(x)
(22)

ただし，

Lr,n,m(x) =
2r+1

(r − 1)!πx

·
[(m−r)/2]∑

k=0

(r + k − 1)!

k!
Rm−r−2k,r+n+2k+1(x)

(23)

である．

式 (22)の分子の第 1項は，fr,n(x) のベキ級数展開

（Jn(x) の r 回項別積分より得られる）

fr,n(x)

= 2r
(

x

2

)r+n
∞∑

l=0

(−1)l(n + 2l)!

l!(r + n + 2l)!(n + l)!

(
x

2

)2l

(24)

と Yn+m+1(x) のベキ級数展開7)を用いて表し，主要

な部分について，同じベキでまとめれば次式のように

なる．

fr,n(x)Yn+m+1(x)

= −2r

π

(
x

2

)r−m−1
n+m∑
l=0

(−1)l
(

x

2

)2l

·
l∑

i=0

(−1)i(n + m − i)!(n + 2l − 2i)!

i!(l − i)!(r + n + 2l − 2i)!(n + l − i)!

+Λn,m(x) + Ωn,m(x) (25)
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ただし，
Λn,m(x)

= −2r

π

(
x

2

)r−m−1
∞∑

l=n+m+1

(−1)l
(

x

2

)2l

·
n+m∑
i=0

(−1)i(n + m − i)!(n + 2l − 2i)!

i!(l − i)!(r + n + 2l − 2i)!(n + l − i)!

(26)

Ωn,m(x)

=

{
2r

(
x

2

)n+r
∞∑

l=0

(−1)l(n + 2l)!(x/2)2l

l!(r + n + 2l)!(n + l)!

}

·
{

2

π
Jn+m+1(x) ln

x

2
− 1

π

(
x

2

)n+m+1

·
∞∑

i=0

(−1)i

i!(n + m + i + 1)!

(
Γ ′(n + m + i + 2)

Γ (n + m + i + 2)

+
Γ ′(i + 1)

Γ (i + 1)

)(
x

2

)2i
}

(27)

である．

式 (22)の分子の第 2項は，Lommelの多項式のベ

キ級数展開式 (21)を用いて表し，同じベキで整理す

ると次式のようになる．

Lr,n,m(x)

=
2r

π(r − 1)!

(
x

2

)r−m−1
[(m−r)/2]∑

l=0

(
x

2

)2l

· 1

(m − r − 2l)!

l∑
i=0

{
(−1)i(l − i + r − 1)!

i!(l − i)!

· (m − r − 2l + i)!(n + m − i)!

(r + n + 2l − i)!

}
(28)

式 (25)と (28)を用いれば，式 (22)の分子は次の

ようになる．

fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x)

= −2r

π

(
x

2

)r−m−1

[
n+m∑
l=0

(
x

2

)2l

{
(−1)l

·
l∑

i=0

(−1)i(n + m − i)!(n + 2l − 2i)!

i!(l − i)!(r + n + 2l − 2i)!(n + l − i)!

}

−
[(m−r)/2]∑

l=0

(
x

2

)2l

{
1

(r − 1)!(m − r − 2l)!

·
l∑

i=0

(
(−1)i(l − i + r − 1)!(m − r − 2l + i)!

i!(l − i)!

· (n + m − i)!

(r + n + 2l − i)!

)}]
+ Λn,m(x) + Ωn,m(x)

(29)

上式の [ ] の中の 2 つの { } の部分は，0 ≤ l ≤
n + mなる整数に対して等しい（証明略）．それゆえ，∑n+m

l=0
−∑[(m−r)/2]

l=0
=

∑n+m

l=[(m−r)/2]+1
となる（こ

れにより，Ψr,n,m(x) の絶対値が小さくなる）．した

がって，次式が得られる．

fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x)

= −2r

π

(
x

2

)r−m−1
n+m∑

l=[(m−r)/2]+1

(
x

2

)2l

{
(−1)l

·
l∑

i=0

(−1)i(n + m − i)!(n + 2l − 2i)!

i!(l − i)!(r + n + 2l − 2i)!(n + l − i)!

}

+Λn,m(x) + Ωn,m(x) (30)

上式では，式 (29)の [ ]の中の前半部分の { } を
採用している．一方，その後半部分の { }を採用すれ
ば，次式が得られる．

fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x)

= −2r

π

(
x

2

)r−m−1

·
n+m∑

l=[(m−r)/2]+1

(
x

2

)2l

{
1

(r − 1)!(m − r − 2l)!

·
l∑

i=0

(
(−1)i(l + r − i − 1)!(m − r − 2l + i)!

i!(l − i)!

· (n + m − i)!

(r + n + 2l − i)!

)}
+ Λn,m(x) + Ωn,m(x)

(31)

上式 (30)あるいは (31)において，m � x ならば，

初項，すなわち，l = [(m− r)/2] + 1 の項が主要項で

あることが，項の比較と数値実験より確かめられる．

したがって，fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x) は次の

ように近似できる．ただし，それは，m− r の偶奇に

よって異なる．

i) �� � が偶数の場合（� = (�� �)�2 + 1）

式 (30)の { } で囲まれた部分を一般化された超幾
何級数で表し，その和を簡単な形で求めることを試み

た．しかし，そのための和の公式は発見できなかった．

そこで，式 (30)の代わりに，式 (31)に着目してみる

と次式が得られることが分かった．

fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x)

≈ −
(−1)(m−r)/22r−1x

(
m + r

2

)
!(n + m)!

π(r − 1)!
(

m − r

2
+ 1

)
!(n + m + 2)!
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·
m−r

2 +1∑
i=0

(−1)i(−1)i

(−m + r

2
− 1

)
i
(−n − m − 2)i

i!
(−m − r

2

)
i
(−n − m)i

(32)

上式において，(−1)i は，(−1)0 = 1，(−1)1 = −1，

(−1)i = 0 (i ≥ 2) であることより，i=0と 1の項だ

けが残るので，次のように表すことができる．

fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x)

≈ −
2r−1x

(
m + r

2
− 1

)
!(n + m − 1)!

π(r − 1)!
(

m − r

2
+ 1

)
!(n + m + 2)!

· {(m + 1)(m + n) + m − r + 2} (33)

したがって，Ψr,n,m(x)に対する評価式 EΨ は，次

式のように表される．

EΨ

≈ −
2r−1x

(
m + r

2
− 1

)
!(n + m − 1)!

π(r − 1)!
(

m − r

2
+ 1

)
!(n + m + 2)!

· {(m + 1)(n + m) + m − r + 2}
/{fr,n(x)Yn+m+1(x)} (34)

ii) �� � が奇数の場合（ � = (�� �� 1)�2 + 1）

m − r が偶数の場合と同様に，式 (30)の { } で囲
まれた部分を一般化された超幾何級数で表したものに

対して，その和を簡単な形で求めることを試みたが成

功しなかった．しかし，式 (31)に着目することによ

り，次式が得られることが分かった．

fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x)

≈ −
2r

(
m + r − 1

2

)
!(n + m)!

π(r − 1)!
(

m − r + 1

2

)
!(n + m + 1)!

·
m−r−1

2 +1∑
i=0

(−1)i(0)i

(−m − r + 1

2

)
i
(−n − m − 1)i

i!
(−m − r + 1

2

)
i
(−n − m)i

(35)

上式において，(0)i は，(0)0 = 1，(0)i = 0(i ≥ 1)

であることより，i=0の項だけが残るので，次のよう

に表すことができる．
fr,n(x)Yn+m+1(x) + Lr,n,m(x)

≈ −
2r

(
m + r − 1

2

)
!(n + m)!

π(r − 1)!
(

m − r + 1

2

)
!(n + m + 1)!

(36)

したがって，Ψr,n,m(x)に対する評価式 EΨ は，次

のように表される．

EΨ

= −
2r

(
m + r − 1

2

)
!

(n + m + 1)π (r − 1)!
(

m − r + 1

2

)
!

/{fr,n(x)Yn+m+1(x)} (37)

3. 数 値 例

表 1には，x=10，n=0，m=30に対して，r=1，2，

3，5，10，20の場合について，式 (9)の計算値，相対誤

差，Φn,m(x)，その評価式 EΦ，Ψr,n,m(x)，その評価

式 EΨ，Φn,m(x)−Ψr,n,m(x)，および，EΦ−EΨ の値

を示す．式 (9)の計算値と Φn,m(x)−Ψr,n,m(x) の値

は一致しており，誤差解析が正しいことを裏付けてい

る．EΦ と EΨ は，それぞれ，Φn,m(x)と Ψr,n,m(x)

の良い近似になっている．

表 2には，x=5，r=2に対して，n=0，2，4の場

合についての結果を示す．この場合にも，表 1と同様

なことがいえる．

さて，M >> x のとき，YM (x) は，Debyeの漸近

展開2) の初項

YM (x) ≈ −
√

2

π

(
M +

√
M2 − x2

x

)M

· e−
√

M2−x2
(M2 − x2)−

1
4 (38)

で近似でき，そのとき，|YM (x)| は M の単調増加

関数であると考えられる．このことより，式 (18)の

Φn,m(x) の評価式 EΦ は m の単調減少関数となるこ

とが分かる．実際に，数値実験により，x = 1(1)10，

10(10)200 に対して，n + m + 1 > x ならば，EΦ の

値は正で，m（この場合には，n + m）の単調減少関

数となることが数値実験により確かめられた．

式 (34)あるいは (37)で与えられる Ψr,n,m(x)の評

価式 EΨ の m に対する振舞いを，パラメータ x，n，

r，m の範囲が次のような場合について（「パラメー

タ範囲」ということにする），数値実験により調べた．

x = 1(1)10,10(10)200，n = 0(1)20，r = 1(1)20 の

すべての組合せについて，n+m+1 > x，m > r，お

よび，式 (18)の EΦ が 10−7 < EΦ < 10−50 を満足

する m の場合について，EΨ の値を調べた結果，そ

の値は正で，m の単調減少関数であることが確めら

れた．

上述の「パラメータ範囲」のとき，EΦ および EΨ

は，ともに mの単調減少関数であるが，そのとき，近

似式 (9)の相対誤差 (式 (16)あるいは (17)）の近似

値を表す |EΦ−EΨ | は m の単調減少関数になるとは

限らない．しかし，そのとき，|EΦ −EΨ | < EΨ であ
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表 1 x = 10，n = 0，m = 30 に対する Φn,m(x) およびその評価式 EΦ の値，
Ψr,n,m(x) およびその評価式 EΨ の値，Φn,m(x)−Ψr,n,m(x)，EΦ − EΨ

Table 1 Φn,m(x),EΦ ,Ψr,n,m(x),EΨ and EΦ − EΨ for x = 10,n = 0 and m = 30

where EΦ is estimate of Φn,m(x) and EΨ is that of Ψr,n,m(x).

(a) r = 1 (b) r = 2 (c) r = 3

Approximation 1.06701130395638 · 100 4.94137434149069 · 101 4.94137434149069 · 101

Relative error −3.33 · 10−13 −3.55 · 10−13 −5.10 · 10−12

Φn,m(x) 1.75 · 10−13 1.75 · 10−13 1.75 · 10−13

EΦ 1.57 · 10−13 1.57 · 10−13 1.57 · 10−13

Ψr,n,m(x) 5.09 · 10−13 5.30 · 10−13 5.27 · 10−12

EΨ 4.56 · 10−13 4.75 · 10−13 4.72 · 10−12

Φn,m(x)−Ψr,n,m(x) −3.33 · 10−13 −3.55 · 10−13 −5.10 · 10−12

EΦ − EΨ −2.99 · 10−13 −3.18 · 10−13 −4.57 · 10−12

(d) r = 5 (e) r = 10 (f) r = 20

Approximation 3.92142136392223 · 102 2.02699448166748 · 103 3.71794886755064 · 101

Relative error −5.25 · 10−11 −5.73 · 10−9 −2.78 · 10−4

Φn,m(x) 1.75 · 10−13 1.75 · 10−13 1.75 · 10−13

EΦ 1.57 · 10−13 1.57 · 10−13 1.57 · 10−13

Ψr,n,m(x) 5.27 · 10−11 5.73 · 10−9 2.78 · 10−4

EΨ 4.72 · 10−11 5.11 · 10−9 2.38 · 10−4

Φn,m(x)−Ψr,n,m(x) −5.25 · 10−11 −5.73 · 10−9 −2.78 · 10−4

EΦ − EΨ −4.70 · 10−11 −5.11 · 10−9 −2.38 · 10−4

表 2 x = 5，r = 2 に対する Φn,m(x) およびその評価式 EΦ の値，Ψr,n,m(x) および
その評価式 EΨ の値，Φn,m(x)−Ψr,n,m(x)，EΦ − EΨ

Table 2 Φn,m(x),EΦ ,Ψr,n,m(x),EΨ and EΦ − EΨ for x = 5 and r = 2 where EΦ

is estimate of Φn,m(x) and EΨ is that of Ψr,n,m(x).

(a) n = 0 m = 20 (b) n = 2 m = 18 (c) n = 4 m = 16

Approximation 5.21445527685530 · 100 2.85926173422604 · 100 6.90328656708090 · 10−1

Relative error −4.96 · 10−12 −9.25 · 10−12 −3.87 · 10−11

Φn,m(x) 1.65 · 10−12 1.65 · 10−12 1.65 · 10−12

EΦ 1.55 · 10−12 1.55 · 10−12 1.55 · 10−12

Ψr,n,m(x) 6.61 · 10−12 1.09 · 10−11 4.04 · 10−11

EΨ 6.23 · 10−12 1.03 · 10−11 3.81 · 10−11

Φn,m(x)−Ψr,n,m(x) −4.96 · 10−12 −9.25 · 10−12 −3.87 · 10−11

EΦ − EΨ −4.68 · 10−12 −8.72 · 10−12 −3.65 · 10−11

ることが数値実験により確かめられた．したがって，

近似式 (9)の相対誤差は，EΨ で見積もってもよいこ

とになる．これにより，10進 16桁の精度で，fr,n(x)

を計算するために必要な m の値を求めることにした

（式 (5)より，n+mの値が漸化式 (6)の繰返し回数で

ある）．n=0,1,2,3,4，r=1,2,3，x=1(1)10,10(10)100

に対して，EΨ < 0.5 · 10−16 を満足する最小の m を

求めたものを表 3に示す．実際の計算では，用いる n

と r に対して，プログラム中に，これらの値を表にし

たもの，あるいは，適当な区間ごとに，x の 1次式で

近似したものを用意しておき，それにより，漸化式の

繰返し回数を求めるとよい．

4. お わ り に

本論文では，漸化式を用いる関数 Jn(x) の繰返し

積分の数値計算法の誤差解析を行った．その結果とし

て，有用な誤差の評価式が得られた．
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