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SPH法と Shallow Water モデルによる

高速な流体シミュレーション

仲田 拓也1 藤澤 誠1,a) 三河 正彦1,b)

概要：本論文では大規模なシーンを高速に計算をするための流体シミュレーション手法を提案する．提案

手法では，2次元の SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) 法を用いた Shallow Water シミュレーショ

ンと 3次元の SPH法を組み合わせることで，高速かつ 3次元的な動きにも対応する．2次元パーティクル

から 3次元パーティクルを生成し，運動量を保存するように相互作用を計算することで現実的な振る舞い

を実現している．また，提案手法を様々なシーンで実験することでその有効性を確認した．

1. はじめに

近年，自然現象をコンピューターグラフィックスで再現

するために物理シミュレーションが用いられている．その

中でも津波や洪水，爆発などの流体現象を再現するために

流体シミュレーションが使われている．ゲームなどのイン

タラクティブなアプリケーションでは，高精細かつリアル

タイムな計算速度が求められているが，高精細な流体シ

ミュレーションは計算コストが高く，特に川や湖や海など

の大規模な流体シミュレーションをリアルタイムで計算す

ることは難しい．このような流体シミュレーションを実現

するための方法の一つに Shallow Waterモデルによる流体

シミュレーションがある．この方法は 3次元流体の運動計

算を 2次元の流体表面の運動計算だけで近似することで計

算コストを減らした方法であり，高速に計算が可能である．

しかし，流体表面の上下運動しか扱えないため，しぶきや

大きな波が作り出すトンネル形状など，水が覆いかぶさる

ような 3次元的な挙動を表現できないということが問題と

なる．

本論文では 2 次元のパーティクル法を用いた Shallow

Waterモデルによる波のシミュレーションに対して，3次

元的な動きをパーティクル法の一種である SPH(Smoothed

Particle Hydrodynamics)法により追加することで，より

高精細で高速な流体シミュレーションを実現する方法を提

案する．提案手法では Shallow Waterモデルにより，大規

模なシーンでも高速に計算可能であり，かつ，従来手法で
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は実現できなかった 3次元的な挙動を 3次元の SPH法と

組み合わせることで実現する．　

2. 関連研究

2.1 流体シミュレーションに関する関連研究

流体シミュレーションを行うために，オイラー的手法の

一つであるグリッド法 [1]そして，ラグランジュ的手法の

一つであるパーティクル法についての研究が盛んに行わ

れている．パーティクル法の中でも計算速度，実装の容易

さから SPH法 [2]が一般的に用いられている．SPH法を

用いた流体シミュレーションにおいて，流体の質量保存は

パーティクル数が変化しない限り満たされる．しかしパー

ティクル同士が重なり合うことで，流体が圧縮してしまう

という問題点がある．この問題を解決するためにWCSPH

法 [3]や PCISPH法 [4]といった非圧縮性を保つ手法が提

案されている．Macklinら [5]は初期密度を保つような拘

束条件から，パーティクルの位置を直接修正することによ

り高い非圧縮性を保つ手法を提案した．この手法は非圧縮

性を保ちつつインタラクティブな速度を実現可能であるた

め，本論文では 3Dパーティクルの運動計算にこの手法を

用いる．

2.2 リアルタイム流体シミュレーションに関する関連研究

リアルタイム流体シミュレーションを実現するために，

さまざまな手法が提案されている．計算コストを減らすた

めに，3次元の流体シミュレーションの代わりに，水面を

表す 2次元高さ場を用いる方法がある．Kassら [6]は波動

方程式により高さ場を動かすことでリアルタイムシミュ

レーションを実現した．しかしこの手法は運動量が考慮さ

c© 2015 Information Processing Society of Japan 1

Vol.2015-CG-158 No.1
2015/2/27



情報処理学会研究報告

IPSJ SIG Technical Report

れていないため，物理的な表現とはなっていない．Layton

ら [7]はナビエ・ストークス方程式に基づく速度場を用い

て，2次元のグリッド法により Shallow Water Equation(以

下 SWE)を解く方法を提案した．Leeら [8]と Solenthaler

ら [9]はパーティクルを用いて SWEを解くシミュレーショ

ン手法を提案した．しかし，Shallow Waterモデルは水面

のシミュレーションであるため，流体が覆い被さるよう

な 3次元的な挙動を表現することができない．Chentanez

ら [10] はグリッド法による Shallow Waterモデルに対し

て，しぶきなどの 3次元的な挙動がおこる箇所を検出し，

その箇所にパーティクルを生成することにより，高精細

なリアルタイム流体シミュレーションを実現した．また

Thureyら [11]は波が覆いかぶさる部分を検出し，その箇所

にメッシュを生成，そのメッシュを移流させることで波が

覆い被さる 3次元的な挙動を実現した．Chentanezら [12]

は Shallow Water モデルに 3 次元のグリッド法を組み合

わせることにより高精細なしぶき表現を実現した．Wang

ら [13]は Shallow Waterモデルに表面張力を追加する手法

を提案している．これらの方法はいずれも限定されたシー

ンでのみ効果を発揮するものである．

本論文では 2D パーティクルによる Shallow Water シ

ミュレーションに対して，波の覆い被さり，しぶきなどの

3次元的な挙動を，3Dパーティクルを追加することにより

実現する方法を提案する．水面と 3次元的な挙動の両方が

にパーティクルで表現されるため，運動計算やレンダリン

グの際に親和性が高く，違和感のないシミュレーションが

可能となる．また 3Dパーティクルの運動量を保存するよ

うに，2Dパーティクルとの相互作用を計算することで現

実的な挙動を実現している．

3. 提案手法

本論文では Shallow Waterモデルを用いて 2次元のパー

ティクル法により波のシミュレーションを行う (§3.1)．こ
の 2Dシミュレーションでは，砕け波やしぶきなど 3次元的

な動きは再現できない．そこで 2Dシミュレーション結果

をもとに 3Dパーティクルの生成 (§3.3)および削除 (§3.4)
を行い，その運動計算を行う (§3.2)ことでこれらの現象を
追加する．最後に 2Dパーティクルと 3Dパーティクルをあ

わせてレンダリングする (§3.5)．これらを各タイムステッ
プ毎に実行する．以降の節で処理の詳細を説明していく．

3.1 2Dパーティクルシミュレーション

しぶきなどの 3 次元的な挙動を 3D パーティクルで表

現するため，グリッド法ではなくパーティクル法による

Shallow Water シミュレーションを用いる．本論文では

2Dパーティクルにより SWEを解くことで全体的な動きを

求める [9]．重力は y軸に対して加わると仮定し，2Dパー

ティクルは xz 平面上に配置され，xz 平面内での 2次元的

図 1 パーティクルに対する高さ定義

な動きから高さを求める．

3.1.1 2Dパーティクルによる

Shallow Water シミュレーション

Shallow Waterモデルによるシミュレーションでは，シ

ミュレーション空間をグリッド分割し，グリッドごとに定

義された高さ場を，速度場に従って変化させることでシ

ミュレーションを行う [7]．SWEはナビエ・ストークス方

程式に基づいた式であり，水面の運動を表している式であ

る．SWEを解くことで，流体の速度場を更新し，その速

度をもとに高さ場を変化させ，シミュレーションを行う．

SWEは流体の質量と運動量の保存を表しており以下のよ

うに記述できる．

∂h

∂t
= −∇ · (hu) (1)

Du

Dt
= −g∇(h+H(x)) + aext (2)

ここで hは水深，uは流体の速度，gは重力，H(x)は位置

xにおける地形の高さ，aext は外力を表す．

本論文では，しぶきなどの 3次元的な挙動を 3Dパーティ

クルを用いて表現するため，Shallow Water シミュレー

ションもグリッド法でなく，パーティクル法を用いて解く．

よって式 (1)，式 (2)を 2次元の SPH法を用いて解く [9]．

SPH Shallow Water シミュレーションでは，グリッド毎に

定義される高さ場の代わりに，図 1のように各パーティク

ルに高さを定義し，以下の式を解くことで各パーティクル

の高さを更新する．

hi =
ρ2Di
ρ0

(3)

hi，ρi はそれぞれパーティクル iの水深と密度，ρ0 は水

の初期密度である．式 (3)により式 (2)は以下のように書

き換えられる．

∂u2D
xz

∂t
= − g

ρ0
∇ρ2Di − g∇H(x) + aext (4)

u
2D
xz は 2Dパーティクルの xz 方向の速度である．式 (4)

により 2Dパーティクルの速度 u
2D
xz と位置 x

2D
xz をタイム

ステップ幅∆tごとに更新する．また x2D
y = hi +H(x2D

xz )

とする．SPH Shallow Water シミュレーションでは，パー

ティクルの位置が変化することにより，密度が変わり，密度

の変化を式 (3)で高さに変換することで水面のシミュレー

ションが行える．
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3.1.2 SPH Shallow Waterの実装

安定化

2Dパーティクルの安定したシミュレーションを行うた

めに最大速度を
√
ghi でバインドする．

√
ghi は波動方程

式から求めた，長波における水の伝播速度である．また安

定化のために，Leeら [8]と同様に Shallow Waterモデル

に粘性項 ν∇2
uを追加する．ν(= µ/ρ)は動粘性係数であ

る．粘性項により式 (4)は以下の式 (5)のように書き換え

られる．

∂u2D

xz

∂t
= − g

ρ3D
∇ρ2Di − g∇H + ν∇2

u
2D

xz
+ aext (5)

図 2に粘性項の有無によるシミュレーション結果の違いを

示す．

粘性項あり 粘性項なし

図 2 粘性項の追加による安定化

境界処理

SPH法ではシミュレーション境界や固体境界において，

近傍パーティクルが少なくなり，境界付近の粒子の密度が

小さくなってしまう．結果として密度が小さい粒子に他の

粒子が集まり圧縮してしまうという問題点がある．そこで

シミュレーション境界と固体内部に物理量の計算に用いる

境界パーティクルを配置することで，境界付近で粒子の密

度が小さくなることを防ぐ．またシミュレーション境界に

流体パーティクルが接触した際には，速度を 0としている．

近傍パーティクル探索

SPH法では近傍の粒子によって物理量を求めるので近

傍探索をする必要がある．総当たりで近傍探索を行うと，

パーティクル数が N の時 O(N2)で計算コストがかかるの

で，近傍探索の高速化を行う．高速化にはハッシュを用い

た空間分割法 [14]を CPU上で実装して用いた．

3.2 3Dパーティクルシミュレーション

3Dパーティクルの運動には Position Based Fluids[5]を

用いる．この手法はナビエ・ストークス方程式の圧力項を

計算する代わりに，位置を繰り返し修正することで高速か

つ高い非圧縮性を保つ位置ベース手法である．高い非圧縮

性により，パーティクル間隔が保たれ，3Dパーティクル

と 2Dパーティクルを合わせてレンダリングする際に違和

感のないメッシュ形成が可能となる．

3.3 3Dパーティクルの生成

Shallow Waterモデルでは波の覆い被さりやしぶきなど

図 3 3D パーティクルの分類と初速度の方向

の 3次元的な現象を表現することができない．このような

現象を表現するために 3Dパーティクルを生成する．これ

らの現象は，2Dパーティクルの水深 hiが大きく増加する，

つまり水面が上昇する際に起こると考え，2Dパーティク

ルが以下の条件式を満たすとき，3Dパーティクルを生成

する．

hi − hprev
i

∆t
> γ3D (6)

hprev
i は前ステップの 2Dパーティクルの水深，γ3D は 3D

パーティクル生成のための閾値である．式 (6)の条件を満

たしたパーティクルを近傍パーティクル j の最大高低差

hdiff = max(hj) −min(hj)に応じて分類分けする．ここ

でmax(hj)は近傍 2Dパーティクルの最大の高さ，min(hj)

は近傍 2Dパーティクルの最小の高さである．

3Dパーティクルを hdiff の値によりTop，Splash，Steep

パーティクルに分類する．図 3に示すように，hdiff ≦ γtop

の時 Top パーティクルを生成，γtop < hdiff < γsteep の

場合 Splashパーティクルを生成，γsteep ≦ hdiff である時

Steepパーティクルを生成する．ここで 0 ≦ γtop ≦ γsteep

である．Topパーティクルは hdiff が小さい時，Steepパー

ティクルは hdiff が大きい時，Splashパーティクルは hdiff

がこの二つの間の時に生成されるパーティクルである．

3Dパーティクルの初期位置は分類によらず以下とする．

x
3D
xz = x

2D
xz (7)

x3D
y = (1− αheight)h

2D
i + αheight max(hj) (8)

αheightは 3Dパーティクルの生成高さを調整する係数であ

る．本論文では，αheight = 0 ∼ 0.3を用いている．それぞ

れのパーティクルの説明と初速度の計算方法を以下に示す．

• Topパーティクル

図 3 に示すように，hdiff が小さい時，3D パーティ

クルは垂直に飛び出すとして速度を以下のように計算

する．

u
top
xz = 0 (9)

utop
y = ktop

hi − hprev
i

∆t
(10)
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図 4 3D パーティクルの削除条件

ここで ktop は Topパーティクルの速度係数である．

• Steepパーティクル

図 3 に示すように，hdiff が大きい時，3D パーティ

クルは斜めに飛び出すとして速度を以下のように計算

する．

u
steep
xz =

a2Dxz
|a2Dxz |

√

ghi (11)

usteep
y = ksteep

hi − hprev
i

∆t
(12)

ここで ktop は Topパーティクルの速度係数，a2Dxz は

2Dパーティクルの xz 方向の加速度のベクトルであ

る．式 (11)の右辺の
√
ghi は波動方程式から求めた，

長波における水の伝播速度である．

• Splashパーティクル

SplashパーティクルはTopパーティクルと Steepパー

ティクルの間にあり (図 3)，両パーティクルの速度を

線形に補間することで，初速度を計算する

u
3D
xyz = αsplashu

steep
xyz + (1− αsplash)u

top
xyz (13)

ここで αsplashは Splashパーティクルの補間係数であ

り，本論文では αsplash = (hdiff −γtop)/(γsteep−γtop)

とする．

3.4 3Dパーティクルの削除

xz平面上において 3Dパーティクルの y座標値が，近傍

半径 l2D 以内に存在する全近傍 2Dパーティクルの y座標

値よりも低い場合，3Dパーティクルの削除を行う (図 4)．

削除の際に近傍半径 l2D 以内に存在する近傍 2Dパーティ

クルに対して，3Dパーティクルの xz方向の運動量と y方

向の運動量を保存するように 2Dパーティクルの速度を以

下の式 (14)で更新する．

u
2D
xz =

m2D
i u

2D
xz +

m3D
i

Nneigh

(

u
3D
xz + |u3D

y | rxz

|rxz|

)

m3D
i

(14)

Nneigh は近傍 2Dパーティクルの個数，rxz は xz 平面に

おける 3Dパーティクルから近傍 2Dパーティクルへの相

対位置を表している．m2D
i u

2D
xz は元の 2Dパーティクルの

運動量であり，これに 3Dパーティクルの運動量を加える．

図 5 ゴーストパーティクルの配置例

3Dパーティクルの運動量m3D
i u3D を近傍 2Dパーティク

ルに均等に分散させるために，質量 m3D
i を近傍 2Dパー

ティクルの個数Nneigh で割っている．3Dパーティクルの

xz 方向の運動量 (m3D
i u

3D
xz /Nneigh)は，2Dパーティクル

の xz 方向の運動量としている．3Dパーティクルの y 方

向の運動量は 2Dパーティクルを押しのける力として，2D

パーティクルとの相対位置方向に変換している．

3.5 レンダリング

本論文では Screen Space Meshes(以下 SSM)[15]を用い

てメッシュ生成を行う．この手法は 2D空間でメッシュを

生成するので，計算コストが低い．視点から見える部分の

みにメッシュが生成されるので，ライティングの際に一回

の屈折しか考慮できないという問題点があるが，提案手法

ではシーン中の大部分において，表面のみにしかパーティ

クルがないためこの方法を用いた．

SSMはパーティクルがない部分にはメッシュが張られ

ないため，2D パーティクルの動きの差が大きい場合に，

2Dパーティクルが疎になり，メッシュに穴があいてしま

う．そこで，レンダリングの際に図 5に示すようにゴース

トパーティクルを生成しメッシュに穴があくことを防ぐ．

ゴーストパーティクルを生成する条件は以下となる．

γghost < |x2D
xyz − x

2Dprev
xyz | (15)

x
2Dprev
xyz は前ステップの 2D パーティクルの位置である．

γghost はゴーストパーティクル生成閾値である．ゴース

トパーティクルは前ステップの 2D パーティクルの位置

と現在の 2D パーティクルの位置を結ぶ直線上に配置す

る．配置する範囲は，x
2Dprev
xyz < x

2D
xyz である時 x

2D
xyz から

x
2D
xyz + kghost(x

2Dprev

xyz − x
2D
xyz)まで，x

2D
xyz < x

2Dprev

xyz であ

る時 x
2Dprev

xyz から x
2Dprev

xyz + kghost(x
2D
xyz − x

2Dprev

xyz )までと

した．kghost はゴーストパーティクルの補間距離係数であ

る．本論文では kghost = 2 ，γghost = r2D/2，ゴースト

パーティクルを配置する間隔は r2D としている．r2D は

パーティクル 2Dの半径である．図 6にゴーストパーティ

クルの有無によるシミュレーション結果の違いを示す．
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表 1 シーンごとのパラメータ

シーン 1 シーン 2 シーン 3 シーン 4 シーン 5

3D パーティクル高さ係数 αheight 0.3 0.3 0.3 0 0.3

3D パーティクル生成閾値 γ3D 3 5 1.5 3 4

Top パーティクル生成閾値 γtop 0.1 0.13 0.15 0.07 0.1

Steep パーティクル生成閾値 γsteep 0.15 0.15 0.2 0.15 0.2

Top パーティクル速度係数 ktop 0.3 0.3 0.6 0.5 0.1

Steep パーティクル速度係数 ksteep 0.2 0.1 0.2 0.5 0

ゴーストパーティクルあり ゴーストパーティクルなし

図 6 ゴーストパーティクルによる補間

4. 実験結果と考察

本論文を CPU上で実装し，図 7に示す 5つのシーンで実

験を行った．実行環境はCPU:Intel Corei5-3470 3.20GHz，

GPU:NVIDIA GeForce GTX 680 である．スクリーンサ

イズは 1, 280× 720，タイムステップ幅∆t = 0.005として

いる．3Dパーティクル生成の際の閾値及び係数を表 1に

示す．

シーン 1は中央の水が流れ出し，四方の壁で跳ね返り，

中央で水柱があがる様子をシミュレーションしたもので

あり，図 7(a)に示すように激しいシーンにおいても 3次

元的な挙動が表現できていることがわかる．しかし，2D

パーティクルが急激に集まった際に，密度が大幅に上昇し，

現実と比べて大きな水柱が生じてしまう．これは Shallow

Water モデルによるシミュレーションでは一定以上の激し

い動きを正しく表現できないためであると考えられる．こ

の問題点の対策としては，2Dパーティクルに対して，高さ

変化の上限を設定することが有効であると考えられる．図

7(b)のシーン 2は中央にある水塊が左右の壁で跳ね返り，

中央で再び水がぶつかる様子をシミュレーションしたもの

である．壁で水が跳ね返る際に水が覆いかぶさる現象，中

央付近でぶつかる際にしぶきが垂直方向にあがる現象が観

測できることから，3Dパーティクルの生成の際の初期位

置，初速度の場合分けが有効であると考えられる．図 7(c)

に示すシーン 3 は複数の水滴が垂直に落下し，水面でし

ぶきをあげる様子をシミュレーションしたものである．図

7(d)のシーン 4は，ななめに速度を持った水滴が落下し，

しぶきをあげる様子をシミュレーションしたものある．こ

れらのシーンではしぶきがあがる様子が確認できることか

ら，垂直方向，水平方向の運動量保存が有効であると考え

られる．図 7(e)のシーン 5は，水が流れ出し，シミュレー

ション空間内にある物体でしぶきをあげる様子をシミュ

レーションしたものである．複雑な地形においても，3D

パーティクルによりしぶきがあがることで，ある程度の現

実的な振る舞いが観測できた．しかし複雑な地形において

は，3Dパーティクルの挙動が不自然なものとなる場合が

ある．これは，様々な水の流れが合流するような場合にお

いて，適切な初速度が設定できていないことが原因である

と考えられる．

各シーンにおける計算時間を表 2に示す．3Dパーティ

クル数が多くなるほど計算コストが高くなっている事が分

かる．

5. まとめと今後の課題

本論文では 2 次元のパーティクル法を用いた Shallow

Waterモデルによる波のシミュレーション結果に対して，

3次元のパーティクルを追加することで，3次元的な挙動

を表現できるシミュレーション手法を提案した．3次元の

パーティクルを発生時の状況により 3種類に分類し，それ

ぞれの運動を決定することで様々な表現を可能にした．そ

して 3次元パーティクルの運動量を保存することで，現実

的な振る舞いを可能にした．実験では，様々な状況におい

て本論文が有効であることを示した．

今後の課題としてはメッシュ形成の問題があげられる．

本論文では SSM[15]を用いているが，パーティクルが疎で

ある箇所でゴーストパーティクルを用いてもまだ穴があい

てしまうという問題がある．この問題を解決するための単

純な方法は，ゴーストパーティクルを増やすことである．

しかし，適切な位置にゴーストパーティクルを増やさなけ

れば，本来と異なる水面が形成されてしまうので，生成位

置をどのように求めるかを考える必要がある．またしぶき

の生成条件に対する考察も不十分であり検討する必要があ

る．本論文では，閾値による生成，場合分けを行っている

が，不自然な挙動のものがあった．この問題を解決するた

めに，閾値を動的に変更するなどの対策が必要となる．ま

た，提案手法では 3Dパーティクル数が多い場合に計算速

度が遅くなってしまう．そこで GPUを用いた並列計算に

より高速化を行い，リアルタイムでのシミュレーションを

実現したい．
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表 2 シーンごとの実行結果

シーン 1 シーン 2 シーン 3 シーン 4 シーン 5

平均計算時間 (fps) 1.82 4.29 4.31 4.72 5.67

最大計算時間 (fps) 0.92 1.87 2.59 2.70 3.62

2D パーティクル数 13, 700 11, 200 10, 800 10, 800 24, 600

最大 3D パーティクル数 24, 774 12, 817 8, 000 8, 000 4, 264

(a) シーン 1

(b) シーン 2

(c) シーン 3

(d) シーン 4

(e) シーン 5

図 7 それぞれのシーンの実行結果
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