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GPUクラスタ上の AMG法の高速化 
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 本研究は，ポアソン方程式を題材に GPU クラスタを用いた AMG 法の高速化を行う．まず，GPU クラスタ上で，
問題の性質やサイズによらず高速に収束する緩和法を選択する必要がある．そこで緩和法に， GPU 上でよく使用さ
れる Jacobi 法に加え，Multicolor Gauss–Seidel 法や Chebyshev 多項式緩和法を適用し，これらが性能に与える影響を分

析する．さらに，AMG 法の最適化として，粗いレベルの精度を下げた混合精度を適用することで高速化を行った．
緩和法の比較については，Chebyshev 多項式緩和法が他の緩和法に対して良い性能を示した．さらに，混合精度を適
用することにより，一般的である倍精度で Jacobi 法を適用した実装と比較すると，最大で約 1.9 倍高速となる場合が

あった．  

 
 

1. はじめに   

 様々な物理解析にあらわれる偏微分方程式は，有限要素

法や有限差分法などを用いて，連立一次方程式で近似する

ことができる．代数的マルチグリッド法（AMG 法）は，

これらの連立一次方程式を高速に解く反復解法である[1]．  

 AMG 法は，粗い問題を複数生成し，マルチレベルを構

成して反復的に解を求める．AMG 法で解を求める際，各

レベルでは緩和法と呼ばれる実際に解を近似する計算が必

要であり，Jacobi 法や Gauss–Seidel 法のような定常反復解

法が利用される．解法部の性能は，緩和法にどのような解

法を適用するかによって大きく左右される．Jacobi 法は，

単純な緩和法の一つであり，GPU 上での細粒度並列が容易

である．そのため，GPU 上での AMG 法では Jacobi 法を用

いた研究が多く存在している[1] [2]．しかし，Jacobi 法は問

題の性質によっては収束が困難な場合がある．また，Gauss–

Seidel 法は，Jacobi 法と比較して高い収束性能をもつが，

未知数の更新において計算に依存性が発生するため，並列

化が困難である．これらに対し，Chebyshev 多項式緩和法

は，Jacobi 法同等の並列性に加え，高い収束性をもつ緩和

法である[3] [4]．この緩和法は，多項式の次数による，計

算量と収束性の調整や，問題の固有値を用いた最適化が可

能であるため，広い範囲の問題に対して高い性能が期待で

きる． 

 我々はこれまでに Chebyshev 多項式緩和法を AMG 法に

適用し，1GPU や 2GPU の環境で評価を行ってきた[5]．本

研究では，GPU クラスタ上で最大 64GPU を使用し，

Chebyshev 多項式緩和法を AMG 前処理付 BiCGStab 法

（AMG-BiCGStab 法）の緩和法として適用した．比較対象

には，Jacobi 法，Multicolor Gauss–Seidel 法を使用し，評価

を行った．また，前処理として用いる AMG 法を混合精度

にすることにより，緩和法の選択と合わせて高速化を図っ

た．その上で数値実験を行い，ストロングスケーリング，

ウィークスケーリングの観点から分析を行った． 

                                                                 
 †1 工学院大学   

   Kogakuin University   

2. AMG法 

 本章では AMG 法の説明を行う．AMG 法は，大規模な非

構造格子の問題を対象とする数値解法である．これは，マ

ルチグリッド法のように数段階にわけて粗い問題を生成し，

これらの小規模な問題を利用して問題を解く．粗い問題を

生成する段階を構築部，生成した問題を利用し反復的に解

を求める段階を解法部と呼ぶ．AMG 法には粗い問題の生

成方法にいくつかの種類があり，本研究では問題の構築に

Smoothed Aggregation AMG（SA-AMG）法[6] [7]を用いた． 

 構築部で粗い問題を生成する際，レベル間を移動するた

めの行列として Restriction 行列と Prolongation 行列を同時

に生成する．構築部ではこの操作を，問題が十分に小さく

なるまで再帰的に行う．本研究では，行列が 100 行未満と

なる問題を最も粗い問題とした． 

 構築部は逐次的な処理が多く，GPU 上で実行しても性能

が出ないという研究があり，本研究では GPU による高速化

の対象としない[1]． 

 解法部では構築部で生成した問題を用い，マルチレベル

を構成して計算を行う．計算は，もとの問題となる最も細

かい問題から，最も粗い問題へ向かって順に処理を行った

後，再び細かい問題へ向かって処理を行っていく．このレ

ベルの行き来が V 字を思わせるため，この方法を V-cycle

と呼ぶ．図 1 は，3 階層の V-cycle である． 

 V-cycle では，各階層で緩和法を数回ずつ使用しながらレ 

 

 

図 1 V-cycle 
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ベルを移動する．粗いレベルへ移動するときは，そのレベ

ルでの残差ベクトルを計算し，Restriction 行列との疎行列

ベクトル積を行う．得られたベクトルは，粗いレベルでの

右辺ベクトルとして使用する．細かいレベルへ移動すると

きは，Prolongation 行列と粗いレベルの解ベクトルとの疎行

列ベクトル積を行い，細かいレベルの解ベクトルに加算し

て解の補正を行う．また，最も粗い問題に対しては，緩和

法を数十回使用して十分に近似するか，直接解法で解を求

める． 

3. 高速化手法 

 本章では，AMG 法の高速化手法について説明する．本

研究では AMG 法の高速化のために，高速な緩和法の選択

と V-cycle の混合精度化を行った．まず，実験で使用する

緩和法について説明を行い，Chebyshev 多項式緩和法の性

質を示す．次に，AMG 前処理向けに実装した混合精度

V-cycle に つ い て 説 明 を 行 う ． ま た ， 本 研 究 の

AMG-BiCGStab 法で用いる，疎行列計算の GPU 上での最

適化についても述べる． 

 

3.1 緩和法 

 AMG 法において，緩和法は性能を左右する大きな要因

となる．本研究では，Jacobi 法，Gauss–Seidel 法，Chebyshev

多項式緩和法[3]の3つを比較に用いた．Gauss–Seidel法は，

純粋な並列化が不可能であるため，Multicolor 法によって

並列性を抽出した Multicolor Gauss–Seidel 法[8]を用いた．

これは，依存性を考慮して未知数を彩色し，GPU 向けに各

色の要素が連続するように行列のリオーダリングを行った

手法である． 

 これらの緩和法は，方程式𝐴𝒙 = 𝒃について全て式(1)のよ

うに一般化することが可能である．ここで 𝑘は反復回数を

示す．式(1)における𝑀−1は𝐴を利用した行列であり，Jacobi

法，Gauss–Seidel 法ではそれぞれ𝐷−1，(𝐷 + 𝐿)−1を用いる．

𝐷，𝐿はそれぞれ行列𝐴の対角行列，下三角行列である． 

 𝒙(𝑘+1) = 𝒙(𝑘) + 𝑀−1(𝒃 − 𝐴𝒙(𝑘)) (1) 

 Chebyshev 多項式緩和法では，𝑀−1に𝐴を利用した多項式

を利用して計算を行う．式(1)を変形し，式(2)を得る． 

 𝒙(𝑘+1) = 𝑃𝑚(𝐴)𝒙(𝑘) + 𝑀−1𝒃 

𝑃𝑚(𝐴) = 𝐼 − 𝑀−1𝐴 
(2) 

また，真の解を𝒙∗とすると，反復しても更新されないた

め，式(3)が得られる． 

 𝒙∗ = 𝑃𝑚(𝐴)𝒙∗ + 𝑀−1𝒃 (3) 

 ここで，式(2)と式(3)の差をとると，式(4)が得られる．

式(4)は，𝑘 + 1反復時の誤差を表している．このベクトルが

𝑃𝑚(𝐴)の固有ベクトルの線型結合であると考えたとき，

𝑃𝑚(𝐴)の固有値が 0 に近いほど 1 反復での誤差の減少が大

きいことを示している．  

 𝒙(𝑘+1) − 𝒙∗ = 𝑃𝑚(𝐴)(𝒙(𝑘) − 𝒙∗) (4) 

Chebyshev 多項式緩和法では，𝑃𝑚(𝐴)を Chebyshev 多項式

を用いた式(5)を用いて決定する．𝑇𝑚は，𝑚次の Chebyshev

多項式である．式(5)は，𝛼と𝛽の範囲内で関数の絶対値を最

小化する式として知られている．この場合は𝐴が行列であ

るため，𝑃𝑚(𝐴)を最小化する範囲として，𝐴の固有値の範囲

を指定する．具体的には，𝛽に問題行列𝐴の最大固有値を与

えることで，𝑃𝑚(𝐴)の固有値の絶対値が全て 1未満となり，

Chebyshev 多項式緩和法で解が収束する． 

 

𝑃𝑚(𝐴) =
𝑇𝑚 (

𝛽 + 𝛼 − 2𝐴
𝛽 − 𝛼

)

𝑇𝑚 (
𝛽 + 𝛼
𝛽 − 𝛼

)
 

𝑇0(𝑥) = 1,  𝑇1(𝑥) = 𝑥, 

𝑇𝑚(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑚−1(𝑥) − 𝑇𝑚−2(𝑥),  

𝑚 = 2, 3, … 

(5) 

行列の最大固有値を近似した値を求めるために，まず共

役勾配法を使用し，反復ごとに得られる変数からサイズの

小さい Hessenberg 行列を作成する．この行列は，共役勾配

法の反復回数と同じ数の行となり，小さいサイズでも𝐴の

最大固有値によく近似された固有値をもつ[9]．本研究では

共役勾配法を 50 反復して Hessenberg 行列を作成し，これ

に対してべき乗法を用いて最大固有値を求めた．また，𝛼に

は𝐴の最小固有値を与えることが望ましいが，最小固有値

を求めるのは困難である．しかし，𝛼には厳密な最小固有

値を与える必要がないことがわかっており，A. H. Baker ら

の研究[4]では，マルチグリッド法において，物理形状の次

元数に応じて𝛼と𝛽の比を決定している．本研究でも同様に，

最小固有値を厳密に求めずに，𝛽の値を定数倍した小さい

値を用いた．しかし，本研究で AMG 法において問題の形

状から最適な比は確認できていない． 

Chebyshev 多項式緩和法は，疎行列ベクトル積とベクト

ル演算のみで構成されており，並列化が容易である．また，

疎行列ベクトル積の回数は𝑚次のとき𝑚回であり，計算量

は Jacobi 法などと比較して約𝑚倍となる．図 2 に，

𝛼 = 0.2, 𝛽 = 1.8としたときの 3 次と 5 次の𝑃𝑚(𝜆)を示す．

0 < 𝜆 < 2の範囲で𝑃𝑚(𝜆)の絶対値は 1 未満となっており， 

 

 

図 2 Chebyshev 多項式緩和法の𝑃𝑚(𝜆) 
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また，次数を増やした場合のほうがより 0 に近似され収束

性が向上する．次数の調整は，計算量と収束性に関わって

おり，問題の性質によって調整することが可能である． 

 

3.2 混合精度 V-cycle 

 AMG-BiCGStab 法では，実行時間の多くを V-cycle によ

る前処理が占めている．よって，V-cycle を高速化すること

で解法全体の性能を大きく向上させることができる．本研

究では，AMG 前処理向けの単精度を用いた V-cycle の混合

精度化を実装した． 

 V-cycle の計算は，精度の変更による収束性への影響が小

さいことがわかっている[10]．また，BiCGStab 法で行う疎

行列ベクトル積は，V-cycle の最も細かいレベルと同じ行列

を使用する．しかし，解法の入出力が倍精度のベクトルで

あることを想定すると，BiCGStab 法の精度を単精度に変更

することができない．V-cycle 専用に単精度の行列を別に確

保することも考えられるが，GPU では搭載メモリの制約が

あるため，メモリ使用量を十分に考慮しなくてはならない．

これらの理由から，単精度化の対象は V-cycle の粗いレベ

ルのみとした． 

 混合精度 V-cycle では，まずレベル 1 において倍精度の

緩和法を使用し，倍精度の行列とベクトルから単精度の残

差を得る．その後，単精度のみでレベル 2 へ移動し，粗い

レベルは全て単精度で計算する．レベル 2 からレベル 1 へ

移動する際は，レベル 2 の単精度の解を，レベル 1 の倍精

度の解へ加算する． 

 疎行列計算はデータの再利用性が低いため，メモリバン

ド幅によって性能が決定される．そのため，単精度の疎行

列は倍精度に比べ高速となる．今回使用する疎行列圧縮形

式を用いた緩和法や疎行列ベクトル積では，最内側のルー

プで浮動小数データ 2 つと整数データ 1 つをロードするた

め，倍精度では 20Byte，単精度では 12Byte となり，メモ

リアクセス量のみから判断すると，単精度化した部分は最

大で 1.66 倍の高速化が見込める． 

 

3.3 疎行列計算の最適化 

 本研究では，V-cycle の全てを GPU に実装した．V-cycle

で行われる主な計算は，疎行列ベクトル積であり，レベル

間の移動や緩和法で利用される．そのため，V-cycle では疎

行列の計算手法が実行効率に強く関わる．本研究では，1

スレッドが 1 行を計算する並列化を行い，これに適した疎

行列格納形式を選択した． 

 GPU では，連続したスレッドが連続したデータにアクセ

スする場合が最も効率的なメモリアクセスとなる．疎行列

を扱う際に一般的に用いられる CRS（Compressed Row 

Storage）形式では，各行の要素が非連続であるため，GPU

では高い性能が引き出せない．本研究では，ELL（ELL Pack）

形式に，各行の非ゼロ要素数を記録したベクトルを追加し

た疎行列圧縮形式を採用した．ELL 形式のままでは，各行

の非ゼロ要素数にばらつきがある場合，無駄な計算が増加

し性能が低下してしまう．本形式では，無駄な計算が連続

した 32 スレッド（Warp）内で最大の非ゼロ要素数に依存

するため，ELL 形式に比べて高い性能となる．各レベルの

問題行列，Restriction 行列，Prolongation 行列は全てこの形

式で格納し，計算を行う． 

また，Multicolor Gauss–Seidel 法は，同時に並列可能な部

分を同じ色として彩色する．彩色を行った際，もとの行列

のままでは同じ色同士が連続しておらず，メモリアクセス

効率が低下してしまう．そのため，同じ色となる行が連続

するようにリオーダリングを行い，色ごとに別の行列とし

てメモリに配置する．これらの行列について色ごとに順次

カーネルを実行することによって，高速なメモリアクセス

を実現している．また，粗いレベルでは依存性が複雑にな

り色数が大幅に増加してしまうために，並列性が低下して

しまう．本研究では，粗いレベルには Jacobi 法を適用する

ことで，これを回避している． 

4. 数値実験と考察 

 本章では，緩和法のパラメータ最適化を行い，高速な緩

和法の選択と混合精度 V-cycleによる高速化について，GPU

クラスタ上での実験に基づき評価を行う．まず，緩和法の

比較を行い，有効な緩和法を示す．その上で最も高速な緩

和法を選択し，混合精度 V-cycle による高速化の確認を行

う．また，その際の時間構成を分析し，評価を行う． 

 

4.1 実験環境 

 実験環境には，筑波大学計算科学研究センターの

HA-PACS ベースクラスタを利用した．ノード仕様を表 1

に示す．HA-PACS ベースクラスタでは，合計 268 台の計算

ノードがフルバイセクションバンド幅をもつ Fat-Tree ネッ

トワークで結合している．ネットワークハードウェアは

InfiniBand QDR 規格を 2 系統並列設置しており，片方向あ

たり 8GB/sec の理論ピークバンド幅となる[11]． 

 MPI には MVAPICH2 を利用し，コンパイラには gcc4.4.7

と nvcc5.5.22 を利用した． 

 

表 1 HA-PACS ベースクラスタ ノード仕様 

CPU 
Intel E5 2.6GHz (Sandy Bridge-EP) 

8core / socket x2 (16 core/node) 

GPU NVIDIA M2090 (4 GPU/node) 

PCI-express Generation 3 x80 lane (40 lane/CPU) 

Network 
InfiniBand QDR x2 rail 

(Mellanox ConnectX-3 dual head) 
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4.2 問題設定とパラメータ決定法 

 問題には，立方体領域における 3 次元拡散方程式を使用

する．これについて Darcy 流れの問題，異方性問題の 2 種

類を用いて評価を行う．Darcy 流れの問題は不均一に拡散

係数が分布している問題であり，異方性問題は Z 軸方向に

他軸の 100 倍の拡散係数をもつ問題である．一般的にこれ

らの問題は，均一な拡散係数をもつ等方性の問題よりも収

束が困難である．SA-AMG 法で粗いレベルを生成する際の，

強連結成分を判定する閾値は，Darcy 流れの問題は 0.01，

異方性問題は 0.09 と設定した．また，問題を各プロセスに

分割する際は，ParMETIS[12]を使用し，最も粗いレベルに

ついては行列サイズが非常に小さいため，あらかじめひと

つの領域に集約した． 

比較する緩和法は Jacobi 法，Multicolor Gauss–Seidel 

（MCGS）法，Chebyshev 多項式緩和法の 3 つとした．た

だし，MCGS 法，Chebyshev 多項式緩和法は，最も細かい

レベルのみに適用し，粗いレベルでは全て Jacobi 法を用い

る（MCGS+Jacobi 法，Chebyshev+Jacobi 法）．これは，最

も細かいレベルでの収束性が最も性能に影響するためであ

る．計測は全て AMG-BiCGStab 法による反復解法部のみと

し，収束条件は 2 ノルム相対残差が1.0 × 10−7未満となった

ときとした． 

緩和法のパラメータは，緩和法の加速係数を決定した後

に，各レベルでの反復回数を設定した．緩和法の加速係数

は，最も細かいレベルとその他の粗いレベルに分けて設定

した．1.0 を基準として周辺を 0.1 刻みで探索し，最適な値

を選択した．ただし Chebyshev 多項式緩和法は，加減速を

行わない．緩和法の反復回数は，最も粗いレベル，中間の

レベル，最も細かいレベルに分けて設定した．最も粗いレ

ベルは 30 回で固定し，最も細かいレベルと中間のレベルは，

1 回か 2 回から選択し，収束時間が最も短くなる組み合わ 

 

表 2 Darcy 流れの問題 パラメータ設定 

 
Smoother Iteration 

Acceleration 

Coefficient 

 Finest Inter Coarsest Finest Coarser 

Jacobi 1 2 30 1.0 1.0 

MCGS 1 2 30 1.0 1.0 

2nd order Chebyshev 1 2 30 none 1.0 

 

表 3 異方性問題 パラメータ設定 

 
Smoother Iteration 

Acceleration 

Coefficient 

 Finest Inter Coarsest Finest Coarser 

Jacobi 1 1 30 0.4 0.7 

MCGS 1 1 30 1.0 0.7 

4th order Chebyshev 1 2 30 none 0.7 

せに設定した． 

Chebyshev 多項式緩和法の𝛼は，𝛽との比によって決定し，

Darcy 流れの問題では𝛽/10，異方性問題では𝛽/30とした．

また，Chebyshev 多項式の次数は 2 次から 4 次とし，それ

ぞれについてパラメータを最適化した上で最も高速だった

次数を選択した．Darcy 流れの問題では 2 次，異方性問題

では 4 次が最速となった． 

パラメータは 2 種の問題それぞれについて 1003，1GPU

で最適化し，他の問題サイズや並列度でも同じ値を使用し

た．表 2，表 3 にそれぞれ Darcy 流れの問題，異方性問題

で使用したパラメータを示す． 

 

4.3 緩和法の性能評価 

 緩和法の性能を評価するために，ストロングスケーリン

グとウィークスケーリングで実験を行った． 

 まず，ストロングスケーリングについて評価する．スト

ロングスケーリングでは，問題サイズを固定し，GPU 数を

変化させて計測を行う．問題サイズは 1003とし，1GPU か

ら 16GPU までを対象とした． 

 Darcy 流れの問題での収束までの反復回数と時間を，そ

れぞれ表 4 と図 3 に示す．並列度を変えると反復回数が変

化するが，これは SA-AMG 法のマルチレベル生成手順によ

り，粗いレベルの行列が変化するからである．また，MCGS

法は領域境界で Jacobi 法と同様に依存性を考慮しない実装

になっており，並列度により異なる緩和法となっているの

も原因の一つと考えられる．  

 

表 4 ストロングスケーリング 

Darcy 流れの問題 反復回数 

 Number of GPU 

 1 2 4 8 16 

Jacobi 24 28 23 24 22 

MCGS + Jacobi 20 24 21 23 23 

Chebyshev + Jacobi 21 23 17 22 20 

 

 

図 3 ストロングスケーリング 

Darcy 流れの問題 収束時間 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1 2 4 8 16

T
im

e
 [

se
c
] 

Number of GPU 

Jacobi

MCGS+Jacobi

2nd Chebyshev+Jacobi

ⓒ 2015 Information Processing Society of Japan

Vol.2015-HPC-148 No.11
2015/3/2



情報処理学会研究報告 

IPSJ SIG Technical Report 

 

 

 5 
 

Darcy 流れの問題では収束性が低くても反復回数が増え

づらく，Chebyshev＋Jacobi法と Jacobi法が高速に収束した．

Chebyshev 多項式緩和法は計算量の少ない 2 次が最も高速

となった．Jacobi 法や Chebyshev 多項式緩和法に対し

MCGS+Jacobi法は，反復回数が Jacobi法からあまり減らず，

高い性能にはならなかった． 

 ストロングスケーリングにおける異方性問題での収束ま

での反復回数と時間を，それぞれ表 5 と図 4 に示す．異方

性問題では高い収束性が必要であり，Chebyshev 多項式緩

和法は 4 次が最も高性能であった．収束性の低い Jacobi 法

は相対的に反復回数が多くなってしまったため，Chebyshev

＋Jacobi 法や MCGS+Jacobi 法が有効となった．特に，

Chebyshev+Jacobi 法は Jacobi 法と比較して最大で約 1.5 倍

高速である． 

2 種の問題について並列化した結果，いずれも最大で約

3 倍の高速化となった．しかし異方性問題において，8GPU

を超えると性能の向上がみられず，16GPU では 8GPU から

性能が低下してしまっている．Darcy 流れの問題でもこれ

以上の並列度では性能の向上が期待できない傾向を示した．

これは，並列化した際に通信の時間が増加しているためで

ある． 

 次に，ウィークスケーリングについて評価する．ウィー

クスケーリングでは，各 GPU に割り当てる行列サイズを約

100 万行とし，GPU の並列度を変化させて実験を行う．GPU

は 1，8，27，64GPU を対象とした．この際の全体の問題サ

イズは，それぞれ 1003，2003，3003，4003である． 

ウィークスケーリングにおける Darcy 流れでの収束まで

の反復回数と時間をそれぞれ表 6 と図 5 に示す．ウィーク 

 

表 5 ストロングスケーリング 異方性問題 反復回数 

 Number of GPU 

 1 2 4 8 16 

Jacobi 46 56 48 47 45 

MCGS + Jacobi 26 26 28 28 29 

Chebyshev + Jacobi 16 17 17 17 18 

 

 

図 4 ストロングスケーリング 異方性問題 収束時間 

表 6 ウィークスケーリング 

Darcy 流れの問題 反復回数 

 Number of GPU 

 1 8 27 64 

Jacobi 24 31 45 40 

MCGS + Jacobi 20 28 33 36 

Chebyshev + Jacobi 21 28 34 34 

 

 

図 5 ウィークスケーリング 

Darcy 流れの問題 収束時間 

 

 

スケーリングでも，Darcy 流れの問題では Jacobi 法と

Chebyshev+Jacobi 法が高速であった．ウィークスケーリン

グでは，反復回数が同じであれば並列度を変えても各 GPU

の計算量が変化しない．しかし，Chebyshev+Jacobi 法は

64GPU で，1GPU に対し約 3.3 倍の時間がかかっており，

増加している時間のほとんどは通信時間と考えられる． 

また，Jacobi 法と Chebyshev+Jacobi 法は並列度の変化に対

する傾向がよく似ている．しかし，MCGS+Jacobi 法は他の

緩和法と異なり，高い並列度では時間が増加しやすい傾向

をみせた． 

 ウィークスケーリングにおける異方性問題での反復回数

と収束時間を表 7，図 6 に示す．緩和法の性能は，ストロ

ングスケーリングと同様に Chebyshev 多項式緩和法が最も

高速である．また，Darcy 問題と同様に，異方性問題でも

MCGS＋Jacobi 法は時間が増加しやすい傾向があり，8GPU

以降は Jacobi 法の方が高速な結果となった．レベル 1 の

MCGS 法の色数を確認したところ，並列度を高くすると色

数が増えており，これが原因の一つと考えられる．MCGS

法でより高い性能を実現するためには，色ごとに分割する

ことによって小さい行列を扱うことに対処する必要がある． 
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表 7 ウィークスケーリング 異方性問題 反復回数 

 Number of GPU 

 1 8 27 64 

Jacobi 46 50 50 51 

MCGS + Jacobi 26 30 34 33 

Chebyshev + Jacobi 19 22 22 24 

 

 

図 6 ウィークスケーリング 異方性問題 収束時間 

 

 実験の結果，Darcy 流れの問題と異方性問題のいずれに

おいても，Chebyshev＋Jacobi 法が高速であった．特に異方

性問題では，他の 2 つの緩和法よりも高い性能を示した．

Chebyshev 多項式緩和法は，プロセスで分割しても処理内

容が変わらず，安定して高速である．また，問題の性質に

よって次数を調整することで，収束性と計算量の調整が可

能であり，問題の性質に合わせて最適化が可能であること

がわかった． 

 

4.4 混合精度 V-cycle による高速化 

 4.3 節で最も安定して高速であった Chebyshev+Jacobi 法

に混合精度 V-cycle を適用し，通常よく利用される倍精度

の Jacobi 法との比較を行う． 

まず，Darcy 流れの問題を用いて，混合精度 V-cycle の効

果を確認する．混合精度を適用すると，倍精度から反復回

数が変化する場合があった．ストロングスケーリングの場

合の，Darcy 流れの問題での Chebyshev+Jacobi 法の反復回

数の変化を表 8 に示す．反復回数が増えることもあったが

減ることもあり，変化は 1，2 反復と小さい範囲であった． 

 図 7 は，ストロングスケーリングにおける混合精度化の

効果である．最も一般的に用いられる倍精度の Jacobi 法と，

倍精度 Chebyshev+Jacobi 法，混合精度 Chebyshev+Jacobi 法

を 比 較 し た ． そ れ ぞ れ を Double Jacobi ， Double 

Chebyshev+Jacobi，Mix Chebyshev+Jacobi で示した．倍精度

と混合精度の Chebyshev+Jacobi 法を比較すると，1GPU や

2GPU のときは混合精度化の効果が高い．反復回数が変化

したため安定した性能向上は得られていないが， 性能が低

下することはないことがわかる．しかし，並列度を高くす 

表 8 ストロングスケーリング Darcy 流れの問題 

Chebyshev＋Jacobi 法 混合精度での反復回数の変化 

 Number of GPU 

 1 2 4 8 16 

Double Precision 21 23 17 22 20 

Mix Precision 22 21 18 21 20 

 

ると，性能比が低下していく傾向がみられた．これは，混

合精度化を行っても通信部分が高速にならなかったためで

ある．1GPU のとき，混合精度化により 1 反復が約 1.16 倍

高速化されたが，16GPU ではほとんど高速にはならなかっ

た． 

 図 8 に，ウィークスケーリングでの混合精度 V-cycle の

効果を示す．ウィークスケーリングでは，混合精度化の効

果がよくあらわれている．ただし，8GPU と 64GPU では反

復回数が減少している．27GPU のときは，Jacobi 法に対し

て約 1.2 倍高速である．また，ウィークスケーリングでも，

並列度を高くすると性能向上の割合が低下する．しかし，

ウィークスケーリングでは扱う問題サイズが大きいためス

トロングスケーリングよりも効果が高く，64GPU を使用し 

 

 

図 7 ストロングスケーリング Darcy 流れの問題 

混合精度 V-cycle の効果 

 

 

図 8 ウィークスケーリング Darcy 流れの問題 
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ても 1 反復あたり 1.1 倍程度高速化されている． 

 また，他の緩和法について混合精度 V-cycle の効果を確

認したところ，問題や緩和法を問わず同様に高速化されて

いた． 

 次に，ストロングスケーリング，ウィークスケーリング

のそれぞれの時間構成を分析する． 

図 9 は，ストロングスケーリングでの収束時間を，緩和

法の時間に注目して分解した図である．倍精度

Chebyshev+Jacobi 法（Double）と混合精度 Chebyshev+Jacobi

法（Mix）について示した． 

Darcy 流れの問題 1003では，V-cycle は 4 レベルとなって

いた．図 9 の Level 1 Smoother と Level 2 Smoother はそれぞ

れのレベルでの緩和法の計算時間であり，Level 1 Comm と

Level 2 Comm は緩和法の際に行う通信の時間である．レベ

ル 3 と 4 はひとまとめにし，Coarser と示した．Other は緩

和法以外の時間であり，ここではレベル間の移動と

BiCGStab 法にかかる時間である．また，通信を除いた計算

時間の合計を破線で示した． 

倍精度，混合精度のいずれも，計算時間だけをみると

1GPU から 16GPU で約 10 倍高速化されている．特に，Level 

1 では約 16 倍高速化されており，十分なスケーリング性能

が出ている．しかし，Coarser は並列度に関わらず一定の時

間がかかっている．レベル 4 はあらかじめ 1 プロセスに領

域を集約しているため高速にはならないが，分割を行って

いるレベル 3 も高速化されていない．このときレベル 3 の

行列は 800 行前後であり，小さい行列に対して GPU の性能

が引き出せていないことが原因である．また，並列度が高

くなるにしたがって通信部分が増加する．特に，Coarser

は計算が高速化されず通信のみが増加していき，性能のス

ケーリングを阻害していることがわかる．また，8GPU 以

上では通信の時間が全体の半分以上を占める．16GPU では

約 70%が通信の時間であった． 

混合精度の効果は，レベル 2 のような比較的大きい行列  

 

 

図 9 ストロングスケーリング Darcy 流れの問題 

Chebyshev+Jacobi 法での時間構成 

を扱うレベルでは高い効果がみられる．しかし，レベル 3

以降ではほとんど高速にならなかった．また，計算が高速

化されても通信は高速化されていない．これは，通信で送

受信するデータサイズが小さいため，通信遅延の時間がほ

とんどを占めるためと考えられる．並列度が高い場合は通

信時間が多くの割合を占めるため，計算が十分高速化され

ても全体の性能向上率は高くならなかった．  

 図 10 は，ウィークスケーリングでの時間構成である．ウ

ィークスケーリングでの Darcy 流れの問題は，1GPU のと

きは 4 レベルの V-cycle であるが，8GPU 以上では問題サイ

ズが大きくなることにより 5 レベルとなっている．図 10

では，レベル 3 よりも粗いレベルは全て Coarser としてま

とめた． 

 ウィークスケーリングでは，GPU 数に応じて問題サイズ

が大きくなるが，通信を除いた計算時間はあまり増加して

いない．また，ウィークスケーリングでは並列度が高くな

っても各 GPU が計算する行列は大きく保たれるが，ストロ

ングスケーリング同様に通信の割合は大きい．64GPU のと

きは全体の約 55%が通信時間である．また，27GPU 以上で

は，各 GPU が 1003の行列を計算するレベル 1 でも，通信

時間の割合の方が大きい．粗いレベルでは，処理時間のほ

とんどが通信の時間となってしまい，粗いレベルの最適化

が必要である． 

 最後に，倍精度で Jacobi 法を用いた場合と比較して，混

合精度 V-cycle と Chebyshev 多項式緩和法によりどの程度

高速化できたかをまとめる．表 9 と表 10 に，倍精度 Jacobi

法と混合精度 Chebyshev+Jacobi法の収束時間と速度向上率

を示す．それぞれストロングスケーリングとウィークスケ

ーリングの結果である．1 段目は問題の種類と分割数，2

段目は倍精度 Jacobi 法と混合精度 Chebyshev+Jacobi 法の収

束時間，3 段目は高速化の割合である． 

 Darcy 流れの問題では，もともと Jacobi 法と Chebyshev

＋Jacobi 法が同等の性能であったため，性能向上のほとん 

 

 

図 10 ウィークスケーリング Darcy 流れの問題 

Chebyshev+Jacobi 法での時間構成 
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表 9 ストロングスケーリング 倍精度 Jacobi 法と混合精度 Chebyshev+Jacobi 法の収束時間 

 Darcy’s flow Anisotropy 

Number of GPU 1 2 4 8 16 1 2 4 8 16 

Double Jacobi 
[sec] 

1.12  0.85  0.48  0.42  0.40  1.98  1.54  0.91  0.80  0.83  

Mix Chebyshev+Jacobi  1.15  0.69  0.42  0.40  0.40  1.29  0.82  0.55  0.46  0.53  

Speedup Ratio 0.98  1.23  1.15  1.04  1.00  1.54  1.87  1.65  1.75  1.56  

 

表 10 ウィークスケーリング 倍精度 Jacobi 法と混合精度 Chebyshev+Jacobi 法の収束時間 

 Darcy’s flow Anisotropy 

Number of GPU 1 8 27 64 1 8 27 64 

Double Jacobi 
[sec] 

1.12  2.04  4.03  4.01  1.98  3.17  4.20  4.90  

Mix Chebyshev+Jacobi  1.15  1.90  3.32  3.54  1.29  2.09  3.00  3.67  

Speedup Ratio 0.98  1.08  1.21  1.13  1.54  1.51  1.40  1.33  

 

どが混合精度 V-cycle による高速化の効果である．混合精

度 Chebyshev+Jacobi 法は倍精度 Jacobi 法に対し，最大約 1.2

倍高速となった． 

 異方性問題では，Chebyshev+Jacobi 法と混合精度の利用

により，倍精度 Jacobi 法と比較して最大で約 1.87 倍高速と

なった．また，最も高速な並列度であったストロングスケ

ーリングの 8GPU では，1.75 倍の高速化となった． 

5. おわりに 

 本研究では，GPU クラスタ上での AMG 法の高速化を目

的とし，適切な緩和法の設定と選択，混合精度の適用につ

いて評価を行った． 

 まず，Jacobi 法，MCGS 法，Chebyshev 多項式緩和法を

緩和法として適用し，比較を行った．MCGS 法と Chebyshev

多項式緩和法は最も細かいレベルでのみ利用し，粗いレベ

ルでは Jacobi 法を用いた．Darcy 流れの問題と異方性問題

について実験を行ったところ，いずれの問題でも

Chebyshev 多項式緩和法が高速であった．特に，異方性問

題では収束性が重要であり，Jacobi 法に対して最大約 1.5

倍高速となった．また，Chebyshev 多項式緩和法は，領域

を分割しても処理内容が変わらず，安定した性能を示した． 

 また，GPU 上での AMG 前処理向けの混合精度 V-cycle

を実装し，評価を行った．その結果，混合精度 V-cycle は

問題や緩和法を問わず効果があることを確認した．並列度

が低い場合は，最大で 1 反復を 1.2 倍高速化できたが，並

列度を高くすると効果が小さくなることを確認した．さら

に，Chebyshev 多項式緩和法と混合精度 V-cycle の利用によ

り，一般的な倍精度での Jacobi 法と比べて高速となった．

特に，異方性問題では倍精度 Jacobi 法から最大で約 1.9 倍

の高速化となり，有効性を確認した． 

 今回の実験では，並列度が高くなると通信時間が増加し

てしまい，性能が向上しなかった．特に，粗いレベルでは

通信時間が非常に多くの割合を占めているため，今後粗い

レベルの最適化について検討していきたい． 
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