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多倍長専用計算機GRAPE9-MPXの拡張とその性能評価

台坂 博1 中里 直人2 石川 正3 湯浅 富久子3

概要：これまでの科学技術計算のほとんどは倍精度演算で行われてきたが, 倍精度演算では精度が不足する
事例も多々存在し, 高速に多倍長計算を実現できるシステムの要求が高まっている. 我々は多倍長演算 (4

倍精度,6倍精度,8倍精度)が可能な浮動小数点加算器と乗算器をもったプロセッサエレメント (PE)とそ
の PE を複数個搭載した SIMD 型プロセッサを開発し, そのプロセッサを FPGA に実装した多倍長専用
計算機 GRAPE9-MPXと専用コンパイラを含む開発環境を開発している. これまでに 4枚の FPGAボー
ドからなるシステム上で, 高精度積分が必要であるファインマン・ループ積分を実行し, 4倍精度の場合で
9.1Gflopsの実効性能を得ている. 今回, FPGAボードを 16枚まで増やしたより規模の大きいシステムを
構築し, また, 開発環境のさらなる最適化を行った. このシステム上で 4倍精度, 6倍精度, 8倍精度を用い
てファインマン・ループ積分を実行したときの性能評価について報告する.

キーワード：ファインマン・ループ積分, 多倍長計算, 4/6/8倍精度, FPGA

1. はじめに

エレクトロニクス分野の技術の発展により精密な測定

が行えるようになってきた. 大量のデータの処理とシミュ

レーションにより, 現象をより深く理解することが可能に

なってきた. またシミュレーションの大型化により, スケー

ルの違う現象を取り扱うことが可能になり, より精度の高

い数値計算やシミュレーションが益々重要になってきて

いる.

素粒子物理学の場の量子論では, 素粒子の現象をより精

密計算するために高次の補正計算に現れるファインマン・

ループ積分を取り扱わねばならない. この積分の被積分関

数は特異性を有しており, 数値計算上, 何十桁もの桁落ちや

情報落ちが発生する問題がある.

このような数値計算を行う場合,数値表現部の仮数部を

長くすることはもとより, 指数部に関しても IEEE754-2008

で規定された binary128 のように 15ビットの表現を用い

ることが有効であることがわかってきた.

多倍長計算のためのソフトウェアとして DD/QD[1],

GMP[2], MPFR[3] などが整備されているが, 高速に処

理することが必要なため, 我々は GRAPE-MPs(Multi-

Precision)という一連の SIMD 型加速ボードの開発をおこ

なってきた [4], [5]. GRAPE9-MPXシステムは, GRAPE9
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のアーキテクチャを適用し, FPGAに 4倍精度, 6倍精度,

8 倍精度と仮数部が可変の演算器を搭載し, さらにその

FPGAを搭載したボードを並列に動作することができる.

近年, 本研究と同様に, FPGAによる多倍長浮動小数点

演算に関する研究は様々な成果がある. 例えば 8倍精度演

算の FPGAによる実装は, 泊ら [6], 吉岡ら [7]で行われて

おり, 性能評価についても報告されている. また, 多倍長精

度の浮動小数点演算を実現するための様々なプロセッサの

提案もなされている (Leiら [8], 窪田ら [9]). しかしながら,

これらの研究は必ずしも実アプリケーションの計算の加速

に重きがおかれたものではない.

我々は 4枚の FPGAボードからなるGRAPE9-MPXシ

ステムを開発し, このシステムを使って 4倍精度の場合の

性能評価について報告を行った [10]. 本研究は, このシス

テムを拡張し, 最大 16枚の FPGAボードを搭載できるシ

ステム上で, 4/6/8倍精度の場合の性能について報告する

ものである. ボード枚数を増やした場合にはホスト計算

機と FPGA ボードの通信が性能をより律速するので, 通

信を並列に行うなどの最適化も行っている. 本報告にお

いては, まずは, 15 ビット指数部の必要性について述べ,

GRAPE9-MPXのシステムについて紹介を行うとともに,

ファインマン・ループ積分を適用例として性能の評価を報

告する.

2. 15bit指数部の必要性について

最初にファインマン・ループ積分について簡単に説明す
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る. 素粒子の衝突散乱,素粒子の崩壊などの物理量を求め

る際には, ファインマン・ダイアグラムを書いて計算を行

うが, 高次補正の場合ループ・ダイアグラムが現れ,一般的

には以下のような式を計算する必要がある.

I =
Γ(N − dL

2 )

(4π)dL/2
(−1)N (1)

×
∫ 1

0

N∏
j=1

dxjδ(1−
∑

xi)
CN−d(L+1)/2

(D − iεC)N−dL/2
.

ここで xiはファインマン・パラメータ,Lはループ数, N

はダイアグラムの中の内線の数, そして d は時空の次元

数である.　 C と D は,　ダイアグラムのトポロジーで決

まったファインマン・パラメータの多項式で与えられる.

このファインマン・ループ積分の値を求めるには数学的

に求める方法,数学と数値計算と組み合わせて求める方法が

あるが,我々は多倍長演算を使って数値計算のみによる方法

を研究開発してきた. この方法をDCM(Direct Computing

Method)と呼んでいる.

簡単な例であるが, 式 (1)で　 L = 1, N = 3とした 1

ループの 3点のファインマン・ダイアグラムを考える. さ

らに次元数を d = 4+ 2ηとおくとファインマン・ループ積

分は以下のような 2次元の積分で与えられる.

I(η) =
∫ 1

0

dx1

∫ 1−x1

0

dx2
1

(x1x2)1−η
, η > 0, (2)

ここで η は次元正則化パラメータと呼ばれ,一般的にはこ

のパラメータでローラン展開するものである. この例では

特別に次のような簡単な式になる.

Ianalytic(η) =
1

η2
Γ2(1 + η)

Γ(1 + 2η)
. (3)

ここで I(η) を数値積分の手法として, 端点に特異性が

あっても 計算可能な二重指数関数変換公式を用いる. こ

の公式で端点で積分可能となるのは, 積分区間を積分を∫∞
−∞ dtf(ϕ(t))ϕ′(t) のように−∞から∞に変換し, さらに

ϕ(t) = (1 + tanh(π2 sinh(t)))/2 と選ぶからである. また被

積分関数の無限遠点での振る舞いを指数関数的に減衰させ

ることが特長である.

二重指数関数変換公式を適用して, 数値的に台形積分を

行う. 積分の誤差は積分の分点数 Neval と最も 0 に近い

値 xmin に依存する.　この公式を使った場合, 一般的には

Neval を大きくすると誤差が格段に小さくなる. ここでは

有効桁数まで収束する十分大きなNevalに設定する. 式 (2)

の積分では端点の 0のところに特異性があり xmin の設定

に大きく依存する.

倍精度の場合に表現できる最小値は 2−1022 である. 式

(2)の分母が 2次式であるので xmin として 2−511 が最小

値となる. 表 1に通常の倍精度で表現できる xmin の値を

とったときの積分の値と解析解との誤差を示した. η が小

さくなるにつれ被積分関数の特異性が大きくなり,解析解

との誤差が大きくなってくる.

ℓ η = 2−ℓ η2 × I |η2 × (I − Ianalytic)|
4 0.0625 0.9941263 0.3371749× 10−9

5 0.03125 0.9984387 0.2608374× 10−4

6 0.015625 0.9923926 0.7217638× 10−2

7 0.0078125 0.8832410 0.1166713× 100

表 1 倍精度表現での積分の結果と誤差：分母が変数の 2 乗で

あるためマシン・イプシロンの平方根 xmin = 2−511 =

0.1491668 × 10−153 が最小値である. 分点数は, 十分大き

な Neval = 347 とした.

この分析を binary128に拡張して考える. binary128 で

表現できる最小の値は 2−16382 であり 式 (2) の場合 xmin

は 2−8191 ∼ 1.833 × 10−2466 となる. 図 2に xmin を与え

たときの解析解の式 (3)との誤差の実測結果をプロットし

た. なお, この誤差は ∆ ∼ xη
min と近似され,図では直線で

表される. 右上の斜線の領域が 倍精度で表現できる範囲で

あり, binary128での計算領域が拡大させることができる.
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図 1 xmin を変化させたときの誤差：マークは実測値である. 塗り

つぶしたマークは倍精度の計算,白抜きのマークは 4倍精度の

計算, 直線はこの誤差の近似式を示す. また右上の斜線の部分

が倍精度表現で計算できる範囲である.

DCMの方法では, このような発散のある式を η で展開

し C−2

η2 + C−1

η1 + C0 + . . . の係数 Ck を数値的に求めるこ

とになる. 最初の 2項は場の理論により他からの寄与と相

殺することがわかっている. C0が求めるべき物理量に寄与

する数値となるが, これを求めるために η を変えて I(η)
の数列を計算して数列の加速法を用いて係数を求めてい

く. η毎の積分として経験的には 10桁の精度が必要である.

η = 2−7 と小さくなると, 倍精度計算では表 1にあるよう

に約 11.7％の誤差があるが, binary128 ならば約 20桁の

数値結果を求めることが可能である. このように 15ビッ

ト指数部の数値表現は,数値計算の可能な範囲を倍精度に

比べて大幅に拡張することができるので特異性の強いファ

インマン・ループ積分には適していると考える.
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図 2 GRAPE9-MPX の概要

図 3 GRAPE9-MPX ハードウェア写真.

3. GRAPE9-MPXシステム

GPAPE9-MPXは, 我々が開発を進めている多倍長計算

専用アクセラレータの最新システムである [4], [5], [10]. こ

のシステムはホスト計算機に接続された複数の FPGAボー

ドからなり, 4/6/8倍精度計算に対応したプロセッサ (MP

プロセッサ)を FPGAに実装し, そのボードを多数使うこ

とによって多倍長精度計算を高速化する計算システムで

ある. MP プロセッサは多倍長精度演算を実行可能な複

数の PEが SIMD動作するプロセッサである. 各 PEは,

4/6/8/倍精度に対応した加算と乗算の演算器を持ち (以下,

MP4/MP6/MP8とする), それらはクロック毎に動作する

ことができる. 本システムには専用コンパイラなどの開発

環境も含んでいる. 詳細は, 台坂ら [4] および中里ら [5] を

参照して欲しい.

GRAPE9-MPXの特徴の一つは, PLX社の PCIeスイッ

チ (PEX8696) を搭載した KFCR 社製の PCI Express 拡

張ボード (G9MG)を使うことによって複数の FPGAボー

ドを搭載できることである (図 2). 図 3は GRAPE9-MPX

ハードウェアの写真である. FPGA ボードは Altera 社

ArriaV(5AGXB3)搭載の評価ボードである. 使用した Ar-

raiaVの回路資源 (ALM数/メモリブロック数/DSPブロッ

ク数)は 136800/1726/1045である. 1PE, BM, コントロー

ルユニット, PCIe x4インターフェースを含む hib回路生

成に要した資源の内訳は, 表 2の通りである. この FPGA

の中に,現在のところ合成可能であった最大 PE数とその

動作クロックは,表 3の通りである. システムの理論性能

MP4 MP6 MP8

1PE 3139.2/16/19 5858.2/18/38 9140.0/21/59

add 1236.2/0/0 2520.5/0/0 3975.4/0/0

mul 608.4/0/17 1428.6/0/36 2827.3/0/57

rsq 96.2/7/2 87.6/7/2 89.0/7/2

regs 0.7/9/0 0.8/11/0 1.1/14/0

treg 325.0/0/0 481.4/0/0 688.4/0/0

BM 2074.9/9/0 1541.7/11/0 1078.4/14/0

制御回路 520.7/559/0 599.3/824/0 648.4/1076/0

hib 4428.0/69/0 4560/69/0 4728.3/69/0

表 2 4/6/8 倍精度での, 1PE, BM, コントロールユニット (ctrl

unit), を生成するに使われた資源の内訳.“hib” は PCIe x4 イ

ンターフェースを含む. 各セルは, (ALM 数)/(メモリブロッ

ク数)/(DSP ブロック数) を表す. DSP 数の 2 倍が 18x18 乗

算器数に相当する.

は, 4倍精度, 12ボードの場合で 79.2Gflopsである.

MP4 MP6 MP8

Logic utilization 88% 81% 89%

Number of PEs 36 20 12

Clock Speed(MHz) 92 81 70

Peak(Gflops) 6.6 3.2 1.6

表 3 4/6/8 倍精度での, ロジック利用率, PE 数, 動作クロック, 及

び理論性能. ArriaV に実装された命令メモリは 4k ワード,

データは 256-bit 幅で 32k ワードである.

性能向上のため, また, 複数の FPGAボードを使用した

際の性能のスケーラビリティの改善のために, [10] のシス

テムを拡張した. その一つは, G9MGを 2台使用すること

で最大 16台の FPGAボードを搭載できるシステムに拡張

した点である. もう一つの主な拡張は, ホスト計算機とお

のおのの FPGAボードとの間のデータ転送が並列に行わ

れるように, I/Oインターフェースの最適化を行った点で

ある. これは, OpenMPを使うことによって実現している.

OpenMPによって生成された 1スレッドが 1つの FPGA

ボードを制御する. この最適化により, データ転送が性能

を律速している場合に, 複数の FPGAボードを使った際の

性能のスケーラビリティの改善が期待できる. これまでの

我々の実装ではデータ転送はホスト計算機から 1つ 1つの

FPGAボードに逐次的に転送を行っていたからである. 特

筆すべき点は, Gooseコンパイラの機能を拡張することに

よって, この最適化は自動的に実現されることであり, アプ

リケーションプログラムを変更する必要がないことである.

4. 性能評価

4.1 性能評価に用いたアプリケーションの概要

[10]と同様に, 2ループダイアグラムを例とした数値計算

を実行し性能評価を行う. 図 4に数値計算を行ったループ

ダイアグラムを示す. この 2ループダイアグラムに対応す

る積分の式は, 図 5で与えられ, 積分結果は 0.0853513981
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図 4 6 次元積分となる 2 ループダイアグラム.

である [11]. 性能評価には, この 6次元積分を二重指数関数

図 5 図 4に対応する 2ループダイアグラム積分の式. ここで, ξ′i は

ξ′i = 1− ξi.

型数値積分公式で数値計算する C++コードを用いた.

演算の種類 演算数

ADD 20

SUB 9

MUL 61

DIV 1

演算数の合計 91

表 4 分点数単位における演算数の内訳.

この 2 ループダイアグラム積分の演算種類毎の演算量

は表 4 の通りである. この演算量 (91)とホスト計算機や

GRAPE9-MPX での処理, データ転送に要した時間から,

実効性能を求めた. これまでは, 各処理に要した時間は,

Gooseが生成する.c ファイルに時間計測用の関数を挿入し

て計測していたが, Gooseを拡張し, オプションによって

時間計測用が行えるようにした. MPプロセッサ内メモリ

からのロード/ストアや除算をニュートンラプソン法によ

り求めることを考慮するとカーネルの実行命令数は 128で

ある.

演算時間は, 基本的に積分区間の分点数に依存する.

GRAPE9-MPXのハードウェア特性を活かすために, 6次

元積分のための演算ループは, それぞれ 3次元づつループ

融合を行い, 2重ループ演算に置き換えられている. ここ

では, 2重ループ演算の外側 (i-loop)の分点数 (Ni)を 218

に固定し, 内側のループ (j-loop)の分点数 (Nj)を 24 から

213まで 2倍づつ変えて, 異なる問題サイズの演算性能測定

を行った. さらに, GRAPE9-MPX上の FPGAボードの枚

数を 1, 2, 4, 8, 12枚と変えて計測を行った.

4.2 実効性能

CPU Intel Xeon 2687W(3.4GHz, 8 コア/16 スレッド)

MB ASRock X79 Xtreme11

MEM 64 GB (1600MHz ECC 付き)

OS Scientific Linux 6.5

表 5 GRAPE9-MPX のホスト計算機の仕様.

表 5は性能評価を行ったシステムのホスト計算機の仕様

である. 8ボードと 12ボードを使った計算の性能測定で

は, 測定毎での結果の揺らぎが大きいため, 同じ計算を 5回

計測し, 各Nj で性能が最大となる結果を採用している. 揺

らぎが大きい理由は,生成されるスレッド数が物理コア数

(8)と同じかそれ以上になったときに,データ変換を含めた

データ転送の時間が大きく影響を受けるためである.

1ボードの場合でNj を変えた場合の性能評価の結果を図

6に示す. 今回扱った最大問題サイズ (Ni = 218, Nj = 213,

総分点数 231)で実効性能は, 4倍精度で 2.29GFlops, 6倍

精度で 1.12GFlops, 8倍精度で 0.589GFlops であった. こ

れらの値は, 理論性能の約 36%である. 現在の GRAPE9-

MPXのアセンブラが 1クロック 1演算に制限しているこ

と, 除算に 19命令必要なことやメモリからの転送命令を考

慮すると, この数値は妥当なものである. 12ボードの場合

の結果を図 7に示す. 最大問題サイズでの性能は,それぞ

れ, 4倍精度で 26.5GFlops, 6倍精度で 13.2GFlops, 8倍精

度で 6.36GFlops であった.

図 6や図 7から明らかなように,問題サイズが小さいとこ

ろでは実効性能は悪くなる. これは [4], [5]で指摘されてい

るように, 問題サイズの小さいところでは GRAPE9-MPX

上での計算時間が短くなる一方で,ホスト計算機と FPGA

ボード間の通信はそれほど変わらないため, 通信が実効性

能を律速するようになるからである.

今回の性能評価では, ボード枚数を増やしたときの性能

の向上は, どの問題サイズにおいても, 概ね, 使用するボー

ドの枚数に比例した. MP4の場合, 最大問題サイズでの 12

ボードの性能は 1ボードの場合に比べて約 11.6倍であり,

通信が大きく影響する最小問題サイズでも約 9.3倍となっ

ている.　この結果は, 我々の過去の結果から大きく改善さ

れている点である. これはホスト計算機と各 FPGAボード

の通信を並列化したことによる, 通信の最適化の効果のた

めである.

この通信の最適化の効果は図 8で見ることができる. こ

の図は 4ボードを用いた時の iデータ点あたりの計算時間

を, 通信を並列化した場合と, これまでの実装のシリアルで

通信をした場合を比較したものである. GRAPE9-MPX上

での計算時間が律速する Nj が大きい領域では両者は変わ

らないが, 通信時間が律速する Nj が小さい領域では, 通信

を並列化した現在の実装の方が計算時間が短くなり, 実効

性能が改善される.
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を変化させる形で行った.
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図 7 12 ボードの場合の性能評価.

4.3 性能モデル

測定結果について簡単な性能モデルを構築する. 我々の過

去の研究などから, iデータ点あたりの計算時間 (Tmodel)は

Tmodel = thost + tkernel + tcomm, (4)

とかける. ここで,thost, tkernel, tcomm は,それぞれ, ホスト

計算機での処理にかかる時間, GRAPE9-MPX上で 1つの

iデータに対してのカーネル命令の実行時間, ホスト計算機

とGRAPE9-MPX間の通信時間である. tkernelは PEの動

作クロック (C Hz), ボードあたりの PE数 (np), ボード数

(nb), 実行されるカーネル命令数 Ninst と, j データ数から

tkernel ∼
Ninst

C
× Nj

npnb
, (5)

で与えられる. ここで Ninst はメモリからのロード/スト

アー命令を含めた命令数である. ここで使われているファ

インマンループ積分の場合は Ninst = 128 である. 表 3の

4倍精度の場合の値 (np = 36, C = 92MHz）を用いると,

tkernel ∼ 3.86× 10−8Nj/nb となる. tcomm は,

tcomm = tj + (ti + tzero + tf )/nb, (6)

で与えられる. ここで tj , ti, tzero,tf はそれぞれ, j データ

転送に要する時間, iデータ転送に要する時間, PEの積算

用レジスタをゼロクリアするためにゼロを転送するのに要
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る. 実線は通信を並列化した場合の性能モデルを表す.

する時間, 計算結果の回収に要す時間である. これらの時

間は 1ボードあたりの転送に要する時間であり, その実測

値を用いると, tj = 0, ti = 3.7 × 10−6, tzero = 0, となる.

計算結果の回収は DMA転送で行っているため実測値を得

るのが難く, iデータ数と計算結果のデータ数の比較から,

tf = 2.0× 10−6 としている. また, ホスト計算機での処理

の時間は, thost = 2.0 × 10−7 である. 図 8には, これらの

値を用いた 4ボードの場合 (nb = 4)の性能モデルが実線

で描かれている. また, 図 9には, 4倍精度の場合で,ボー

ドの数を変えた場合の実測値の計算時間とその性能モデル

が描かれている. これらの図から明らかなように,この性

能モデルと実測はよい一致を示している.

4.4 多倍長計算ライブラリとの比較

今回の測定での最大問題サイズの場合に, GRAPE9-MPX

とホスト計算機で多倍長計算ライブラリを使用して同じ計算

を実行した場合の計算時間を比較した. 比較は, GRAPE9-

MPXでは 12ボードで, ホスト計算機では OpenMPを用

いた 16スレッド環境で行った.

表 6は, 最大問題サイズでGRAPE9-MPXとソフトウェ

ア実装を用いた場合の計算時間 (sec)である. MPFRを用

いた実装 (F4/F6/F8)と比べると,MP4/MP6/MP8はそれ

ぞれ, 147倍/144倍/80倍の性能向上である. F6と F8の計

算時間の差が大きくないように見えるが, これはMPFR内

の数値表現に起因していると思われる. 使用したMPFRと

GMPのバージョンは、3.1.2と 4.3.1である。また,gcc4.6

以降でサポートされている IEEE754-2008:binary128形式

互換の quadmathでは約 1075秒を要し, MP4は quadmath

に対して 146倍の性能向上となった. 指数部が 11-bitであ

る DDフォーマットとQDフォーマットを用いた場合との

比較でも, GRAPE9-MPXは性能向上が見られる. MP4と

DD,QDフォーマットを用いた場合の計算時間の比較では,

約 25倍 (DDフォーマット), 226倍 (QDフォーマット)の

性能向上が示された. このように, 本システムがソフトウェ

ア実装より非常に高速であることがわかる.

5. まとめ

ここでは, ファインマン・ダイアグラムのループ積分を高

精度かつ高速に計算する多倍長計算専用計算機 GRAPE9-

MPXシステムの拡張について報告するとともに性能につ

いて議論した。本研究では ArriaV用の 4/6/8倍精度演算

に対応した PE を開発, OpenMP によりホスト計算機と

ArriaV FPGA ボード間通信を並列化する最適化を行い,

4/6/8倍精度計算の性能測定を行った. 今回、12ボードの

システムで実効性能が 4倍精度で 26.5Gflops, 6倍精度で

13.2Gflops, 8倍精度で 6.36Gflopsを達成している. また,

通信の最適化によって、使用するボード数を変えた場合の

性能のスケーラビリティも改善し, 問題サイズのより広い

領域に対して, 性能は台数に応じてほぼ線形に増加した. 簡

単な性能モデルを構築して実測を比較をしてボード枚数を

変えた場合でもよい一致をすることを示した. ソフトウエ

ア実装に比べて 80-200倍の高速化が達成できることを示

した.

謝辞

本研究では, 多倍長精度計算に関して KEKの濱口信行氏

に助言をいただいた. また, KFCR社の福重俊幸氏と川井

敦氏より技術的サポートをいただいた. 本研究は, JSPS科

6ⓒ 2015 Information Processing Society of Japan

Vol.2015-HPC-148 No.7
2015/3/2



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

10
-6

10
-5

10
-4

10
1

10
2

10
3

10
4

T
[s

]

Nj

nb=1
nb=2
nb=4
nb=8

nb=12
model(1)
model(2)
model(4)
model(8)

model(12)

図 9 4倍精度で iデータ点あたりの計算時間のボード枚数依存性.　実線は性能モデルを表す.

MP4 MP6 MP8 F4 F6 F8 quadmath DD QD

time 7.33 14.6 27.9 1569.1 2108.7 2226.5 1074.7 182.6 1658.8

sign 1 1 1 1 1 1 1 1 1

exponent 15 15 15 - - - 15 11 11

mantissa 112 176 240 116.26 179.38 242.50 112 105 211

表 6 最大問題サイズで GRAPE9-MPX とソフトウェア実装を用いた場合の計算時間 (sec)

の比較. F4/F6/F8 はMPFR による実装で, MP4/MP6/MP8に対応させるために, 仮

数部を 10 進で 35/54/73 桁と設定している. MPFR の仕様では指数部の設定はできな

い. “quadmath” は gcc4.6 以降でサポートされている IEEE754-2008:binary128 形式

互換の数値フォーマットを持つ.

研費基盤 (C) 23540328,24540292の助成および KEK大型

シミュレーション研究（課題番号 No.14/15-06）の支援を

受けている.

参考文献

[1] High-Precision Software Directory. http://crd-
legacy.lbl.gov/ dhbailey/mpdist/

[2] GMP. https://gmplib.org/

[3] L. Fousse, G. Hanrot, V. Lefèvre, P. Pélissier, and
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